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Vorwort. 


Dieses  Elementarlehrbuch  beschäftigt  sich  mit  der  Integration 
von  gewöhnlichen  und  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  und  zwar 
zunächst  mit  der  Entwickelung  der  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern 
enthaltenen  Integrationsverfahren ,  welche  daselbst  als  einzelne  von 
einander  unabhängige  Theorien  dargestellt  zu  werden  pflegen,  während 
sie  hier  als  Aiisfluss  aus  einer  allgemeinen  3Iethode  auftreten.  Diese 
Methode  giebt  eine  Integrationstheorie  für  alle  Differentialgleichungen, 
welche  eine  oder  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  ge- 
statten. Man  könnte  daher  sagen,  dass  sie  auf  dem  Principe  der  in- 
finitesimalen Transformationen  beruht,  wobei  jedoch  zu  bemerken  wäre, 
dass  sich  dieses  Princip  nicht  in  einem  Satze  erschöpfend  aussprechen 
lässt,  dass  es  vielmehr  in  den  verschiedensten  Einkleidungen  auftritt 
und  die  mannigfaltigsten  Anwendungen  gestattet. 

In  ihrem  weiteren  Ausbau  führt  die  Verwertung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zu  dem  äusserst  wichtigen  Gruppenhegriff,  indem  es 
auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  eine  Differentialgleichung  mehrere  in- 
finitesimale Transformationen  oder  eine  continuierliche  Gruppe  von 
Transformationen  gestattet.  Es  zeigt  sich  in  diesen  Vorlesungen,  dass 
diejenigen  allgemeinen  Classen  von  Differentialgleichungen,  welche  die 
älteren  Mathematiker  integrierten,  und  die  in  den  Lehrbüchern  be- 
trachtet werden,  eben  als  die  allgemeinsten  Differentialgleichungen 
charakterisiert  werden  können,  die  gewisse  Gruppen  von  Transforma- 
tionen gestatten.  Somit  kommt  der  moderne  Begriff  der  Differential- 
invarianten,  wenn  auch  in  versteckter  Form,  in  jedem  Lehrbuch  über 
Differentialgleichungen  vor.  In  diesen  Elementarvorlesungen  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung,  sowie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  in  drei  und  vier  Veränderlichen, 
welche  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Für  alle 
diese  Differentialgleichungen  entwickeln  wir  gewisse  rationelle  Inte- 
grationstheorien, die  sich  durch  die  Verwertung  des  Principes  der  in- 
finitesimalen Transformationen  naturgemäss  darbieten. 
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IV  Vorwort. 

Diese  Vorlesungen  haben  auch  insofern  Bedeutung,  als  sie  weiter- 
gehende Studien  vorbereiten.  Unsere  Entwickelungen  geben  nämlich 
dem  Leser  eine  Ahnung  von  der  ausserordentlichen  Fruchtbarkeit  des 
Begriffes  der  infinitesimalen  Transformationen  und  der  von  ihnen  er- 
zeugten Gruppen  für  die  Integrationstheorien  überhaupt.  Viele  unter 
den  speciellen  Anwendungen  dieser  Begriffe  dürften  ebenso  wichtig 
sein  als  gewisse  Theorien,  die  mau  heutzutage  mit  dem  Namen  von 
Principen  belegt.  So  ordnet  sich  —  um  hier  nur  eine  Anwendung 
zu  nennen,  die  allerdings  im  vorliegenden  Buche  nicht  enthalten  ist  — 
die  ganze  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung dem  Begriff  der  infinitesimalen  Transformationen  unter  und 
dementsprechend  jedes  Problem,  welches  sich  auf  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  zurückführen  lässt,  also  namentlich 
das  allgemeine  Problem  der  Dynamik.  Z.  B.  fliessen  aus  der  nahezu 
selbstverständlichen  Thatsache,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  dem  Problem  der  n  Körper  äquivalent  ist,  die 
Gruppe  der  Bewegungen  des  Raumes  gestattet,  die  Flächensätze  und 
die  ersten  Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich  wird  der  Leser  durch  diese  Vorlesungen  vorbereitet 
zur  Inangriffnahme  des  allgemeinen  und  ganz  besonders  wichtigen 
Problems,  ein  sogenanntes  vollständiges  System  mit  helcannter  Gruppe  zu 
integrieren.  Die  allgemeine  Erledigung  dieses  Problems,  auf  das  sich 
sehr  viele  wichtige  andere  zurückführen  lassen,  unter  anderen  die 
Reduction  von  gegebenen  Differentialgleichungen  auf  typische  Formen, 
würde  jedoch  zunächst  das  Studium  der  Theorie  der  Transformation s- 
gruppen  erfordern. 

Das  Wenige,  was  von  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
in  diesem  Lehrbuche  gebraucht  wird,  ist  ausführlich  von  den  ersten 
Elementen  an  entwickelt.  Daher  kann  und  soll  dies  Werk  dazu 
dienen,  einerseits  die  Bedeutung  der  Gruppentheorie  Mar  zu  machen^  an- 
dererseits das  Eindringen  in  dieselbe  in  besonderem  Maasse  zu  erleichtern. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  es  keineswegs  im  Plane  des 
Buches  lag,  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine  vom  Standpunkt  des 
Fachmannes  abgeschlossene  Theorie  zu  geben.  Auch  ist  im  Interesse 
der  leichteren  Verständlichkeit  die  Begründung  der  Entwickelungen 
nicht  immer  ganz  streng  gehalten,  und  überdies  wurden  von  vorn- 
herein gewisse  Probleme  und  Theorien  überhaupt  von  der  Betrachtung 
ausgeschlossen,  so  insbesondere  functionentheoretische  Fragen,  wie  die 
nach  der  Existenz  der  Integrale,  ferner  die  Verwertung  der  soge- 
nannten Berührungstransformationen  u.  s.  w.  Dennoch  aber  bildet 
dieses  Werk  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes. 


Vorwort.  V 

Die  in  diesem  Buche  entwickelten  neuen  Theorien  sind,  wo  es 
nicht  anders  bemerkt  wird,  ausschliesslich  Eigentum  Soplius  Lie's 
und  rühren  im  wesentlichen  aus  den  Jahren  1871  —  74  her.  (Vgl. 
die  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wiss.  zu  Christiania,  Decem- 
ber  1874,  sowie  auch  die  „allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung",  zweite  Abhandlung,  Math.  Annalen 
Bd.  XI  (1877),  S.  464 ff.)  Allerdings  ist  hervorzuheben,  dass  in 
den  ersten  Publicationen  die  Form  der  Betrachtungen  nicht  immer 
völlig  streng  war,  indem  daselbst  in  der  Hauptsache  mit  den  infini- 
tesimalen Transformationen,  nicht,  wie  es  hier  geschieht,  mit  den  von 
ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  operiert  wurde.  Aber  dies 
betrifft  eben  nur  die  Form,  nicht  die  Ergebnisse,  denn  es  tritt  in 
allen  diesen  Theorien  die  eigentümliche  und  für  die  Bedeutung  der 
infinitesimalen  Transformationen  charakteristische  Erscheinung  zu  Tage, 
dass  Kriterien,  die  sich  durch  Bemitmmg  der  infinitesimalen  an  Stelle 
der  von  ihnen  erzeugten  endlichen  Transformationen  als  notwendig  er- 
geben, andererseits  auch  wirklich  hinreichend  sind.  Für  eine  begriä'liche 
Auffassung  ist  es  nicht  schwer,  von  vornherein  den  Grund  dieser 
wichtigen  Thatsache  zu  erkennen. 

In  Deutschland  hat  Professor  Lie  zum  ersten  Male  im  Sommer 
1886  über  diesen  Gegenstand  Vorlesungen  abgehalten.  Daran  schloss 
sich  ein  Cyclus  von  Vorlesungen,  zunächst  eine  Einleitung  in  die 
eigentliche  Gruppentheorie ,  dann  Vorlesungen  über  Differential- 
invarianten,  über  Berührungstransfbrmationen  und  Functionengruppen 
sowie  über  die  geometrische  Theorie  gewisser  Berührungstransforma- 
tionen. Seither  hat  sich  dieser  Cyclus  mehrere  Male  wiederholt. 
Während  dieser  Zeit  erschienen  die  beiden  ersten  Bände  des  grossen 
Werkes:  Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Abschnitt  I 
und  II,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  B\  Engel  (Leipzig  1888  und 
1890),  das  in  erster  Linie  für  Fachmänner  berechnet  ist  und  daher 
weniger  zur  eigentlichen  ersten  Einführung  der  Studierenden  in  die 
Gruppentheorie  geeignet  erscheint.  So  entstand  das  Bedürfnis  nach 
einem  einleitenden  Werke,  zumal  da  die  einzelnen  Lie' sehen  Abhand- 
lungen über  diese  Gegenstände  in  verschiedenen  Zeitschriften  zerstreut 
sind  und  den  Anfängern  viele  Schwierigkeiten  bereiten.  Im  Gegen- 
satze zu  jenem  Werke  über  die  Theorie  der  Transformationsgruppen 
wurde  also  in  dem  vorliegenden  ein  ganz  besonderes  Gewicht  auf  die 
pädagogische  Brauchbarheit  des  Buches  gelegt,  und  deshalb  wurde  für " 
den  Vortrag  der  neuen  Theorien  eine  etwas  breite,  vielleicht  hie  und 
da  etwas  zu  breite  Art  für  gut  befunden.  Einzelne  schwierigere,  für 
das  Verständnis  des  Folgenden  aber  nicht  nötige,  sowie  andere  weiter- 
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gehende  Entwickelungen  oder  nebensächliche  Bemerkungen  wurden 
deshalb  auch  durch  kleineren  Druck  als  beim  Lesen  überschlagbar 
gekennzeichnet.  Ferner  sind  überschlagbar  namentlich  auch  gewisse 
Abschnitte,  welche  Amvcndungen  auf  Prohlenic  der  Flächentheorie  be- 
treflen  und  nur  für  solche  Leser  berechnet  sind,  die  schon  die  Haupt- 
lehren der  Flächentheorie  kennen.  Wenn  irgendwo,  so  ist  es  zum 
Studium  dieses  Buches  von  besonderem  Nutzen,  alles  Erlernte  sogleich 
an  Beispielen  praktisch  zu  üben,  und  daher  sind  zahlreiche  JJhungs- 
heispiele  eingeschaltet  worden.  Auch  hier  bleibt  es  natürlich  dem 
Ermessen  des  Lesers  überlassen,  zu  entscheiden,  wieviele  dieser  Bei- 
spiele er  durchzurechnen  für  nötig  erachtet. 

Durch  diese  Vorkehrungen  wurde  erreicht,  dass  die  Vorkemitnisse, 
die  das  Studium  des  Werkes  voraussetzt,  auf  ein  geringes  Maass  zu- 
rückgeführt werden  konnten.  Das  Buch  ist  für  Studierende  etwa  im 
vierten  Semester  berechnet,  welche  eine  gründliche  Vorlesung  über 
Differential-  und  Integralrechnung  gehört  haben  und  demnach  auch 
mit  dem  Begriff  des  Integrals  einer  Differentialgleichung  schon  ein 
wenig  bekannt  geworden  sind.  Für  das  leichtere  Verständnis  ist  es 
nützlich,  aber  keineswegs  notwendig,  dass  dem  Leser  die  Anwendung 
einfacher  geometrischer  Vorstellungen  in  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung einigermaassen  geläufig  sei. 

Dass  das  Werk  auch  Fachmännern  mancherlei  Interessantes  dar- 
bietet, liegt  schon  in  seiner  eigenartigen  Methode.  Hoffentlich  kann 
diesem  Bande  recht  bald  ein  zweiter,  die  eigentliche  Gruppentheorie 
betreffender,  übrigens  aber  wie  dieser  durchaus  selbstständiger  Band 
folgen.  Vereinigt  werden  diese  Werke  das  Eindringen  in  die  ab- 
stracte  Theorie  der  Transformationsgruppen  recht  erheblich  erleichtern. 
In  dieser  Hinsicht  leisten  schon,  wie  zu  hoffen  steht,  die  vorliegenden 
Vorlesungen  recht  viel. 

Schliesslich  noch  einige  Worte  über  meinen  eigenen  Anteil  an 
diesem  Werke:  Ende  Juli  1890  forderte  mich  Herr  Professor  Lie 
auf,  diese  Bearbeitung  zu  übernehmen.  Da  ich  seit  seiner  Berufung 
nach  Leipzig  (1886)  beständig  mit  den  Lie'schen  Theorien  beschäftigt 
gewesen  und  immer  in  persönlichem  Verkehr  mit  meinem  hochver- 
ehrten Lehrer  geblieben  bin,  war  es  mir  möglich,  auf  Grund  eines 
zum  Theil  recht  knappen  Entwurfes  von  Lie's  Hand  diese  Vor- 
'  lesungen  in  seinem  Sinne  auszuarbeiten.  Dabei  gereichten  vielfache 
mündliche  Besprechungen  mit  ihm  der  Bearbeitung  zum  Nutzen. 
Meine  Thätigkeit  bestand  naturgemäss  wesentlich  in  der  selbständigen 
Anordnung  und   ausführlichen  Darstellung  der  Entwickelungen   sowie 
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in  der  Auswahl  und  Berechnung  der  Übungsbeispiele,  mit  denen  zu 
sparen  ich  nicht  für  gut  hielt,  da  ich  aus  eigener  Erfahrung  weiss, 
wie  nützlich  gerade  in  diesen  Theorien  die  Beispiele,  und  seien  sie 
noch  so  trivial,  dem  Anfänger  sind.  Einige  wenige  Stellen,  an  denen 
ich  eine  neue  Bemerkung  oder  Entwickelung  in  die  Lie'schen  Theorien 
dieses  Buches  einzuschalten  für  gut  fand,  sind  besonders  gekennzeichnet 
worden. 

Ich  schliesse  das  Vorwort  mit  meinem  wärmsten  Danke  gegen 
meinen  hochverehrten  Lehrer  für  seine  Aufforderung,  diese  Vorlesungen 
zu  bearbeiten,  sowie  für  seine  mir  dabei  unermüdlich  gewährten  Rat- 
schläge. Möchten  diese  Vorlesungen  zur  Verbreitung  der  Lie'schen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  das  Ihre  beitragen. 

Leipzig,  im  Juni  189L 

Georg  Scheffers. 
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INFINITESIMALEN  TRANSFORMATIONEN. 


Abteilung  I. 

Die  Begriffe:     Infliiitesimale  Transformation  und  eingliedrige 
Grui)[^  in  der  Ebene. 

Die  älteren  Untersuchungen  über  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen, wie  man  sie  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern  findet,  bilden 
kein  systematisches  Ganzes.  Man  entwickelte  specielle  Integrations- 
theorien z.  B.  für  die  homogenen  Differentialgleichungen,  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  und  andere  specielle  integrable  Formen  von 
Differentialgleichungen,  Es  war  aber  den  Mathematikern  entgangen, 
dass  diese  speciellen  Theorien  sich  unter  eine  allgemeine  Methode 
unterordnen  lassen.  Das  Fundament  dieser  Methode  ist  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  und  der  damit  auf  das  engste  zu- 
sammenhängende Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe.  Die  gegenwärtige 
erste  Abteilung  ist  einer  eingehenden  Erläuterung  und  Untersuchung 
derselben  und  zwar  für  den  Fall  der  Ebene  oder  zweier  Veränderlicher 
gewidmet. 


Kapitel  1. 

Beispiele  von  Oruppen  von  Pnnkttransformationen. 

Bevor  wir  damit  beginnen,  die  Begriffe,  auf  welche  sich  unsere 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  stützen  soll,  zu  definieren,  er- 
scheint es  uns  zweckmässig,  dieselben  an  einigen  Beispielen  sehr  ein- 
facher Natur  zu  erläutern.  Wir  werden  dabei  sehr  ausführlich  zu 
Werke  gehen. 

§  1.     Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 

Ein  erstes  Beispiel  ist  dies:  Wir  betraichten  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  der  Ebene  und  denken  uns  auf  dieselben  eine  Verschiebung 
um    eine    gewisse    Strecke    nach    einer    gewissen    Richtung    hin,    eine 

Lie,  Differentialgleichungen.  1 


2  "      "   "  ,-^  Kapitel  1,  §  1. 

Ti-a£aialion.  sogenannte  Translation,  ausgeübt.  Dadurch  wird  jeder  Punkt  der  Ebene 
in  einen  anderen  übergeführt.  Legen  wir,  um  das  analytisch  darzu- 
stellen, die  aj-Axe  des  Cartesischen  Coordinatensystems  in  die  Richtung 
der  Verschiebung  und  ist  a  die  Strecke,  um  welche  alle  Punkte  der 
Ebene  verschoben  werden  sollen,  so  geht  der  Punkt  (x,  y)  in  den  Punkt 

x^  =  x-\-  a,    iji  =  y 
über.     Der  Strecke  a  können  wir  natürlich  alle  möglichen   constanten 
Werte   von   —  oo   bis   +  oo  beilegen,  und   dadurch   erhalten   wir  oo^ 
verschiedene*)    Translationsbewegungen,    welche    alle    nach    derselben 
oder  nach  der  gerade  entgegengesetzten  Richtung  hin  stattfinden. 

Führen    wir    nun    zwei    derselben    nach   einander  aus:    Die  erste 
Translation  um  die  Strecke  a  führt  den  Punkt  {x,  y)  über  in  den  Punkt 

x^=^x-\-a,     y^  =  y, 
die  darauf  folgende  zweite   Translation   um   die  Strecke  %   führt  den 
neuen  Punkt  (a?^,  y^  weiter  bis  zur  Stelle 

x.^  =  x^  -\-  a^,  y^i  =  yii 
die  mit  den  beiden  vorigen  auf  einer  Parallelen  zur  a;-Axe  liegt.  Der 
Übergang  aus  der  Anfangslage  {x,  y)  in  die  Endlage  (x^,  y^)  hätte 
offenbar  auch  durch  eine  einsige  Translation  um  die  Strecke  a  -\-  a^ 
geleistet  werden  können  und  zwar  gleichzeitig  für  alle  PunMe  der 
Ebene.  Auch  analytisch  geht  dies  hervor,  da  aus  unseren  Gleichungen 
durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^,  y^  folgt: 

x.,  =  x-\r  a-{-  a^,     y.^  =  y. 
Dieses  ganz  einfache  Ergebnis  können  wir  so  aussprechen: 

Die  Beihenfolge  zweier  Translationen  aus  der  Schar  der  Translationen 
Xi  =  x-\-  a,    yy  =  y 

ist  (hinsichtlich  ihres  Endergebnisses)  äquivalent  mit  einer  einzigen  Trans- 
lation aus  derselben  Schar. 
Eingliedrige  Aus  dicscm  Grundc  nennen  wir  jene  Schar  insbesondere  eine 
Trans-  Gruppc  von  Translationcn.  Sie  enthält  einen  (willkürlichen)  Parameter  a 
und  daher  oo^  verschiedene  Translationen.  Sie  wird  deshalb  auch  eine 
eingliedrige  Gruppe  genannt. 


*)  Eine  solche  Ausdrucksweise  benutzen  wir  Läufig:  Wenn  ein  Gebilde  von 
n  Parametern  (willkürlichen  Constanten)  abhängt,  von  denen  keiner  überzählig  ist, 
so  nimmt  das  Gebilde  oc  verschiedene  Lagen  an,  wenn  die  Parameter  variieren. 
So  giebt  es  z,  B.  auf  der  Geraden  oo\  in  der  Ebene  oo',  im  Räume  oo'  Punkte, 
denn  ,die  Lage  des  Punktes  hängt  von  bez.  1,  2,  3  Parametern  (Coordinaten)  ab. 
Ferner  giebt  es  in  der  Ebene  oo^  Kreise,  da  zur  Bestimmung  des  Kreises  drei 
Grössen  (z.  B.  die  beiden  Mittolpunktscoordinaten  und  der  Radius)  genügen,  u.  s.  w. 


Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 


Bisher  haben  wir  angenommeD,  die  Translationen  sollten  sämtlich 
in  derselben  Richtung  stattfinden.  Jetzt  wollen  wir  überhaupt  alle 
Translationen  in  der  Ebene  ins  Auge  fassen.  Wir  unterwerfen  also 
alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  einer  Verschiebung  um  ein  und 
dieselbe  Strecke  nach  ein  und  derselben  Richtung  hin.  Indem  wir 
nicht  nur  der  Grösse,  sondern  auch  der  Richtung  der  Verschiebung 
alle  möglichen  bestimmten  Werte  beilegen,  ergiebt  sich  so  eine  Schar 
von  Translationen,  welche  die  oben  betrachtete  umfasst.  Eine  be- 
liebige dieser  Translationen  führt  den  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  über 
in  den  Punkt 

wo  a  und  h  zwei  beliebige,  aber  für  alle  Punkte  (x,  y)  der  Ebene 
gleichbleibende  Werte  haben.  Auch  hier  lassen  wir  einer  ersten  Trans- 
lation, welche  die  Punkte  {x,  y)  nach  den  Stellen  (x^,  y^  führt,  eine  zweite 
folgen ,  welche  die  neuen  Punkte 
(^1?  2/1)  nach  den  Stellen  {x^,  2/2) 
geleitet,  und  es  ist  augenscheinlich, 
dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Translation  alle  Punkte  {x,  y)  in 
die  Punkte  (x^,  y^)  hätten  über- 
führen können.  Die  Länge  und 
Richtung  dieser,  die  beiden  vorigen 
ersetzenden  Translation  ergiebt  sich 
einfach  durch  Construction  der  drit- 
ten Seite  der  von  den  beiden  vorigen 
Translationen  gebildeten  Dreiecke  der 
Punkte  {x,y),  {x^.y^),  (^2,^2)  oder 
—  mit  Benutzung  einer  kinematischen  Ausdrucksweise  —  als  geo- 
metrische Summe  der  beiden  ersteren.  (Fig.  1.)  Auch  analytisch  erhellt 
dies  ohne  weiteres,  da  aus  den  Gleichungenpaaren 

x^--=x-\-  a,       y^  =  y  -\-h; 

welche    zwei    successive    Translationen    darstellen,    durch    Elimination 
von  x^y  y^  folgt: 

^2  =  ^  +  «  +  «l,       ?/2=2/  +  ^  +  ^l, 

und  dieyr  Gleichungen  wieder  eine  Translation  darstellen,  in  Worten: 
Die  lleihenfolge  ziveier  beliebiger  Translatiotien  aus  der  Schar  aller 
Translationen  der  Ebene: 


Mg.  1. 
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Xi^  =  X  -\-  a,     ijy  :^  y  -\-  }) 
ist  äquivalent  mit  einer  einzigen  Translation  derselben  Schar. 
Zwei-  Deshalb   nennen    wir    auch   diese   Schar  eine   Gruppe  von   Trans- 

gliedrige 

Grxxvv^  yonlationen.     Sie  enthält  zwei  willkürliche  Constanten  (Parameter)  a  uud 

Trang-  ^  ' 

lationen.  h  und  daher  oo^  verschiedene  Translationen.    Aus  diesem  Grunde  wird 
sie  als  eine  ziveigliedrige  Gruppe  bezeichnet. 

Kehren  wir  nun  zu  den  zuerst  betrachteten  Translationen  parallel 
der  X'kxQ 

(!)  x^=x-\-a,     ij^  =  y 

zurück.  Unter  diesen  oo^  Translationen  ist  eine  besonders  bemerkens- 
wert, nämlich  die,  für  welche  a  =  0  ist,  d.  h.  bei  der  um  die  Strecke 
Null  verschoben  wird.  Hierbei  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe,  und  man 
könnte  eigentlich  nicht  mehr  von  einer  Translation  sprechen.  Will 
identisciie  ^jj^^  jjgg   q^qj.  ^Qch   thuu ,   SO  wird  man  sie  die  identische  Translation 

Translation.  ' 

nennen,  d.  h.  die,  welche  jeden  Punkt  in  sich  selbst  überführt.  Alle 
übrigen  Translationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (1)  stellen  wirkliche 
Bewegungen  dar.  Zu  beachten  ist,  dass  sich  zu  jeder  Translation 
dieser  Gruppe  eine  andere  Translation  derselben  angeben  lässt,  welche, 
nach  jener  ausgeführt,  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt.  Es 
ist  nämlich  die  Reihenfolge  der  Translationen  um  die  Strecken  a  uud 
—  a  einer  Translation  um  die  Strecke  a  —  a  =  0,  also  der  identischen 
Translation  äquivalent.     Man   nennt  deshalb  zwei  Verschiebungen  um 

T^aM^-"    entgegengesetzt  gleiche  Strecken  zu  einander  invers. 

lationen.  j)gj,  Übergang  von  einer  endlichen  Translation,  einer  solchen  also, 

welche  die  Punkte  um  eine  endliche  Strecke  a  verschiebt,  zur  iden- 
tischen wird  dadurch  gewonnen,  dass  man  den  Parameter  a  gegen  Null 
abnehmen  lässt.     Setzt  man  ihn   gleich   einer   unendlich  kleinen  Con- 

infini.     stauten  dt,    so  ergiebt  sich  eine  infinitesimale  Translation,  d.  h.  eine 

teslraale 

Translation,  solche,    welchc    allcu   Punkten    der  Ebene    nur    eine  unendlich   kleine 
Bewegung  erteilt: 

^1  =  ^  +  ^i,    Vi  =  y- 
Bei  derselben  erfahren  also  die  Coordinaten  x,  y  nur  unendlich  kleine 
Zuwüchse 

dx  =  8t,     dy==0, 

d.  h.  sie  ordnet  allen  Punkten  {x,  y)  gleichlange  unendlich  kleine 
Fortschreitungsstrecken  d^  in  derselben  Richtung  zu.  Führt  man  diese 
Translation  mehrere  Male,  etwa  w-mal,  nach  einander  aus,  so  geht 
(x,  y)  über  in  den  Punkt 

Xi=x-}-ndt,    yi  =  y. 


Bahn- 
curven. 
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Denkt  man  sich  die  infinitesimale  Transformation  uneudlicli  oft  nach- 
einander ausgeführt,  lässt  man  also  n  unendlich  gross  werden,  so  wird 
ndt  eine  endliche  Strecke  a  und  es  ergiebt  sich  wieder  eine    endliche 

Translation 

x^=  X  ■\-  a,    y^  =  y. 

Wenn  man  auf  einen  bestimmten  Punkt  (xq,  y^  alle  Translationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe 

x^  =  x-\r  a,    yi=  y 
ausführt,  so  erhält  er  c»^   verschiedene  Lagen: 

x  =  Xq  +  a,    y  =  yo,- 

deren  Gesamtheit  die  Parallele  zur  x-Axe  y  =  yQ  erfüllt.  Diese  Gerade, 
den  Ort  aller  Punkte,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt»  durch  Aus- 
führung aller  Translationen  unserer  Gruppe  übergeht,  nennen  wir  die 
Balmcurve  dieses  Punktes.  Da  alle  Punkte  (Xq,  y^)  auf  dieser  Geraden 
offenbar  diese  auch  zur  Bahncurve  haben,  so  nennen  wir  sie  Bahn- 
curve  schlechtweg  oder  auch  Bahncurve  der  eingliedrigen  Gruppe.  Im 
ganzen  giebt  es  oo^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen  Parallelen  zur 
x-Axe.  Auch  die  infinitesimale  Translation  führt  den  Punkt  (Xq^  y^) 
auf  seiner  Bahncurve,  wenn  auch  nur  unendlich  wenig,  weiter  und 
deshalb  muss  die  Richtung  der  Bahncurve  im  Punkte  {Xq,  y^)  mit  der 
Richtung  übereinstimmen,  welche  die  infinitesimale  Translation  diesem 
Punkte  zuordnet,  was  auch  geometrisch  ohne  weiteres  einleuchtet. 

Betrachten  wir  eine  der  Bahncurven  als  Ganzes,  so  finden  wir, 
dass  sie  bei  Ausführung  einer  beliebigen  Translation 

•^1  =  *■  +  «;       2/1  =  !/ 

nur  in  sich  um  die  Strecke  a  verschoben  wird,  als  Ganzes  aufgefasst 

also  in  Ruhe  bleibt:    Sie  ist  invariant  bei  allen  Translationen  unserer  ^"curv*"*^ 

eingliedrigen  Gruppe.     Es  ist  sofort  klar,   dass  ausser  der  Bahncurve 

im  Endlichen  keine  Curve   existiert,   welche   bei  der  Gruppe  ebenfalls 

invariant  bliebe,  d.  h.  deren  Punkte  bei  allen  Translationen  der  Gruppe 

wieder  in  Punkte  derselben  übergingen. 

Wohl  aber  müssen  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  als  invariant  auf- 
fassen, denn  jeder  unendlich  ferne  Punkt  bleibt  für  sich  bei  allen  Trans- 
lationen der  Gruppe  in  Buhe,  wenn  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  pro- 
jectiven  Geometrie  stellt,  wonach  ein  unendlich  ferner  Punkt  durch  die 
Richtung  einer  Schar  von  Parallelgeradeu  charakterisiert  wird. 

Stellen  wir  uns  das  analytische  Problem,  alle  Functionen  Sl(x,y) 
zu  finden,  welche  bei  jeder  Translation 


6  Kapitel  1,  §§  1,  2. 

Xi  =  x  +  a,     iji==y 
unserer  Gruppe  invariant  bleiben,  für  welche  also  identisch 

^(.^1,  Vi)  =  ^{^  +  a,y)  =  Si{x,  y) 
ist,  was  für  einen  Wert  auch  a  haben  mag,  so  brauchen  wir,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  a  unendlich  klein  zu  wählen,  also  nur  die  infini- 
tesimale Translation  Xj^  =  x-\-dt,  yi  =  y  auszuführen,  um  die  gesuchte 
Function  zu  bestimmen.  Denn  es  kommt  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
durch  Ent Wickelung  nach  a: 

^(^,  2/) + 1  ^^ + 1^  "^^if^ + •  •  • = ^(-,  j/), 

oder,  wenn  wir  beiderseits  Si(x,y)  streichen,  und  von  Gliedern  zweiter 
Ordnung  in  a  absehen: 

dx 

fl  ist  also  eine  Function  von  y  allein.  Umgekehrt  erfüllt,  wie  man 
sieht,  jede  beliebige  Function  £1  von  y  allein  die  obige  Forderung  bei 
i^iTncUo'i!^  beliebigem  endlichen  a.  Jede  Function  Sl  (y)  ist  demnach  eine  In- 
variante unserer  Gruppe.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  anstelle 
von  X,  y  die  durch  eine  beliebige  Translation  der  Gruppe  bestimmten 
neuen  Veränderlichen  x^,  y^  einsetzt.  Wenn  man  eine  beliebige  bei 
der  Gruppe  invariante  Function  einer  Constanten  gleich  setzt:  iß(«/) 
=  Const.,  so  stellt  sie  eine  oder  mehrere  Bahncurven  y  =  Const.  der 
eingliedrigen  Gruppe  dar.  Dies  ist  eine  bemerkenswerte  Thatsache, 
deren  inneren  Grund  wir  später  erkennen  werden. 

§  2.     Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  einen  festen 
Punkt  in  der  Ebene. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  neuen  Begriffen  bei  Betrachtung  der 
Translationen  kennen  gelernt.  Diese  werden  wir  später  in  grösserer 
Allgemeinheit  definieren  und  erläutern.  Jetzt  wollen  wir  ein  zweites 
Beispiel  vorführen,  in  welchem  alle  jene  Begriffe,  wenn  auch  in  an- 
derer Gestalt,  wiederkehren. 

Wir  unterwerfen  alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  ein  und  der- 
Rotation.  Selben  Botation  um  einen  festen  Punkt,  den  wir  zum  Coordinatenanfang 
0  wählen  und  mit  dem  Drehwinkel  a,  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  positiven  a;-Axe  zur  positiven  y-Axe.  Dadurch  geht  jeder 
Punkt  (x,  y)  in  einen  neuen  {x^^  y^)  über.  Dem  für  alle  Punkte  der 
Ebene  gleichen  Drehwinkel  a  können  wir  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen.    Daher  giebt  es  oo^  Rotationen  um  den  festen  Punkt  0.     Um 
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die  Gleichungen  einer  derselben  aufzustellen,  d.  h.  x^,  y^  durch  x,  y 
und  a  auszudrücken,  bemerken  wir,  dass  sich  a  als  Differenz  der 
Winkel  darstellt,    welche  die  Radienvectoren  der  Punkte  {x,  y)  und 

{x^,  ^i)   mit    der  ic-Axe   bilden   und   deren   Tangenten  4  und  —  sind 

(Fig.  2).     Demnach  ist 


cos  a 


=  tg  a  = 


X, 


l+l^-l- 


woraus  durch  Auflösung: 

Vi 


X  cos  a  —  y  sin  cc 
X  sin  a  -\-  y  cos  a 


Fig.  2. 


x^  und  y^  unterscheiden  sich  also  von  den  rechts  stehenden  Ausdrücken 
nur  um  denselben  Factor.  Dieser  kann,  da  x^^  -f-  y^^  als  Quadrat  des 
Radiusvectors  gleich  x^  -\-  y^  sein  muss, 
nur  +  1  sein;  offenbar  ist  -f-  1  zu 
wählen  (denn  für  «  =  0  müsste  x^  =  x, 
yi  =  y  sein).     Folglich  sind 

x^=  X  cos  a  —  «/sin  a, 
y^  =  X  Bva.  a  -\-  y  cos  a 
die  Gleichungen  unserer  Rotation. 

Führen  wir  nun  nach  einander  zwei 
Rotationen  um  den  Punkt  0  aus:  Die 
erste  mit  dem  Drehwinkel  a  führt  alle 
Punkte  {x,  y)  in  die  neuen  Lagen  {x^,  y^),  die  zweite  mit  dem  Dreh- 
winkel «1  führt  diese  Punkte  {x^,  y^)  noch  wei4er  in  die  Lagen  (x^,  y<^ 
über.  Es  ist  geometrisch  evident,  dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Rotation,  nämlich  durch  die  mit  dem  Drehwinkel  a  -\-  a^,  alle  Punkte 
der  Ebene  aus  den  Anfangslagen  ix,y)  in  die  Endlagen  (x^jy^)  hätten 
überführen  können.  Auch  analytisch  ergiebt  sich  dies:  die  erste  Ro- 
tation wird  durch  die  Gleichungen: 

x^  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     yi  =  X  sin  cc  -\-  y  cos  «, 

die  zweite  durch  die  Gleichungen: 

x^  ==  Xi  cos  «1  —  y^  sin  a^,     y^  ==  x^  sin  «^  -|-  y^  cos  «j 

dargestellt.    Eliminiert  man  vermöge  der  beiden  ersten  x^,  y^  aus  den 
beiden  letzten,  so  kommt 

x^  =  {x  cos  a  —  y  sin  a)  cos  a^  —  (x  sin  cc  -\-  y  cos  a)  sin  a^ 

=  X  (cos  a  cos  «1  —  sin  a  sin  a^)  —  y  (sin  a  cos  cc^  -j-  cos  a  sin  a^), 
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2/2  =  (^  cos  a  —  y  sin  a)  sin  «j  -f-  (^  sin  «  -|~  ^  cos  a)  cos  «j 

==  X  (cos  «  sin  «1  -\-  sin  a  cos  kJ  +  y  (cos  a  cos  a^  —  sin  «  sin  «j), 

also 

a^g  =  a;  cos  (a  -f-  «1)  —  y  sin  (a  -\-  aj, 

?/2  =  ic  sin  (ci  +  «1)  +  2/  cos  (a  -|-  a.^, 

und  diese  Gleichungen  stellen  eben  die  Rotation  mit  dem  Drehwinkel 
«  -{-  «1  dar.     In  Worten: 

Die  Beihenfolge  zweier  Botationen  um  einen  festen  Punlct  ist  äqui- 
valent einer  einzigen  Rotation  um  diesen  Punkt. 
Eingliedrige         Daher  saffeu   wir,   dass   die  Schar  jener  Rotationen  eine  Gruppe 

Gruppe  von      .  . 

Botationen.  bildet  Und  zwar,  da  sie  einen  Parameter  a,  also   00^  verschiedene  Ro- 
tationen enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Unter  allen  00^  Rotationen  dieser  Gruppe  ist  eine  besonders  aus- 
Koution*'  gezeichnet,  nämlich  die  identische,  welche  alle  Punkte  in  Ruhe  lässt. 
Ihr  Drehwinkel  ist  Null.  Ferner  lässt  sich  zu  jeder  Rotation  der 
Gruppe  eine  zweite  aus  der  Gruppe  angeben,  die  nach  jener  ausgeführt 
die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt.  Ist  nämlich  a  der  Drehwiukel 
einer  Rotation,  und  führt  man  nach  ihr  die  Rotation  mit  dem  Dreh- 
wiukel —  a  aus,  so  ist  diese  Reihenfolge  einer  einzigen  Rotation  mit 
dem  Winkel  a  —  a  =  0,  d.  i.  der  identischen  Rotation  äquivalent. 
Rot"ationen.  Die  Rotatloucu  («)  uud  ( —  o)  hcisscn  daher  zu  einander  invers. 

Wollen   wir  zu  einer   infinitesimalen  liotation  gelangen,    so  haben 

wir  den  Drehwinkel  unendlich 
klein,  a  =  dt,  zu  wählen.  Da 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  sin  dt  =  dt, 
cos  dt  ==  1  ist,  so  lautet  diese 
infinitesimale  Rotation : 


Infini- 
tesimale 
Rotation. 


x^=x  —  ydt,  y^  =  y  -\-  xdt, 

d.  h.  x  und  y  erhalten  bei  ihr  die 
unendlich   kleinen  Incremente 

^«■^-  dx  =  —  ydt,     dy  =  xdt. 

Jedem  Punkte  {x,  y)  wird  hiernach  eine  unendlich  kleine  Fortschrei- 
tungsstrecke  ^dx^  -\-  dy^  =  Yx^  +  if-^i,  also  proportional  seinem 
Radiusvector,   in  einer  gewissen   Richtung   zugeordnet,  deren   Winkel 

mit  der  x-kxQ  die  Tangente  ^  =  —  ^  hat.  Diese  Richtung  steht 
auf  dem  Radiusvector  senkrecht  (Fig.  3). 
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Auf  einen  beliebigen  Punkt  (Xq,  y^)  mögen  nun  alle  Rotationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe  ausgeführt  werden.  Der  geometrische 
Ort  der  Lagen,  in  die  er  gelangt,  ist  offenbar  ein  Kreis  um  0,  was 
auch  auf  analytischem  Wege  hervorgeht,  da  diese  Lagen  (x,  y)  durch 
die  Gleichungen 

X  =  Xq  cos  a  —  y^  sin  a,     y  =  Xq  sin  a  -\-  y^  cos  a 
gegeben  werden  und  hiernach  für  alle  a 

x"  -\-y^  =  ^o'  +  Vq  (==  Const.) 
ist.  Demnach  nennen  wir  diesen  Kreis  die  Bahncurve  des  Punktes  B&hncmve. 
(^Xq,  y^).  Es  ist  einleuchtend,  dass  wir  für  jeden  anderen  Punkt  dieses 
Kreises  genau  dieselbe  Bahncurve  gefunden  hätten.  Im  ganzen  giebt 
es  also  cx)^  solche  Curven,  bestehend  aus  allen  Kreisen  um  den  Mittel- 
punkt 0.  Wir  nennen  sie  die  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe. 
Weil  unter  den  Rotationen  der  Gruppe  auch  die  infinitesimale  "ent- 
halten ist  und  diese  den  Punkten  (x^,  y^  unendlich  kleine  Bewegungen 
erteilt,  so  ist  begrifflich  klar,  dass  die  Richtung  der  Bahncurve,  welche 
durch  den  Punkt  {Xq,  y^  geht,  in  diesem  mit  der  Richtung  zusammen- 
fällt, welche  die  infinitesimale  Rotation  dem  Punkte  zuordnet.  Letztere 
Richtung  steht,  wie  bemerkt,  auf  dem  Radiusvector  senkrecht;  die 
Bahncurve  könnte  somit  auch  durch  einen  Punkt  erzeugt  werden,  der 
sich  beständig  senkrecht  zu  seinem  Radiusvector  bewegt.  Dies  ist  hier 
auch  geometrisch  klar. 

Die  Bahncurve  als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  bei  jeder  Rotation 
der  eingliedrigen  Gruppe  in  Ruhe,  da  jeder  ihrer  Punkte  bei  einer 
beliebigen  Rotation  der  Gruppe  wieder  in  einen  Punkt  auf  ihr  über- 
geht, der  Kreis  sich  also  nur  in  sich  verschiebt.  Es  erhellt  dies  eben- 
sowohl aus  dem  Begriff  der  Bahncurve  wie  aus  der  geometrischen  An- 
schauung. Jede  der  oo^  Bahncurven  ist  also  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  invariant.  Umgekehrt  muss  eine  jede  Curve,  die  bei  der  Gruppe  invarianto 
invariant  bleibt,  natürlich  alle  Punkte  enthalten,  in  welche  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Curve  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  übergeht, 
d.  h.  eine  Bahncurve  sein.  Nur  ein  Ausnahmefall  ist  besonders  zu 
untersuchen.  Es  wäre  ja  möglich,  dass  eine  invariante  Curve  aus 
lauter  Punkten  bestände,  die  sich  bei  den  Rotationen  der  Gruppe 
überhaupt  nicht  bewegen,  sondern  einzeln  in  Ruhe  bleiben.  Aber  man 
sieht  ohne  weiteres,  dass  bei  unseren  Rotationen  im  Endlichen  nur 
ein  Punkt,  nämlich  0,  in  Ruhe  bleibt,  also  keine  derartige  Curve 
existiert. 

Lässt  man  auch  imaginäre  Punkte  zu,  so  bleiben  auch  die  beiden 
Geraden  x  -\-  iy  =  0  und  x  —  iy  =  0  invariant  bei  allen  Rotationen  der 
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Gruppe.  Sie  sind  nämlich  die  Geraden,  in  welche  der  imaginäre  Kreis 
x^  ■\-  if  =  0,  der  ja  zu  den  Bahncurven  x^  -\-  tß  =  Const.  gehört,  zerfällt. 
Auf  diesen  Geraden  bleiben  ausser  ihrem  Schnittpunkt  0  noch  die  unendlich 
fernen  Punkte,  die  sogenannten  imaginären  Kreispunkte,  in  Ruhe.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  ist  als  unendlich  grosser  Kreis  um  0,  also  auch 
als  Bahncurve  aufzufassen. 

Wie  bei  dem  früheren  Beispiel  suchen  wir  auch  hier  alle  Func- 
tionen Sl(x,y)j  die  bei  den  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe  un- 
geändert  bleiben,  d.  h.  für  die  identisch 

Si(Xi,  «/i)  ^  Sl(x  cos  a  —  y  sin  a,  x  sin  a  -\-  y  cos  a)  =  Sl(x,  y) 

ist  für  alle  Werte  von  a.  Auch  hier  brauchen  wir  die  Forderung  nur 
für  unendlich  kleines  a,  für  die  infinitesimale  Rotation  zu  erfüllen, 
wie  wir  sehen  werden.  Für  diese  sind  in  der  Reihenentwickelung  der 
linken  Seite  nach  a  alle  höheren  Potenzen  von  a  zu  vernachlässigen. 
Es  bleibt  also  nur  das  absolute  Glied  und  das  Glied  mit  a^  oder,  da 
a  =  dt  gesetzt  wird,  mit  dt  übrig.     Die  Gleichung 

Sl(x  —  ydt,  y  -\-  xdt)  =  ü{x,  y) 
nimmt  also  die  Form  an: 

.     ß(., ,)  -  ?^  yöt  +  ^f^  .9t  =  a[x,  y) 

oder 

dSl{x,  y)  8Sl(x,  y)  _  ^ 

•^       cx  cy 

Hiernach  muss,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
entnehmen,  ü  eine  Function  von  x^  -\-  y^  allein  sein: 

Nun  zeigt  sich,  dass  diese  Function  o  von  x^  -j-  \f  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden  darf;  denn  es  ist  ja 

<'  +  vi'  =  a;^  +  y^ 
und  daher  immer: 

für  ^ede  Rotation  a.     Jede   beliebige  Function  von  x^  -f-  y'^  allein  ist 

also   invariant   bei   allen  Rotationen   der  eingliedrigen   Gruppe.     Setzt 

Invariante  man  eine  solche  Invariante  gleich  einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine 

Function.        i  •  .  o  o 

oder  eme  Anzahl  von  Bahncurven  x^  ■\-  y  ==  Const.  dar. 

Ehe  wir  dies  Beispiel  verlassen,  noch  eine  Bemerkung:  Man 
kann  die  Rotation 

x^=  X  cos  a  —  7/  sin  a,     ^i  =  aj  sin  cc  -\-  y  cos  a 
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noch  auf  sehr  einfache  Weise  durch  Benutzung  der  Polarcoordinaten 
r,  (p  und  r^,  (fj^  der  Punkte  (x,y)  und  (^1,^1)  ausdrücken.  Offenbar 
ist  bei  der  Rotation  der  Radiusvector  constant,  also  r^  ==  r,  während 
die  Amplitude  (p  um  a  wächst.     Demnach  sind 

die  Gleichungen  der  Rotation  in  Polarcoordinaten.  Wird  nach  dieser 
Rotation  eine  zweite  mit  dem  Drehwinkel  %  ausgeführt,  so  geht  der 
neue  Punkt  (r^,  90^)  über  in  einen  Punkt  mit  den  Polarcoordinaten 

fp2  =  ^i  +  ^iJ     ^2  ==  ^ly 
sodass  durch  Elimination  von  r^  und  qp^  hervorgeht: 

g)^  =  qp  -f  a  +  cq,  ^2  =  r. 
Bei  dieser  analytischen  Darstellung  tritt  die  Thatsache,  dass  die 
Reihenfolge  zweier  Rotationen  um  0  einer  einzigen  äquivalent  ist, 
viel  unmittelbarer  vor  Augen,  als  früher  bei  Benutzung  rechtwinkliger 
Coordinaten.  Auch  haben  wir  schon  die  drei  letzten  Gleichungen- 
paare, nur  mit  anderen  Buchstaben,  früher  kennen  gelernt.  Genau 
so,  wie  hier  cp  und  r  bei  der  Rotation  mit  dem  Drehwinkel  a  trans- 
formiert werden,  wurden  früher  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y 
bei  einer  Translation  längs  der  ^-Axe  um  die  Strecke  a  transformiert, 
wie  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungenpaare  deutlich  zeigt: 

gpi  =  9  +  «;     ^1  =  '^; 

x^=x  -{-  a,     yx  =  y. 
(Vgl.  §  1.)     Die  Möglichkeit  der  Einführung  neuer  Coordinaten,  durch 
welche  unsere  eingliedrige  Gruppe   von  Rotationen  die  Form  der  ein- 
gliedrigen  Gruppe    aller   Translationen    nach    derselben  Richtung    hin 
annimmt,    wird    später    in    viel    allgemeinerer  Weise    in  Augenschein  ^^^^"^^^^.^ 
treten.     Die    neuen    Coordinaten    r,  g),    welche    diese    Zurückführung  ^^^\^g^"^,"'^ 
ermöglichen,  nennen  wir  canonische  Veränderliche  und  die  Form  TingUedr' 

,  Gruppe  der 

g)|  =  9?  -f-  a,       r^  =  r  Kotationeu. 

die  canonische  Form  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen, 

§  3,     Eingliedrige  Gruppe  von  affinen  Transformationen. 

Ein  -drittes  Beispiel,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen,  bietet  in  zwei 
Punkten  wesentliche  Verschiedenheiten  von  den  früheren.  Einmal  soll 
die  jetzige  Lagenänderung  aller  Punkte  der  Ebene  nicht  eine  derartige 
sein,  bei  welcher  die  ganze  Ebene  als  starr,  aber  beweglich  aufgefasst 
werden  kann  —  wie  dies  bei  den  Translationen  und  Rotationen  der 
Fall  war  — ,  andererseits  werden  wir  eine  neue  Art  invarianter  Curven 
erhalten. 
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Betrachten  wir  also  die  Gleichungen 

x^  =  mx,     y^  =  y. 

Dieselben  transformieren  alle  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(^i;2/i);  indem  alle  Abscissen  in  proportionaler  Weise  verkleinert  oder 
vergrössert  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  etwa  die  Zusammen- 
drückung oder  Auseinanderziehung  einer  homogenen  elastischen  Platte 
nach  einer  Richtung,  der  x-Axe  hin  dar.  Mit  MÖbius  nennen  wir  sie 
^fo^rmaüon*^^^®  ^fß^^  Transformation.  Da  der  Parameter  m  zwar  constant,  aber 
beliebig  ist,  so  liegen  cx>*  affine  Transformationen  vor.  Führen  wir 
zwei  derselben  nacheinander  aus,  verkleinern  (resp.  vergrössern)  wir 
also  die  Abscissen  aller  Punkte  zuerst  im  Massstab  w,  hierauf  weiterhin 
im  Massstab  m^,  so  ist  das  Ergebnis  offenbar  dasselbe,  als  ob  wir 
alle  Abscissen  sofort  im  Massstab  m  •  m-^  verkleinert  (resp.  vergrössert) 
hätten.  Dies  ist  auch  analytisch  einleuchtend,  indem  aus  den  Glei- 
chungen der  beiden  successiven  affinen  Transformationen 

x^  =  mx,       2/2  =  2/; 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  folgt: 

^2  =  mm^x,    y2  =  y, 

d.  h.    die    affine    Transformation    mit    dem    Parameterwert   mm^.     In 
Worten: 

Die  Beihenfolge  zweier  affiner  Transformationen  aus  der  Schar: 
x^  =  mx,    y^=y 
Eiugiiedrigeis^  einer  einzigen  affinen  Transformation  derselben  Schar  äquivalent. 

Gruppe  von  . 

affinen  Dcshalb  sagcn  wir,  dass  auch  diese  affinen  Transformationen  eine 

Transfer-  -i  i  i  •     i 

mationen.  Gruppc  bilden  und  zwar  wieder,   da  sie  eilten  Parameter  m,  also  oo^ 
verschiedene  Transformationen  enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Identische,  Sctzt   man   den   Parameter  m  =  1,   so   ergiebt  sich   die  identische 


inverse. 


iufinitesi-  Transformation.     Zwei  affine  Transformationen  mit  den  Parametern  m 

male  Trans- 
formation, jl-j  -j-  •!  •  1-1  r..  11 

und  —  Sind   zu   einander   invers,  indem   sie  nach   einander  ausgeführt 

sich  aufheben,  also  ihre  Reihenfolge  der  identischen  Transformation 
äquivalent  ist.  Infinitesimal  wird  die  affine  Transformation,  wenn  der 
Tarameter  m  unendlich  wenig  von  dem  Wert  abweicht,  den  er  bei  der 
identisclmi  Transformation  hat,  d.  h.  wenn  m  =  1  -]-  dt  ist,  wo  8t 
wieder  eine  unendlich  kleine  Constaute  bedeutet.  Die  Gleichungen  der 
infinitesimalen  affinen  Transformation  sind  daher 

x^^  x-\-  xdt,    yi^y, 
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und  X  und  y  erfahren  die  Incremente 

8x  =  x8t,     dy  =  0. 
Die  Fortsclireitungsstrecken  x8t,  welche  die  infinitesimale  affine  Trans- 
formation den  Punkten  zuordnet,  sind  somit  sämtlich  der  ic-Axe  parallel 
und  den  Abscissen  proportional. 

Führen  wir  auf  einen   Punkt   (x^,  y^)   alle   Transformationen   der 
eingliedrigen  Gruppe   aus,   so   ergiebt  sich   als   sein  Ort,   seine  5a/m- ^ahncurve. 
curve,  natürlich  eine   Parallele  y  =  «/„  zur  x-Axe,   was  auch  aus  den 
Gleichungen 

X  =  mxQ,    y  =  yo 

gefolgert  werden  kann.  Für  alle  Punkte  auf  dieser  Geraden  ergiebt 
sich  dieselbe  Bahncurve.  Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen besitzt  folglich  oo^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen 
Parallelen  zur  x-Axe.  Die  Bahncurven  können  wie  in  den  früheren 
Beispielen  völlig  dadurch  definiert  werden,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte 
ihre  Richtung  zusammenfällt  mit  der  Fortschreitungsrichtung,  welche 
die  infinitesimale  affine  Transformation  dem  betreffenden  Punkte  zu- 
ordnet. Man  beschreibt  eine  Bahncurve,  wenn  man  continuierlich  der 
von  der  infinitesimalen  Transformation  gegebenen  Richtung  nachgeht. 
Als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  jede  Bahncurve  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  invariant,  da  ihre  Punkte  sich  zwar  bewegen,  invariante 
aber  doch  immer  auf  ihr  bleiben.  Äher  ausser  den  Bahncurven  giebt 
es  noch  mindestens  eine  im  Endlichen  gelegene  Curve,  die  hei  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe  invariant  hleibt,  nämlich  die  y-Axe  x  =  0.  In 
der  That:  Ist  x  =  0,  so  ist  auch  x^  =  mx  =  0.  Diese  Curve  hat  die 
Eigentümlichkeit,  dass  sie  nicht  nur  als  Ganzes  aufgefasst  in  Ruhe 
bleibt,  sondern  überhaupt  jeder  ihrer  Punkte  hei  allen  Transformationen 
der  Gruppe  unbeweglich  ist.  Will  man  alle  im  Endlichen  gelegenen 
invarianten  Curven  finden,  so  leuchtet  wie  früher  ein,  dass,  sobald  ein 
Punkt  einer  solchen  Curve  sich  bei  einer  Transformation  der  Gruppe 
bewegt,  er  eine  Bahncurve  parallel  der  ic-Axe  beschreibt,  die  gesuchte 
Curve  daher  diese  Bahncurve  sein  muss.  Wenn  also  eine  invariante 
Curve  keine  Bahncurve  ist,  so  geht  dies  nur  so  an,  dass  alle  Punkte 
der  Curve  einzeln  in  Ruhe  bleiben  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe.  Da  diese  Punkte  auch  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
unbeweglich  sein  müssen,  so  müssen  ihre  oben  berechneten  Incremente 
öx,  dy  gleich  Null  sein.  Dies  aber  giebt  x  =  0,  also  die  y-Axe. 
Alle  Punkte  derselben  bleiben,  wie  wir  früher  sahen,  nicht  nur  bei 
der  infinitesimalen,  sondern  auch  bei  jeder  endlichen  Transformation 
der  Gruppe  einzeln  invariant. 
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Zieht  man  auch  das  ünendlichferne  in  den  Kreis  der  Betrachtung,  so 
wird  man  auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  die  als  eine  Bahncurve  auf- 
zufassen ist,  zu  den  invarianten  Curven  zählen.  Ebenso  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  a;-Axe  als  invariant  aufzufassen  sein. 

Nun  wollen  wir  wie  bei  den  früheren  Beispielen  die  bei  unserer 

eingliedrige]^  Gruppe   invarianten  Functionen  Sl(x,  y)  aufsuchen.     Soll 

j^uncti^^n^  ü(ic, «/)  eine  Invariante  der  Gruppe  sein,  so  niuss  für  jedes  m  identisch 

ß(rri,  y^)  =  a{mx,  y)  =  Sl{x,  y) 

sein,  iß  soll  sich  also  nicht  ändern,  wenn  darin  statt  x  eine  beliebige 
Zahl  mx  gesetzt  wird,  d.  h.  iß  enthält  x  überhaupt  nicht.  Anderer- 
seits erhellt,  dass  jede  beliebige  Function  von  y  allein  unsere  Forderung 
erfüllt.  Wenn  man  nur  das  verlangt,  dass  die  Function  Sl{x,y)  bei 
der  infinitesimalen  affinen  Transformation  invariant  bleibe,  so  kommt 
man,  wie  wir  sehen  werden,  zu  demselben  Ergebnis.  Es  muss  näm- 
lich dann 

^{x  +  xdt,  y)  =  ^{x,  y) 

oder  ausgerechnet 

^(x,y)  +  ^^^^^^y^x8t^^{x,y), 

d.  h.  — ,    '      =  0  oder  il{x,  y)  frei  von  x  sein. 
Canonische  Schliesslich  können  wir  auch  die  vorliegende  eingliedrige  Grtippe 

Form  der  .  .      .  °  b  &  rr 

eingiiedr.  vou  affinen  TraDsformatiouen  auf  eine  canoniscJie  Form  bringen,  d.  h. 

Gruppe  der  iti  n  •     n    ^  i  tz-ii- 

affinen    ncuc  Veränderliche  J,  i)   anstelle  von  x,  y  einführen,  sodass  die  Glei- 
mationeu.  chungcu  der  Gruppe  in  die  Gleichungen  der  Gruppe  der  Translationen 

El  =  i-  +  a,     \),  =  i) 

(vgl.  §  1)  übergehen.  Allerdings  ist  dies  hier  nicht  so  geometrisch 
evident,  wie  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen.  Es  genüge 
hier  die  Bemerkung,  dass 

E  =  log  X,     \.)  =  y 
c-auonische  solche  ncuc  canoniscJie  VeränderlicJie  sind,  ohne  dass  wir  uns  über  die 
liehe,     allgemeinste  Bestimmung  solcher  Variabein  hier  weiter  auslassen,  die 
wir  vielmehr   auf  später   verschieben.     In  der   That  ist,    wenn   g,,   l)^ 
entsprechend  die  Grössen  sind;. 

Ji  =  log5;i,     tji=^i, 


wegen 
auch 


Xi  =  7nx,    yi=y 
jj  =  log  Xi  =  log  mx  =  log  X  -\-  log  w  =  £  -f"  log  m, 
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Wenn  also  der  Parameter  log  m  etwa  noch  mit  a  bezeichnet  wird,  so 
liegt  die  gewünschte  canonische  Form  vor: 

§  4.     Die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  Raumes. 

Die  drei  bisherigen  Beispiele  waren  der  Ebene  entnommen.  We- 
niger ausführlich  wollen  wir  nun  noch  als  letztes  Beispiel  eines  aus 
dem  Räume  heranziehen. 

Denken  wir  uns  einen  starren  Körper  und  führen  wir  ihn  durch 
Verschieben  und  Drehung  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  A  in  eine 
neue  Lage  Ä^  über.  Alsdann  werde  er  aus  dieser  neuen  Lage  Ä^  in 
eine  dritte,  Ä2,  gebracht.  Diese  zwei  aufeinanderfolgenden  Bewegungen 
hätten  wir  auch  durch  eine  einzige  ersetzen  können,  welche  direct  den 
Körper  aus  der  Lage  Ä  nach  A^  führt.  Die  Reihenfolge  zweier  Be- 
wegungen eines  starren  Körpers  ist  also  äquivalent  einer  einigen  Be- 
wegung desselben.  Lassen  wir  den  starren  Körper  aus  dem  ganzen 
Räume  bestehen,  so  nehmen  alle  Punkte  des  Raumes  an  den  Trans- 
formationen teil  und  zwar  so,  dass  alle  Abstände  zwischen  Punkten 
während  der  Ueberführungen  ungeändert  bleiben,  also  nirgends  die 
Punkte  enger  zusammen  oder  weiter  auseinander  rücken.  Eine  solche 
Lagenänderung   aller  Punkte  des  Raumes  nennt  man  eine  EuMidiscJie^^^^^'^^s'^^^ 

Bewegung. 

Beivegung  oder  kurz  Bewegung  (während  überhaupt  eine  Lagenänderung, 
bei  der  eventuell  Zusammen-  oder  Auseinanderrücken  von  Punkten 
statt  hat,  allgemein  als  Transformation  der  Punkte  des  Raumes  zu 
bezeichnen  wäre,  sodass  der  Begriff  der  Transformation  den  Begriff 
der  Bewegung  umfasst).     Unser  obiges  Ergebnis  betreffs   der  Reihen-  Gruppe  der 

p   ,  .         ?,  ,  .  Bewegungen 

lolge  zweier  Bewegungen  sprechen  wir  so  aus:  desRaumes. 

Alle  (Euklidischen)  Bewegungen  des  Raumes  bilden  eine  Gruppe. 

Um  auch  analytisch  zu  verificieren,  dass  die  Reihenfolge  zweier 
Bewegungen  einer  einzigen  äquivalent  ist,  muss  man  daran  denken, 
dass  die  Formeln  für  die  Bewegung  der  Punkte  (x,  y,  0),  durch  die  sie 
in  die  neuen  Lagen  (a?i,^i,^i)  übergehen,  sich  völlig  mit  den  Formeln 
decken,  welche  für  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten- 
systeme  im  Räume  gelten.  Die  neue  Lage  (^1,^1;  ^1)  jedes  Punktes 
{x,  y,  z)  bei  einer  Bewegung  wird  also  gegeben  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 

^1  =  «1^  +  a^y  +  «3^  +  %, 
Vi  =h^  +  hy  +  h^  +  K 
h  =c,x  -\-c.^y  -f  Cg^  -I-Co, 
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WO  die  Coüstanten  a^,  a^,  %;  b^,  feg,  feg-,  c, ,  Cg,  Cg  die  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind,  d.  h.  als  Richtuugseosinus  dreier 
zu  einander  senkrechter  Geraden  aufgefasst  werden  können,  sodass  be- 
kanntlich 

<  +  \'  +  c,'  =  a/  +  h'  +  c,'  =  «3^  +  h'  +  c,'  =  1, 

«1«2  +  ^1^2  +  ^1^2   =  «2«3  +  hh  +  C2C3  =  üäüi   +&3&1   +  C.jC,   =  0 

und  die  Determinante  27  +  ^1^2^3  =  +  1  ^^t-  Indem  wir  die  «„,  «j, 
«2;  %  u.  s.  w.  beliebig,  aber  diesen  Bedingungen  entsprechend  wählen, 
erhalten  wir  die  Transformationsgleichungen  einer  beliebigen  Bewegung 
des  Raumes.  Wollen  wir  nach  der  obigen  Bewegung  eine  zweite 
ausführen,  welche  die  Punkte  (x,^,  y^,  ^J  weiter  nach  den  Stelleu 
(iCg,  y^,  ^2)  bringt,  so  haben  wir  den  a,  h,  c  neue  Werte  ä,  &,  c  zu 
geben,  doch  so,  dass  auch  jetzt 

äj^  -\-  &i^  -\-  'Cy^  =  \ ,  u.  s.  w., 

2:  +  äJ)^c^  =  +  1 
ist,  und  zu  setzen: 

^2  =  «>'i  +  «2?/i  +  ^3^1  +  ^"'OJ 

?/2  =  \xi  +  ^22/1  +  ^3^1  +  K 

Um  die  der  Reihenfolge  beider  Bewegungen  äquivalente  zu  finden, 
eliminieren  wir  Xy,  y^,  8^  und  erhalten  dadurch  x.^,  y^,  z^  ausgedrückt 
als  lineare  Functionen  von  x,  «/,  z  in  der  Form: 

^2  =  A«  +  ^iV  +  ^3^  +  ^0? 

2/2  =  ^1^  +  -^tV  +  -^3^  +  -^0' 

^2  =  6\a;  +  C22/  +  O30  +  Co, 

wo  die  A,  B,  C  sich  als  Functionen  der  a,  h,  c  und  ä,  h,  c  darstellen,  die 
sich  leicht  angeben  lassen.  Nun  mag  man  sich  durch  Ausrechnung 
davon  überzeugen,  dass  auch  die  A,  B,  C  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  sind,  d.  h.  dass    sie  die  Bedingungen 

A,'  +  B^'^  +  C^'^l,  u.  s.  w., 
A,A,  +  B,B,  +  C,C,  =  0,  u.  s.  w., 
2J±A,B,C,  =  +i 

erfüllen,  sobald  die  a,  b,  c  und  ä,  b,  c  den  früher  aufgestellten  Rela- 
tionen genügen.  Daraus  geht  denn  analytiscji  hervor,  dass  die  Reihen- 
folge   zweier    Bewegungen    des   Raumes    in    der    That   einer    einzigen 
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Bewegung   derselben  äquivalent  ist,   und  deshalb  sagen  wir,  dass  alle 
Bewegungen  des  Eaunies  eine  Gruppe  lüden.     Sie   enthält  zunächst  12 
Parameter  a,  h,  c,   aber  zwischen   diesen  bestehen  Relationen,   sodass     sechs- 
nur  sechs  derselben  willkürlich  sind.  Es  giebt  demnach  oo^  Bewegungen Grappeder 
des  Raumes  und  wir  nennen'  die  Gruppe  derselben  seclisgliedrig.  deTRaum^t" 

Weiter  wollen  wir  uns  jetzt  nicht  mit  dieser  Gruppe  beschäftigen. 
Dem  Studierenden  empfehlen  wir  aber,  in  der  Art,  wie  die  obigen 
drei  eingliedrigen  Gruppen  in  §  1,  2,  3  behandelt  wurden,  auch  die 
folgenden  geometrisch  anschaulich  und   analytisch  zu  discutieren. 

1.  Beispiel:  weitere 

x^  ==  ax,    y,  =  ay.  ^'"^"''• 

(Sogenannte  perspective  Transformationen.) 

2.  Beispiel: 

Xy  =  ax,     y^^-^y. 

In  beiden  Fällen  erhält  man,  wenn  man  den  Parameter  a  variieren 
lässt,  oo^  Transformationen  der  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(a^i,  y^)  derselben.  Man  zeige,  dass  die  Reihenfolge  zweier  solcher 
einer  einzigen  aus  derselben  Schar  äquivalent  ist,  d.  h.  dass  jede  der 
beiden  Scharen  eine  Gruppe  bildet  und  zwar,  da  jede  einen  Parameter 
a  enthält,  eine  eingliedrige.  Man  bestimme  ihre  identische,  die  zu  einer 
beliebigen  inverse  und  die  infinitesimale  Transformation.  Im  ersten 
Fall  führe  man  als  neue  Variabein  die  Grössen 

l  =  log  yx"  +  y'',     \)  =  arc  tg  | , 
im   andern  Fall  die  Grössen 

j  =  ^log|,     t)  =  x-y 

ein  (und  natürlich  entsprechend  i^,  t)i  ausgedrückt  in  x^,  y^.  Dadurch 
nehmen  die  Gruppen  eine  sehr  einfache  Form  an,  nämlich  ihre  sogen. 
canonische  Form.     Auch  bestimme  mau  die  Bahncurven  u.  s.  w. 

§  5.    Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Der  Zweck  dieser  Vorlesung  ist  der,  der  Natur  des  Gegenstandes 
angemessene  Methoden  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  zu 
entwickeln.  Es  wird  manchem  Leser  deshalb  erwünscht  sein,  schon 
jetzt  wenigstens  andeutungsweise  davon  unterrichtet  zu  werden,  in- 
wiefern das  Studium  der  Gruppen  von  Transformationen  (von  denen 
wir  oben  allerdings  nur  erst  einige  specielle  Beispiele  kennen  gelernt 
haben)  dabei  von  Nutzen  ist.  Diesem  Wunsche  werden  wir  in  einer 
Note    zum   Schlüsse    dieses   Paragraphen    nachkommen.     Doch    wollen 

Lie,  Differentialgleichungen.  2 
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wir  vorher  an  einige  einfache  Begriffe  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen erinnern,  die  in  der  Folge  häufig  gehraucht  werden. 

Gewöhn-  Bekanntlich  hat  eine  gewolinliclie  Differentialgleichung  1.  Ordnung 

ferentiai-   zwisclicn  zwci  Variabelu  x.y  die  allgemeine  Form 

gleichuug  '  ^  " 

"^  ''''"^'  X(x,  y)  cly  —  Y{x,  y)  dx  =  0 

oder 

Xy'-Y=0, 

wenn  -^  mit  y   bezeichnet  wird.    X  und  Y  sind  gegebene  Functionen 

von  X,  y.  Diese  Differentialgleichung  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y)  der 
Ebene  eine  Richtung  zu.     Die  Tangente  des  Winkels  dieser  Richtung 

mit  der  Abscissenaxe  ist  y  =  y'  Diese  Richtung  kann  und  wird  auch 

im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  sein.  Geht  man  von 
einem  Punkte  aus  in  der  zugeordneten  Richtung  bis  zum  unendlich 
benachbarten,  dann  in  der  diesem  zugeordneten  Richtung  zum  benach- 
barten u.  s.  w.,  so  beschreibt  man  eine  Integralcurve.  Solcher  Integral- 
curven  giebt  es  oo^  und  sie  lassen  sich  alle  darstellen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

a){x,  y)  =  Const. 

Wie   bekannt,  heisst   dann   g){x,  y)  Integral  der  Differentialgleichung. 
An   Stelle   desselben  kann   man  übrigens   auch  jede  Function   von  to, 
wie  ß(ö(rr, «/)),  als  Integral  benutzen. 
Aus  der  Gleichung 

(o(x,y)  =  Const. 

der  Integralcurven  folgt  durch  Differentiation  wieder 


Da  aber  andererseits 

ist,  so  muss 


dm    7       ,    da    ,  ^ 

r.     dx  4-  75-  du  =  0. 

Xdy  —  Ydx  =  0 

ex'         oy 


sein,  d.  h.  die  Function  to  ist  eine  Lösung  der  homogenen  linearen 
uomogenc  partiellen  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen  der  abhängigen 
tieiio  Dif   Variabein  f  und  den  beiden  unabhängigen  x,  y: 

ferrntial- 

glcichung                                                                             ■\r   G  f      ,       -xr  ^  f  r\ 

I.Ordnung.  X- \-    X    r."  ==  ^^ 

CX    '  ßy 

Ist  umgekehrt  f  =  G)(x,y)   eine   beliebige   Lösung  dieser  Differential- 
gleichung, ist  also 
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ex*         0  y 
für  alle  Werte  von  x  und  tj,  so  erfüllt  auch  jede  Function  Sl{(o{x,y)) 
die  Gleichung,  und  co(x,y)  =  Const.  stellt  dann  <x^  Curven  dar,  deren 
Tangentialrichtungen  sich  aus 

ö-  dx  -\-  TT-  ay  =  yj 

ox  cy     ^ 

bestimmen,    sodass   die  beiden  letzten  Gleichungen   durch  Elimination 

da 
von  K- 

0  X 

geben : 


von  ^  und  J^    als    gewöhnliche    Differentialgleichung   dieser   Curven 

ox  0  y  °  DO 


Xdy  —  Ydx  =  0. 

Zwischen  den  beiden  Differentialgleichungen: 

Xdy  —  Ydx  =  0 
oder 

dx dy 

und 

öx    '  öy 

besteht  also  ein  inniger  Zusammenhang,  sie  stellen  im  Grunde  ge- 
nommen dasselbe  Problem  dar.  Deshalb  werden  wir  auch  später 
häufig  mit  den  beiden  Formen  nach  Bequemlichkeit  wechseln. 

Wir  haben  schon  in  der  Einleitung  gesagt,  dass  die  in  den  gebrauch-  Zusammen- 
lichen  älteren  Lehrbüchern  vorkommenden  Integrationsmethoden  sich  im  schen^der 
allgemeinen  auf  Differentialgleichungen  beziehen,  welche  bei  einer  bekannten  r';?i5°"®i?T 

o  .  .  Diftorential- 

Schar  von  Transformationen  invariant  bleiben.     Indem  wir  uns  vorbehalten,  gieichungen 
auf  die  Bedeutung  dieser  Behauptung  später  näher  einzugehen,  wollen  wir  Gruppen- 
schön  jetzt   au    einigen    möglichst  einfachen  Beispielen  den  Zusammenhang    tiieorie. 
zwischen   der  Theorie   der  Differentialgleichungen   und   der   Gruppentheorie 
andeuten. 

Zunächst  wollen  wir  die  von  x  freie  Differentialgleichung 

?/'  =  f(y) 

betrachten.  Bekanntlich  ist  ihre  Integration  durch  eine  blosse  Quadratur 
zu  leisten.  Geometrisch  ordnet  diese  Differentialgleichung  allen  Punkten 
längs  einer  Geraden  y  ==  Const.  dieselbe  Richtung  zu;  ihre  Integralcurven 
können  daher  aus  einer  einzigen  Integralcurve  durch  Verschiebung  der- 
selben längs  der  x-Axe  abgeleitet  werden.  Diese  Verschiebungen  aber 
werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 

x^  =  X  -{-  a,    yi=y 

dargestellt.  Führt  man  daher  auf  alle  cx)^  Integralcurven  nach  und  nach 
alle  Translationen  x^  =  x  -{-  a,  yx  =  y  aus,  so  erhält  man  jedesmal  die 
ursprüngliche  Schar  von  Integralcurven  wieder. 

2* 
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Andererseits   ist   bekanntlich  auch   die   homogene   Differentialgleichung 

dx        '  \x/ 

leicht    zu    integrieren.     Diese    Gleichung    ordnet    allen    Punkten    desselben 

Strahles  —  =  Const.   vom  Anfangspunkte   aus    dieselbe   Richtung   zu.     Die 

Integralcurveu  lassen  sich  deshalb,  wie  wir  später  genauer  ausführen  werden, 
aus  einer  einzigen  durch  ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der- 
selben vom  Anfangspunkt  aus  ableiten.  Diese  ähnlichen  Vergrösserungen 
oder  Verkleinerungen  aber  werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe: 

Xi  =  ax,     iiy  ==  ay 

dargestellt.     Auch    hier    werden    daher    die    oo^  Integralcurven   von  jeder 
Transformation  der  angegebenen  Gruppe  in  einander  übergeführt. 
Man  weiss  ferner  die  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

zu  integrieren.     Eine  solche  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 

, y^ 


Danach  ordnet  sie  den  Punkten  längs  eines  Kreises  um  den  Anfangspunkt 
Richtungen  zu,  welche  mit  diesem  Kreise  sämtlich  denselben  Winkel  bilden, 
denn  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  die  Cotangente  dieses 
Winkels  dar.  Ein  solcher  Kreis  wird  also  von  allen  Integralcurven  unter 
demselben  Winkel  geschnitten;  die  Integralcurven  gehen  daher  aus  einer 
bestimmten  dadurch  hervor,  dass  man  sie  um  den  Anfangspunkt  rotieren 
lässt.     Diese  Rotationen  aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe: 

x^  =  X  cos  or  —  f/  sin  a,     y^  =  x  ^m  a  -\-  y  cos  a. 
Ferner  kann  man  die  Differentialgleichungen  von  der  Form 

y  =  f{^  +  T^y) 

integrieren.  Eine  solche  ordnet  allen  Punkten  einer  Geraden  Ä;-|-i^^=  Const. 
gleiche  Fortschreitungsrichtungen  zu.  Die  Integralcurveu  lassen  sich  also 
aus  einer  einzigen  durch  Verschiebung  derselben  längs  der  Parallelgeraden 
X  -\-  hy  =  Const.  ableiten.  Diese  Translationen  aber  bilden  eine  ein- 
gliedrige Gruppe 

x^  =  X  —  ha,     y^  ==  y  -\-  a. 

Diese  Beispiele,  denen  sich  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  an 
die  Seite  stellen  Hessen,  zeigen,  wie  man  gerade  bei  solchen  Differential- 
gleichungen, deren  Integration  geleistet  werden  kann,  eine  Gruppe  von 
Transformationen  anzugeben  vermag,  welche  die  Punkte  einer  beliebigen 
Integralcurve  in  die  einer  anderen  Integralcurve  überführen.  Man  wird  es 
danach  plausibel  finden,  dass  die  Kenntnis  einer  solchen  Gruppe  von  Trans- 
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formationen    gestattet,    das    Integrationsgescliäft    zu    vereinfachen   und    vor 
allem  auch  methodisch  zu  gestalten. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  mögen  genügen,  um  den  Zusammenhang 
zwischen  Differentialgleichuugen  und  Transformationsgruppen  anzudeuten. 
Später  werden  wir  natürlich  auf  alle  diese  Dinge  ausführlich  zurückkommen. ' 


Kapitel   2. 

Eingliedrige  Gruppe  in  der  Ebene. 

Der  Leser  wird  aus  den  im  vorigen  Kapitel  vorgeführten  Bei- 
spielen schon  einiges  Verständnis  für  das,  was  wir  eine  Gruppe  und 
insbesondere  eine  eingliedrige  Gruppe  nennen,  geschöpft  haben.  Ge- 
stützt darauf  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  und  die  Theorie 
der  eingliedrigen  Gruppen  in  allgemeiner  Weise  entwickeln. 

§  1.    Begriff  einer  Transformation  und    einer  eingliedrigen   Gruppe 
von  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen. 

Zunächst  haben  wir  zu  erklären,  was  unter  einer  Transformation 
zu  verstehen  ist: 

Eine    Transformation    der   Punkte    der   Ebene    ist  eine   Operation,    Tran«- 

formation 

tvelclie  jeden  Punkt  der  Ebene  ivieder  in  einen  Punkt  derselben  überführt,  der  Punkte 

,  ..  _  der  Ebene. 

Der  Weg,  auf  dem  diese  Überführung  statt  hat,  ist  dabei  unwesentlich, 
nur  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Punkte  sind  für  die  Transformation 
bestimmend.  Diese  Transformation  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

Xi  =  (p(x,7j),  y^  =  ijj(x,y). 
Hierin  soll  (x,  y)  den  ursprünglichen,  {x^,  y^  den  transformierten  Punkt 
bezeichnen.  Insbesondere  werden  wir  noch  voraussetzen,  dass  die 
Transformation  nicht  etwa  alle  Punkte  der  Ebene  nur  in  die  einer 
Curve  oder  gar  nur  in  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  überführe. 
Vielmehr  soll  im  allgemeinen  jeder  Punkt  (x^^,  yf)  der  Ebene  als  durch 
die  Transformation  aus  einem  Punkt  (x,  y)  derselben  entstanden  auf- 
gefasst  werden  können.  Analytisch  findet  dies  seinen  Ausdruck  in  der 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  der  Transformation  im  allgemeinen, 
d.  h.  sobald  nicht  x^,  y^  gewisse  specielle  Werte  haben,  auch  nach  x 
und  y  auflösbar  seien.  Jeder  Punkt  der  Ebene  wird  alsdann  im  all- 
gemeinen sowohl  als  ursprünglicher  wie  als  transformierter  Punkt 
aufgefasst    werden  können. 
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Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  eine  Constante  a 
enthalten: 

(1)  x^  =  (p{x,y,a),     y^=ip{x,y,a) 

'  und  dieser  Constanten  alle  Werte  von  —  cx)  bis  -|-  oo  beigelegt  werden, 
so  ergiebt  sich  eine  Schar  von  oo^  Transformationen.  Diese  Schar 
von  Transformationen  wird  im  allgemeinen  nicht  die  Eigentümlichkeit 
haben,  dass  die  Reihenfolge  zweier  derselben  einer  einzigen  Trans- 
formation der  Schar  äquivalent  ist. 

Z.  B.  stellen  die  Gleichungen 

x^  =  a  —  x,y^=y 
eine  Schar  -C^on   oo^  Transformationen,  die  sich  geometrisch  leicht  con- 
struieren    lassen,    dar,    welche   jene    Eigentümlichkeit    nicht   besitzen. 
Führt  man  nämlich  nach  der  Transformation 

00-t  '  '■  '■  t*  ^~'  VC  •     ijA  *— ~  y 
eine  zweite  aus  derselben  Schar  aus: 

X%   =  eil  ^17        V'i    "^^  VX) 

so  ist  ihre  Reihenfolge  zwar  offenbar  einer  einzigen  Transformation 
äquivalent  (die  durch  Elimination  von  x^  und  y^  berechnet  wird): 

x^  =  ai  —  a-{-x,     ij2=y, 
aber  diese  gehört  nicht  der  Schar  von   oo^  Transformationen 

x^  =  Const.  —  Xf    y^=  y 
an. 

Es  ist  also  ein  besonderes  Vorkommnis,   wenn  aus  der  Schar  der 

oo^    Transformationen   (1)  jedesmal   die   Reihenfolge  zweier   durch   eine 

einzige    Transformation   aus   derselben    Schar    ersetzt  werden   Jcann.     In 

Eingiiedrigediesem  Falle    nennen   wir  die   Schar  eine   Gruppe,  und  zwar,   da  sie 

'^TraM-""  emm  Parameter  a  und  demgemäss   oo^  Transformationen  enthält,  eine 

forraationen     .       , .    -,    .         ^ 

der  Ebene,  cingliednge  (jruppe. 

Das  analytische  Kriterium  für  eine  solche  eingliedrige  Gruppe  (1) 
ergiebt  sich  so:  Wir  führen  nach  der  Transformation  mit  Parameter  a: 

Xi  =  qi{pc,y,a),    yi  =  tix,y,a}, 

welche  die  Punkte  {x,y)  der  Ebene  in  die  neuen  Lagen  (Xi^yy)  bringt, 
die  Transformation  mit  Parameter  «i  aus: 

X2  =  (p(xi,y^,a^),    y.,  =  i'{x,,y^,a^), 

welche  die  Punkte  {x^,  y^)  nach  den  Stellen  (ojg,  2/2)  versetzt.  Die 
Transformation,  welche  direct  die  Punkte  (a;,  y)  nach  diesen  Stellen 
(^2>  3/2)  führt,  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^ ,  y^ : 
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x.,  =  (p  {(p(x,  y,  a),  ^{x,  y,  a),  a^),     y^,  =  i>  {fp{x,  y,  a),  t{oc,  y,  a),  aj; 
x.^    und   ^2    drücken    sich    hiernach  durch  x,  y,  a  und  a^   aus.     Diese 
Transformation    nun   soll  wieder  eine  Transformation    aus    der  Schar 
(1)  sein,  d.  h.  sie  muss  sich  in  der  Form  schreiben  lassen: 

^2  =  (p{x,  y,  A),    y^  ==  i){x,  y,  l), 
worin  der  Parameter  k  eine  gewisse  Function  von  a  und  a^  allein  ist: 

Es  müssen  also  identisch  für  alle  Werte  von  x,  y,  a,  a^  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

<pi(p{x,  y,  a),  ip{x,  y,  a),  «i)  =  cpix,  y,  X  (a,  aj) 

i(j{<p {x,  y,  a),  t{x,  y,  a),  a^)  =  t{x,  y,  k  {a,  a,)) 
bestehen. 

Wir  wollen  den  Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe  noch  etwas  ein- 
schränken: Es  soll  sich  zu  jeder  Transformation  der  Gruppe  mit  be- 
liebigem Parameter  a  eine  andere  Transformation  derselben  —  etwa 
mit  Parameter  a  —  zuordnen  lassen,  sodass  die  zweite  nach  der  ersten 
ausgeführt  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt,  d.  h.  aus  den  beiden 
Gleichungenpaaren 

x^  ■=  (p{x,  y,  d),    i/i  =  ^p{x,  y,  «), 

x^  =  (p  {Xi ,  ?/, ,  «);     2/2  =  ^  {^i ,  Vx ,  «)? 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  folgt: 

(2)  ^2  =  ^,   2/2  =  y- 

Mit  anderen   Worten:     Wir  setzen  voraus,  dass  die   Gruppe  zu  jeder    inverse 
Transformation  auch  die  inverse  enthalte.     Liegen  die  Gleichungen  derformationen. 
Gruppe  vor,  so  findet  man  zur  Transformation 

Xy  =  ^{x,  y,  o),     y^  =  jp{x,  y,  a) 

offenbar  die  inverse,  wenn  man  x\,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als 
die  transformierten  Veränderlichen  betrachtet.  Indem  man  nach  x,  y 
auflöst,  ergeben  sich  mithiu  die  Gleichungen  der  inversen  Transfor- 
mation in  der  gewohnten,  nach  den  neuen  Veränderlichen  x,  y  auf- 
gelösten Form. 

So  z.  B.  ist  zur  Translation 

x^  =  x  -\-  a,     y^=y 

die  Translation  invers,  die  sich  durch  Auflösung  nach  x,  y  ergiebt: 

x  =  x^  —  a,     y  =  yi 
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oder,  wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderliclien  wie  sonst  mit  x,  y, 
die  neuen  mit  x^,  y^  bezeichnet,  diese: 

x^  =  x  —  a,     y^  =  y. 

Da  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  Gruppe  wieder 
der  Gruppe  angehört,  so  gilt  dies  auch  von  der  Reihenfolge  zweier 
Identische  ZU  einander  inverser  Transformationen,  d.  h.  von  der  identischen  Trans- 
formation.  formaUon  (2).  Somit  folgt  aus  den  gemachten  Voraussetzungen,  dass 
es  einen  constanten  Wert  a^  des  Parameters  a  geben^uss,  für  welchen 
die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe  sich  auf  Xi  =  x,  y^  ^=  y  reducieren, 
sodass  also 

(3)  q){x,  y,  üq)  =  x,     i}^{x,  y,  Oq)  e^  y 

ist  für  alle   Werte  von  x  und  y. 

Satz  1:  Sind  die  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in 
swei  Veränderlichen  paanveis  zu  einander  invers,  so  enthält  sie  auch  die 
identische  Transformation. 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  besonders  hervorzuheben,  dass, 
wenn  die  Transformation  mit  Parameter  ä  zu  der  mit  Parameter  a 
invers  ist,  dann  auch  umgekehrt  letztere  die  inverse  zur  ersteren  ist. 
Denn  die  Transformation  (a)  führt  etwa  den  Punkt  p  nach  p^^,  die 
Transformation  (a)  führt  p^  nach  p  zurück.  Nimmt  man  also  p^  als 
ursprünglichen  Punkt  und  führt  zuerst  die  Transformation  («)  aus,  so 
geht  er  nach  p.  Die  darauf  folgende  Transformation  (a)  bringt  ihn 
wieder  nach  2\  zurück,  sodass  diese  Reihenfolge  beider  den  Punkt  p^ 
in  Ruhe  lässt. 

§  2.     Der  allgemeine  Gruppenbegriff. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurden  nur  die  eingliedrigeu  Gruppen  de- 
finiert. Wir  wollen  nun  auch  die  allgemeine,  r-gliedrige  Gruppe  kurz 
erläutern,  bemerken  jedoch,  dass  wir  von  diesem  Begriffe  in  den  vorliegen- 
den Vorlesungen  keinen  Gebrauch  machen  werden.  Wir  dehnen  überdies 
in  diesem  Paragraphen  unsere  Betrachtung  gleich  auf  den  Raum  ans. 

Denken  wir  uns  drei  Gleichungen  vorgelegt : 

^1  ==  -^C^»  y'  ^,  «1.  «2>  •  •  «z-)'     Ifi  =  ^{^'  2/j  ^,  «1,  «2 »  •  •  ar), 
Si  ==  Z{x,y,  ^;,  a^,  «2,  •  •  «r), 

von  denen  wir   annehmen,   dass  sie  auch  nach  x,  y,  is  auflösbar  seien,   so 
stellen   sie,    wenn   die    Grössen  a^,  «3  •  •  «^   bestimmten  Zahlen   gleich    ge- 
Trans-   setzt   werden,   eine  Transformation  der  Punkte  des  Baumes  dar,    indem  sie 
derTunkteJ®*^®^  Punkt   (a?,  2/,  z)   desselben   in   einen   neuen  Punkt  {x^^,  y^,  z-f)  über- 
de»  Raumesführen.    Vou  den  Parametern  a^-  •  •  ar  setzen  wir  voraus,  dass  sie  sämtlich 
als    wesentlich   in  obigen  Gleichungen   vorkommen,    also   nicht  etwa  einige 
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als  überzählig  entfernt  werden  können.  Wenn  wir  a^  -  ■  ■  ür  von  —  oo 
Ijis  _j_  oo  variieren,  so  stellen  unsere  Gleichungen  eine  Schar  von  oo'" 
Transformationen  dar.  Nach  einer  Transformation  mit  bestimmt  gewählten 
Parametern  a^  •••  «r,  welche  die  Punkte  {x^y.z)  nach  den  Stellen  {x^^Vx,  Zx) 
geleitet,  wollen  wir  eine  zweite  ausführen,  bei  der  die  Parameter  die  Werte 
äx'  •  •  är  haben.  Diese  wird  die  Punkte  {x-^,  y^,  ^J  weiter  in  die  Lagen 
(^2  5  Vi'  ■^2)  bringen  und  es  ist: 

x^  =  X(.i'i,  yi,  0y,  öl  •  •  •  är), 

2/2  =  Y(x^,yx,2x,äy  •  -'är), 

z^  ==  Z{xx,yx,  Zx,  äy-  •  '  är). 

Um  nun  direct  von  den  ursprünglichen  Punkten  {x,  y,  z)  zu  den  neuen 
(x.2,  y^,  Zo)  durch  eine  Transformation  zu  gelangen,  müssen  wir  die  Zwischen- 
stellen Xy,  yii  z-x  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  aus  den  drei  letzten 
eliminieren;  dadurch  gehen  Formeln  hervor,  welche  Ä-g,  y^,  z^  durch  x,y,z, 
ttx  •••  ttr,  «1  •••  är  ausdrücken.  Nun  wäre  es  denkbar,  dass  diese  Gleichungen 
sich  wieder  so  schreiben  Hessen  wie  die  der  beiden  nach  einander  ausgeführten 
Transformationen,  also  in  der  Form: 

iCg  =  X(x,y,  z,  Xy  •  •  ■  Xr), 

y^  =  y(«,  y,z,h-  ■  •  ^r), 

z^  =  Z{x,  y,z,Xx-  •  ■  K\ 

wo  dann  A^,  Ag  •  •  •  A,-  gewisse  Functionen  der  früheren  Parameter  «^  •  •  •  «;-, 
äx  '  ' '  är  bedeuten  sollen,  die  aber  frei  von  x,  y,  z  sind.  In  diesem  Falle 
ist  also  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  unserer  Schar  mit  den 
Parametern  Oj,  •  •  •  cfr  und  äy,  •  •  •  är  einer  einzigen  Transformation  eben- 
derselben Schar  mit  den  Parametern  Aj,  •  •  •  A^  äquivalent,  und  zwar  gilt 
dies,  wie  auch  die  Constanten  a^-  -  •  ür,  ä.^-  •  •  är  gewählt  sein  mögen. 
Wir  sagen  alsdann,  dass  jene  Schar  eine  Gruppe  von  Transformationen  ^^-r- ^"^ß^i^^^'ß^ 
stellt  und  zwar,  da  sie  r^  Parameter  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Transfor- 

In    §  4   des    1.  Kapitels   haben   wir   ein   Beispiel  hierzu   gegeben,   died^Vaumes. 
Gruppe   aller  Bewegungen    des  Raumes.     Sie   war   6-gliedrig.     Aber   auch 
die  in  §§  1  bis  3  jenes  Kapitels  betrachteten  Gruppen 

Xy=x-^a,     yx  =  y', 

Xx  =  X  -\-  a,     y^=  y  -\-h; 

.Xx=x  cos  a  —  y  sin  a,     y^^  =  x  ^m  a  -\-  y  cos  a; 

Xx=  X  -m,    yx=  y 

können  als  Beispiele  von  Gruppen  des  Raumes  {x,  y,  z)  gelten,  man  hat 
nur  jedesmal  zu  den  beiden  Gleichungen  noch  als  dritte 

Zx  =  z 
hinzufügen. 

Wir  fahren  nunmehr  fort  in  der  Betrachtung  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  zwei  Veränderlichen. 
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§  3.     Existenz  einer  infinitesimalen  Transformation  in  der  ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Wir  erkannten  in  §  1,  dass  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe*) 
(1)  x^  =  ^){x,  y,  a),     y^  =  ^{x,  y,  a), 

von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sich  ihre  Transformationen  einander 
paarweis  als  invers  zuordnen  lassen,  die  identische  Transformation 
Xj^  =  X,  yi  =  y  enthält. 
:mi"^T/an8-  Daraus  lässt  sich  nun  weiter  folgern,  dass  sie  auch  eine  infinüe- 
formation.  g^^^^jß  TransformaUon ,  eine  Transformation  also,  bei  welcher  alle 
Punkte  (x,  y)  in  unendlich  benachbarte  Punkte  übergehen,  enthält. 
Es  sei  nämlich  a^  der  Wert  des  Parameters,  für  welchen  die  Glei- 
chungen (1)  die  identische  Transformation  darstellen,  d.  h.  für  welchen 
(3)  cp{x,y,aQ)  =  x,     ^ {x,  y,  a^)  =  y 

ist.  Geben  wir  dann  dem  Parameter  a  den  von  üq  unendlich  wenig 
abweichenden  Wert  a^  -\-  da,  so  wird  die  Transformation  der  Gruppe 

^'i  =  (fiß^,  y,  «0  +  ^«^)>   Vi  =  ^(^s  y,  «0  +  ^«) 

nur  unendlich  wenig  von  der  identischen  Transformation  abweichen, 
also   infinitesimal  sein.     Es   kommt  ja  nach    dem  Taylor'schen  Satze: 

-^'1  —  9^{.^,  y,  %)  -\         ^^         T  -i         ^2       J72  -H        , 

2/l  —  ^W?/;«oJ  -h  ^a,  1^  ^  1.2  + 

oder  wegen  (3): 

->•  —  -r  _i-  ^y(^.  y^  «o)  ^^  I  ^_M^ij/.  «ol  _^^  I 

—    j_  ^^(^.  y^  %)  ^  I  c^^i^,  y,  <^o)  ^  1 
yi  —  y-r       ^„^       i  -t-      ^^^^      12-1       • 

a;^  und  1/1  unterscheiden  sich  also  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
von  X  und  y.  Es  wäre  denkbar,  dass  die  Coefficienten  der  niedrigsten 
Potenzen  von  8a  in  diesen  Reiheuentwickelungen  für  alle  Werte  von 
X  und  y  verschwändeu.  Auf  jeden  Fall  aber  wird  in  den  Reihen  eine 
niedrigste  Potenz  von  8a,  etwa  8a'' ,  wirklich  auftreten.  Als  unendlich 
kleine  Grösse  benutzen  wir  dann  nicht  mehr  8a,  sondern  bequemer 
8a''  =  8t  und  erhalten,  wenn  i,{x,y)  und  ri{x,y)  die  Coefficienten  von 
8a''  in  den  beiden  Reihen  sind,  die  Formeln: 


*)  Hier  möge  ein  für  allemal  betont  werden,  dass  wir  bei  Betrachtungen, 
in  denen  allgemeine  Functionen  auftreten,  immer  die  Voraussetzung  machen, 
dass  die  betreffenden  Functionen  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Wertsysteme 
regulär  verhalten  und  sich  also  nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  Potenzreihen 
entwickeln  lassen. 
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(4)       x,  =  x-\-^(x,y)dt-i ,    yi  =  y-i-n(.x,y)^H ; 

welche  eine  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 
darstellen  und  in  denen  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  sind  als  dt  Freilich  erkennt  man  durch 
dieses  Raisonnement  nicht,  ob  die  Reihenentwickelungen  (4)  nach 
ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  dt  fortschreiten.  Dagegen 
giebt  die  weiter  unten  zu  besprechende  Methode  sicher  Reihenent- 
wickelungen uach  ganzen  Potenzen  des  Parameters.  ^  und  7]  enthalten 
allerdings  auch  noch  a^,  aber  a^  ist  kein  beliebiger  Parameter,  sondern 
eine  bestimmte  Zahl  und  braucht  darum  in  |  und  rj  nicht  besonders 
angeführt  zu  werden. 

Wendet  man  diese  Methode  etwa  auf  die  eingliedrige  Gruppe 


Xj^  =  xa  —  yVl  —  a^,     l/i  =  ya  -\-  x]/!  —  a^ 

an,  so  findet  man,  dass  sie  nicht  durchführbar  ist.  Dies  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  |/l  —  a^  sich  nach  der  Substitution  a  =  1  -\-  dt  nicht  nach  ganzen 
Potenzen  von  öt  entwickeln  lässt.  Die  folgende  Methode  dagegen  liefert  eine 
infinitesimale  Transformation,  da  bei  ihr  yl  —  a^  nicht  in  der  Umgebung 
der  Stelle  a  =  1 ,  sondern  einer  beliebig  annehmbaren  Stelle  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  wird. 


Mau  kann  auf  einem  weitläufigeren  Wege,  der  aber  tiefer  in  diCjA^^^^^J'^'j. 
Sache    hineinführt,    zu    einer    infinitesimalen   Transformation   der   ein-  i'^fi'^jtesi- 

'  malen  i  rans- 

gliedrigen  Gruppe  gelangen,  nämlich  so:  Wir  geben  dem  Parameter  a  Formation. 
einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Wert  s.  Die  zugehörige  Transfor- 
mation —  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  (s)  —  führt  die  Punkte  p  der 
Ebene  in  neue  Lagen  ^^i  über.  Es  giebt  dann  nach  Voraussetzung 
eine  zu  dieser  inverse  Transformation  in  der  Gruppe.  Ihr  Parameter 
sei  €,  er  ist  eine  gewisse  Function 
von  s.  Diese  Transformation  (?)  führt 
alle  Punkte  j)^  wieder  in  die  Lagen  p 
zurück.  Eine  Transformation  nun,  deren 
Parameter  unendlich  wenig  von  s  ab- 
weicht, also  etwa  £  -{-  ^£  ist,  wird  p^ 
nicht  genau  nach  j),  sondern  nach  einer  /^''^'^ 
p  unendlich  benachbarten  Stelle  p' 
führen.  (Siehe  Fig.  4.)  Die  Reihen- 
folge der  Transformationen  [e)  und 
(f  +  ^^)   wird  p    nach  p^   und    dann 

nach   2J     bringen    und    ist    einer    einzigen    der    Gruppe    angehörenden 
Transformation   äquivalent,   welche   die  Punkte  p  der  Ebene  in  ihnen 


//rfA. 


i'ig.  i. 
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unendlich  benachbarte  Punkte  p'  überführt,  d.  h.  einer  infinitesimalen 

Transformation  der  Gruppe. 
'^^irch-''''*'  ^^^  wollen  dies  hier  rein  begrifflich  dargestellte  Verfahren  jetzt 

^BM^Dfuen^^^^y^^^^^    verfolgen.     Die   erste   Transformation   (s)   wird  dargestellt 

Ableitung.  (Jurcli: 

(5)  Xj^  =  (p(x,  y,  b),     y^  =  ^{x,  y,  «); 

die  Transformation  (s  +  da),  welche  nach   dieser  ausgeführt  werden 

soll,  durch 

x  =  cp(x^,y^,s  +  de),     y'  =  tix^,  yi,e  +  ds). 
Elimination  von  x^  und  y^  aus  (5)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen 
giebt  daher  die  gesuchte  Transformation,  welche  die  Punkte  p  in  die 
Punkte  p'  überführt: 

x  =  cp{(p(x,y,s),  t(x,y,£),s-}-d£),  y  =  tp((p(x,y,E),  t{x,y,s),£-\-ds). 
Entwickeln  wir  diese  Werte  nach  Potenzen  von  df,  so  kommt 


(6) 


/=  Hv(^,  y,  s),  t(x,  y,  e),  5)  +  »jM^fey.^^fey.'XO  ^  + , 


Diese  Gleichungen  der  gesuchten  Transformation  lassen  sich  noch 
vereinfachen,  wodurch  man  dann  erkennt,  dass  sie  wirklich  eine  infi- 
nitesimale Transformation  darstellen.  Es  sind  ja  nach  Voraussetzung 
die  Transformationen  (s)  und  (s)  zu  einander  invers,  d.  h.  wenn  man 
nach  der  Transformation 

^1  =  <p{^,  y, «)?   Vi  =  ii^,  y, «) 

die  Transformation 

x^  =  (p(^x^,y^,'e),     2/2  =  ^(^i;!/us) 
ausführt,    muss    man    die    identische    Transformation    x^  =  x,   y2  =  y 
erhalten.     Es  geht  aber  durch  Elimination  von  x^  und  y^  hieraus  die 
Transformation  hervor: 

^2  =  <p{fp(.^,  y,  f),  ti^,  y,  f), «),   !/2  =  ti<p(x,  y, «),  ^(pc,  y,  e),  i). 

Es  ist  also  eine  blosse  Folge  unserer  Voraussetzung,  (s)  und  (ä) 
seien  inverse  Transformationen,  dass 

(p{tp{x,  y,  s),  ip{x,  y,  e),  e)  =  x,     ip{(p  (x,  y,  e),  ^Ij{x,  y,e),e)  =  y 
ist.     Die   Gleichungen   (6)    der  Transformation    der  Punkte  p    in    die 
Punkte  p   lauten  deshalb  auch  so: 

f  V  -  ^  _i-  ^yCyC^.  y,  g)>  ^{x,  y,  b),  i)  Ss 

X  —  X  -]  ^  r  -f-  •  •  ■, 

(7) 

=  y-i — g,. T  +  ■  •  •' 
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und  in  dieser  Form  stellen  sie  offenbar  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation dar,  da  liier  x  und  y  nur  unendlich  wenig  von  x  und  y  ab- 
weichen. 

Jetzt  erkennt  man  durch  eine  kleine  Ueberlegung  sehr  leicht, 
dass  die  ersten  in  de  linearen  Glieder  nicht  verschwinden.  Denn  be- 
zeichnet man  (p{x,  y,  s)  und  ip{x,  y,  e)  wie  in  (5)  wieder  mit  x^  und  y^, 
so  haben  diese  linearen  Glieder  in  (7)  die  Coefficienten 

dl  '  OS 

Hierin  können  nun  x^,  y^  und  e  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefasst  werden.     Wäre 

ds        —  ^'  dt        — "' 

so  würden  9(^1,^1,«)  und  ipipCi,  y^fä)  frei  von  £  sein,  d.  h.  allgemein 
wären  die  Gleichungen  der  Gruppe  x^  ==  (p{x,  y,  a),  y^  =  il}{x,  y,  a) 
frei  von  a.  Sie  würden  also  gegen  die  Voraussetzung  gar  keinen 
Parameter  enthalten. 

In  (7)  sind  die  Coefficienten  von  dt,  die  also  nicht  verschwinden, 
Functionen  von  x,  y,  8  und  e.  Zu  einer  Transformation  (s)  gehört 
aber  eine  ganz  bestimmte  inverse  (s).  Es  ist  daher  s  eine  gewisse 
Function  von  s,  und  jene  Coefficienten  hängen  also  nur  von  x,  y 
und  s  ab.  Wir  bezeichnen  sie  mit  ^{x,  y,  s)  und  ^^(x,  y,  s)  und  er- 
halten dann  die  infinitesimale  Transformation 

(8)       x  =  x-\-  i{x,y,s)de  -{ ,     y  =  y-{-ri{x,tj,£)d£-] , 

die  sicher  unserer  eingliedrigen  Gruppe  angehört  und  noch  eine  will- 
kürliche Constante  e  enthält. 

Fassen  wir  in  (8)  s  als  eine  bestimmte  Grösse,  ds  dagegen  als 
eine  veränderliche  unendlich  kleine  Grösse  auf,  so  sind  die  rechten 
Seiten  unendliche  Potenzreihen  nach  ds.  Bei  dieser  Auffassung  geben 
uns  die  Gleichungen  (8)  eine  zur  identischen  Transformation  unendlich 
benachbarte  Transformation  unserer  Gruppe. 

Nun  aber  kann  man  die  Constante  e  noch  beliebig  wählen  und 
man  kann  also  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  solchen  infinitesi- 
malen Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gelangen. 
Später  werden  wir  sehen,  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe,  die  man  so  bestimmen  kann  oder  vielleicht  durch  noch 
andere  Methoden  zu  finden  vermöchte,  in  den  unendlich  kleinen 
Gliedern    erster    Ordnung    bis    auf   einen   constanten    Factor    überein- 
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stimmen  müssen.  Vorerst  aber  sind  wir  nur  zu  diesem  Ergebnis 
gelangt: 

Satz  2:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene,  deren  Transforrftafionen 
sich  paarweis  als  invers  einander  zuordnen  lassen,  hesitgt  sicher  eine 
infinitesimale  Transformation. 

Beispiel.  Beispiel:  Wir  wollen  die  obige  zweite  Methode  auf  die  Ableitung 

einer  infinitesimalen  Transformation  der  in  §  2  des  1.  Kapitels  be- 
trachteten eingliedrigen  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Anfangspunkt 

x^  =  X  cos  a  —  i/  sin  a,     y^=  x  &m  a  -\-  y  cos  a 
anwenden.     Hier  ist   die  Rotation  mit  dem   Drehwinkel   —  £  zur  Ro- 
tation mit  dem  Drehwinkel  £  invers,  also  der  oben  mit  £  bezeichnete 
Parameter  gleich  —  £.     Die  Rotation  (f)  hat  die  Gleichungen: 
(5')  x^=  X  cos  £  —  y  sin  £ ,    2/i  =  ^  sin  b  -\-  y  cos  £. 

Die  Rotation  ( —  £  -f-  <^f)  dagegen,  welche  die  Punkte  {x^,  y^  in 
Punkte  (x,  y)  zurückführt,  die  den  Punkten  {x,  y)  unendlich  benach- 
bart sind,  hat  die  Gleichungen: 

x  =  x^  cos( —  £  -{-  ös)  —  yi  sin( —  £  +  ^b), 
y  =  x^  sin  ( —  £  -\-  8s)  -f-  y^  cos  ( —  £  -\-  de). 
Eliminiert  man  hieraus  Xy  und  y^  vermöge  (ß),  so  kommt: 
x  =  (x  cos  £  —  y  sin  s)  cos  ( —  £  -{-  df)  — 

—  (^x  sin  £  -\-  y  cos  £)  sin  ( —  £  -j-  de)  = 
=  a:(cos  £  cos  ( —  £  -\-  di)  —  sin  £  sin  ( —  £  -|-  öd))  — 

—  ^(siu  £  cos  ( —  £  -|-  <^«)  +  cos  £  siu  ( —  £  -[-  ^^))  = 
=  X  cos  ÖS  —  y  sin  ds  =  x  —  y8s  +  '  "  " 
und  ganz  ähnlich : 

y  =  x  sin  8e  -\-  y  cos  ds  =  y  -\-  xds  -[-•••. 
Die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  ist  also: 

(7')  x  =  x  —  yd£  -] ,     y  =  y-{-xds-] . 

Dies  ist  die  in  §  2,  Kap.  1,  gefundene.  Man  hätte  sich  diese  ganze 
Rechnung  ersparen  können,  da  das  Ergebnis  aus  der  geometrischen 
Anschauung  sofort  hervorgeht.  Es  lag  uns  aber  daran,  unsere  Methode 
an   einem  concreten  Beispiel    zur  Erläuterung  wirklich  durchzuführen. 

§  4.     Construction  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer 
infinitesimalen  Transformation. 

Zunächst  werden  wir  uns  jetzt  etwas  näher  mit  dem  Begriff  einer 
^'inüuitesu  infinitesimalen  Transformation  selbst  beschäftigen  und  zeigen,  wie  man 
"folmJtior'von    einer    solchen    wieder    zu    einer    eingliedrigen    Gruppe    gelangen 
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kann.  Wir  wollen  also  jetzt  ganz  davon  absehen,  dass  die  infinitesi- 
male Transformation  etwa  die  einer  eingliedrigen  Gruppe  sei,  wir 
wollen  sie  vielmehr  direct  ohne  Benutzung  des  Gruppenbegriffs  defi- 
nieren durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(9)  x'==x-{-^{x,y)dt-\ ,    y'=y-\-v{^,y)^i-\ / 

wo  I  und  r)  zwei  irgendwie  gegebene  Functionen  von  x,  y  sein  sollen 
und  dt  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeute.  Wir  denken  uns  die 
weggelassenen  Glieder  als  convergente  Potenzreihen  nach  dt,  die  mit 
Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen. 

Diese  Transformation  (9)  ist  eine  infinitesimale,  denn  sie  führt 
alle  Punkte  (x,  y)  in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte  (x,  y)  über, 
deren  Coordinaten,  wenn  wir  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  absehen,  um  die  infinitesimalen  Strecken 

(10)  dx  =  ^dt,     dy  =  ridt 

grösser   als  die  ursprünglichen  sind.     Jedem  Punkte  (x,  y)  wird  somit 

eine  unendlich  kleine  FortschreittmgsstrccJce  von  der  Länge  tun^ssuecke 

Vdx^-^df  =  yFT^  d  t  "^^^^^^"^ 

zugeordnet  und  zwar  den  verschiedenen  Punkten  im  allgemeinen  solche 
von  verschiedener  Länge  und  verschiedener  Bichtung. 

Man  erhält  ein  anschauliches  und  fruchtbares  Bild  von  der  infini-  ^mmnati- 

sche  Veran- 

tesimalen  Transformation  (9),  wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  ^^°^^^' 
zweiter  Ordnung  absieht  und  sich  vorstellt,  dass  alle  Punkte  (x,  y) 
der  Ebene  in  Bewegung  versetzt  werden  und  im  Zeitelement  dt  eben 
jene  unendlich  kleinen  Strecken  Y^^  -{-  yj^  dt  beschreiben,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  die  Längen  i,dt  und  i^dt  haben.  Dies  anschau- 
liche Bild  legt  es  uns  nahe,  die  betreffende  unendlich  kleine  Orts- 
veränderung fortwährend  nach  einander,  unendlich  oft  auszuführen. 
Im  ersten  Zeitelement  dt  gelangt  der  Punkt  (x,  y)  aus  seiner  Anfangs- 
lage in  die  neue  Lage  (x',  y),  im  nächsten  Zeitelement  dt  durchläuft 
er  alsdann  die  unendlich  kleine  Strecke  |/f  (^',  y'Y  +  ^ix,  yY  St  u.  s.  w. 
Der  ursprüngliche  Punkt  {x,  y)  kommt  durch  diese  fortwährende  Aus- 
führung der  infinitesimalen  Transformation  nacheinander  in  lauter 
neue  Lagen,  die  eine  stetige  Reihe  bilden,  also  eine  Curve  darstellen. 
Wir  denken  uns  also,  präciser  gesagt,  alle  Punkte  der  Ebene  in 
Bewegungen  begriffen,  welche  dadurch  definiert  sind,  dass  für  jeden 
Punkt  {x,  y)  die  Geschwindigkeitscomponenten  die  Werte 

haben,  die  nur  vom  Orte  (x,  y),  nicht  aber  von  der  Zeit  abhängen. 
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Die  ganze  Ortsveränderung  der  Punkte  der  Ebene  ist,  da  sie  sich 
stationäre  ypj^  Moment  zu  Moment  wiederholen   soll,   eine  sogenannte  stationäre 

Bewegung.  '  o 

Bewegung  und  kann  verglichen  werden  mit  der  Strömung  der  Massen- 
teilchen einer  compressibeln  Flüssigkeit,  bei  welcher  das  gerade  an 
der  Stelle  (x,  y)  befindliche  Teilehen  im  nächsten  Zeitelement  dt  den 
unendlich  kleinen  Weg  y^  -{■  rf  dt  durchläuft,  wodurch  seine  Coordi- 
naten  um  dx  =  ^dt  und  dy  =  rjdt  zunehmen.  Die  Zeit  t  wollen  wir 
von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ^  =  0  an  messen  unä  voraussetzen, 
ein  gewisses  Massenteilchen  befinde  sich  zur  Zeit  ^  =  0  an  der  Stelle 
{x,  y).  Dann  wird  es  durch  die  stationäre  Bewegung  zur  Zeit  t  an 
einer  andern  Stelle  (x^^,  y^  sich  befinden.  Es  ist  dies  die  Stelle,  in 
welche  der  Punkt  {x,  y)  übergeht,  wenn  auf  ihn  fortwährend  die  in- 
finitesimale Transformation  (9)  ausgeübt  wird,  und  dies  gilt  für  alle 
Punkte  (x,  y)  der  Ebene.  Die  neuen  Coordinaten  x^^,  y^  sind  Func- 
tionen der  ursprünglichen  x,  y  und  der  Grösse  t.  Wenn  t  um  dt 
wächst,  so  wachsen  x^  und  ^^  um 

dXi  =  i(x^,  y^)dt,     dy^  =  ri{x^,  y^)dt. 

Mithin  bestimmen  sich  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  aus  den  beiden 
simultanen  Difi'erentialgleichungen 

(lY)  ^^^' =  __^» =  dl 

mit  der  Anfangsbedingung:  Für  i(  =  0  soll  a;i  =  a?,  y^  =  y  sein. 
Durch  Integration  dieses  Systems  ergeben  sich  für  rr^  und  y^  gewisse 
Werte: 

(12)  X,  =  ^{x,  y,  t),     y,  =  W{x,  y,  t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x  und  y  reducieren. 

Diese    unsere    kinematische    Betrachtungsweise    zeigt    nun    leicht, 
dass  die  Integralgleichungen 

^i  =  ^(^;  y,  0;  Vi  =  *J^C^.  y>  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bestimmen.  Denn  wenn 
unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  t^  die  Punkte  {x,  y) 
nach  den  Stellen  (iCj,  y^)  und  danach  im  Laufe  der  Zeit  t^  diese 
neuen  Punkte  (x^,  y^)  nach  den  Stellen  (^x^,  y^)  führt,  so  leuchtet  ein, 
dass  unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  ^^  -f-  ^  die  ur- 
sprünglichen Punkte  {x,  y)  in  die  Lagen  {x.^,  2/2)  überführt,  analytisch 
ausgedrückt:  Die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  (ßi)  und  (^2) 
aus  der  Schar  der  00^  Transformationen  (12)  ist  äquivalent  einer 
einzigen  Transformation  {t^  -{-  t^)  dieser  Schar.  Die  Schar  (12)  stellt 
also  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
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Jetzt  wollen  wir  diese  nicht  ganz  streng  formulierte  kinematische 
Betrachtung  verlassen  und  sie  durch  ein  strenges  analytisches  Raison- 
nement  ersetzen. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  HeSung 

Jr  fhj  ■  einer  ein- 

bestimmen  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  und  von  den  zu  ^  ==  0 
gehörigen  Anfangswerten,  als  welche  wir  x^  =  x,  Pi  =  y  wählen.  Um 
diese  Functionen  x^^,  y^  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  das  simultane 
System 

(11)  -/^  =  -^  =  dt 

mit  den  vorgeschriebenen  Anfangs  werten:  x^  =  x,  Pi  =  y  für  ^  =  0 
zu  integrieren. 

Da  der  Differentialquotient  -—^  =l(^i>!/i)  für  ^  =  0  den  Wert 
i,{x,y)  annimmt,  so  erhalten  die  Integralgleichungen 

(12)  x,  =  0(x,y,t),     y,  =  W(x,y,t), 

wenn  sie  nach  Potenzen  von  t  entwickelt  werden,  offenbar  die  Form 

'^1  =  ^+  U^,y)t-\ 


(12') 

und  sie  stellen  oo^  Transformationen  der  x,  y  in  die  x^^,  y^  dar.  Wir 
wollen  jetzt  rein  analytisch  beweisen,  dass  diese  Transformationen 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bilden.  Um  den 
Beweis  zu  liefern,  müssen  wir  uns  mit  der  Art  der  Integration  des 
Systems  (11)  etwas  näher  beschäftigen. 

Zur    Integration    kann    man    so    verfahren:    Zunächst    besitzt    die 
Differentialgleichung  zwischen  x^  und  y^: 

dx^       di/j 

ein  Integral   ^{Xj^,  y^,   das,   da  es  frei   von  t  ist,   auch  Integral  des 

ganzen    simultanen    Systems    (11)    sein    muss.     Um    nun    ein    zweites 

Integral    des   Systems  zw   finden,    das   nicht  frei   von   t  ist,    hat   man 

vermöge 

•^(^1 7  ?/i)  =  c  (=  Const.) 
etwa  y^  aus 

zu  eliminieren  und  die  entstehende  Differentialgleichung  zwischen  a;^ 
und  t  (die  ausserdem  im  allgemeinen  noch  c  enthält)  zu  integrieren. 
Dies  geht,  da  die  linke  Seite  frei  von  t  ist,  durch  eine  Quadratur  und 

Lie,  Bifferentialgleichungon.  8 
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giebt  ein  Integral  von  der  Form  F{x^  ,c)  —  t.  Dies  ist  aber  nocli  kein 
Integral  des  Systems  (11).  Vielmehr  muss  erst  wieder  c  vermöge 
Sl  =  c  fortgeschafft  werden.  Dadurch  geht  dann  ein  zweites  Integral 
des  Systems  (11)  hervor  von  der  Form 

Als  Anfangsbedingung  wurde  festgesetzt,  dass  für  i^  =  0  auch 
Xi  =  X,  yx=  y  sein  soll.     Demnach  stellen  die  Gleichungen 

^''^  \w{x„y,)-t  =  W{x,y) 

das  Ergebnis   der  Integration  dar.     Durch  Auflösung  derselben  nach 

a?i  und  2/i  ergeben  sich  dann  die  Integralgleichungen  in  der  Form  (12), 

de^Gru"^°'*-         ^^^   behaupteten  nun,    dass   diese   eine   eingliedrige   Gruppe  mit 
eigenschaft.  (\qj^  Parameter  t   darstellen.     Dies   geht  aus  der  Form  der  nicht  auf- 
gelösten Gleichungen  (13)  unmittelbar  hervor: 

Denn  die  Transformation  der  Schar  (12)  oder  (13),  welche  dem 
Parameter  t  zugehört,  führt  die  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  {x^,  y^) 
über,  die  sich  aus  (13)  bestimmen.  Eine  zweite  Transformation  der- 
selben Schar  mit  dem  Parameter  t^  wird  die  Punkte  (x^^,  y^  weiter 
in  die  Punkte  {x.^,  y^  überführen,  deren  Coordinaten  sich  aus  den  zu 
(13)  analogen  Gleichungen 

(14) 


W{x,,  y,)  -t,  =  W{x„  ?A) 
berechnen   lassen.     Will  man   nun   die  Transformation  haben,   welche 
sofort  die  Punkte  {x,  y)  in  die  Endlagen  {x^,  ^/2)  bringt,  so  hat  man 
nur  aus  (13)  und  (14)  die  Zwischenwerte  x^,  y^  zu  eliminieren.     Dies 
macht  sich  sehr  leicht,  es  kommt: 

i>l(x^,y^)  =  Sl{x,y), 
W{x,,y,)-{t+Q^W{x,y). 
Aber  diese  beiden  Gleichungen  stellen,  nach  x^  und  y^  aufgelöst,  nichts 
anderes  dar,  als  die  Transformation  mit  dem  Parameter  t  -\-  t^,  welche 
der  durch  (13)  bestimmten  Schar  von  oo^  Transformationen  angehört. 
Jene  Schar  hat  also  in  der  That    die  Gruppeneigenschaft. 

Diese  eingliedrige  Gruppe  enthält  auch  zu  jeder  Transformation 
mit  beliebigem  Parameter  t  die  inverse.  Letztere  ist  die  mit  dem 
Parameter  —  ty  denn  beide  nach  einander  ausgeführt  geben  ja  die 
Transformation   mit  dem  Parameter  t  —  t=0,   d.  h.  die,   für  welche 

-^(^1,  ^i)  =  ^{^,  y)^   "^(^1^  ^i)  =  ^^i^y  y) 

oder  ^j  =  X,  y^  ==  y  ist,  also  die  identische. 
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Erinnern  wir  uns  ferner  daran,  dass  die  gefundene  Gruppe  auch 
durch  die  Gleichungen  (12')  darstellbar  ist,  so  erkennen  wir  noch, 
dass  sie  (wenn  t  unendlich  klein  angenommen  wird)  eine  infinitesimale 
Transformation 

x  =  X  +  l{x,  y)8t  -\ ,     y  =y  -^  ri{x,  y)dt  H 

enthält,  die  mit  der  vorgelegten  infinitesimalen  Transformation  (9)  in 
den  unendlich  kleinen  Gliedern  erster  Ordnung  übereinstimmt. 

Die  Entwickelungen  (12')  der  endlichen  Gleichungen  unserer 
Gruppe  werden  durch  das  simultane  System  (11)  bestimmt  und  es  ist 

nicht  schwer,   auch  die  Coefficienten  von  - — -    anzugeben.     Nach  dem 

Maclaurin'schen  Satze  sind  diese  nämlich  -~  und  ,f^  für  ^  =  0. 
Nun  aber  liefert  (11): 

dt''  dx^         dt     '         dyi         dt 

Für  ^  =  0  wird  dies  zu: 

Ähnlich   bestimmt  sich  der  Coefficient  \-~]       von  -r^     in  der  Ent- 

Wickelung  von  y^  nach  t. 

Wir  formulieren  nunmehr  unsere  Ergebnisse  in  dem 
Theorem  1.     Jede  infinitesimale  Transformation 

gehört,  wenn  von  unendlieh  Meinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  algesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems 

d^'i      __      dy^       ^ 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  x^=  x,  yi  =  y  für  f  =  0  sein 
soll,  in  der  Form 

W{x„y,)-t  =  W{x,y), 

oder,  nach  x^  und  y^  aufgelöst  und  nach  t  cntivichelt,  in  der 
Form:  » 
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x,=x-\-  i{x,y)  I  +  (l  ^^  +  .^  |1)  ^  +  •  •  •, 

y.  =  y  +  ni^,  ^)  |  +  (^  ||  +  ^  |j)  l^  +  •  •  •• 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation ,  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
mit  der  gegebenen  infinitesimalen  Transformation  überein- 
stimmt*). 

Beispiele.  1.  Beispiel:  Es  sei  vorgelegt  die  infinitesimale  Transformation 

(9')  Xi  =  x  —  tjdt,     y^  =  y  -{-  xdt, 

sodass 

K^,y)  =  —  y,   n(^,y)  =  x 

ist.     Das  simultane  System  lautet  also: 

(in  l^  =  ^Jh  ^dt. 

Zunächst  liefert  die  Differentialgleichung 

dxy   dyi 

oder 

x^dxi  -f-  y^dy^  =  0 
das  Integral 

Setzen  wir  es  gleich  einer  Constanten  li^: 

X,'  +  y,'  =  ¥ 


und  eliminieren  wir  hierdurch  y^  =yk'^  —  x^^  aus  der  Gleichung 

-2/.  ' 

so  kommt  die  Differentialgleichung 

dx-^ 

mit  dem  Integral 


=  dt 


*)  AnfäDgern,  denen  die  vorstehenden  Entwickelungen  vielleicht  etwas 
schwierig  geworden  sind,  möchten  wir  den  Rat  erteilen,  den  Rest  dieses  Capitels 
mit  Ausnahme  der  nachfolgenden  Beispiele  vorerst  zu  überschlagen,  um  ihn  später 
gelegentlich  nachzuholen.  Freilich  muss  ein  solcher  Leser  alsdann  die  Thatsache, 
die  in  §  5  bewiesen  wird,  ohne  Beweis  als  richtig  hinzunehmen:  Eine  eingliedrige 
Gruppe  in  x,  y  mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  nur  eine  infinite- 
simale Transformation,  wenn  der  Wert  der  infinitesimalen  Constanten  8t  als 
nebensächlich  angesehen,  d.  h.  TcSt  als  derselbe  wie  St  betrachtet  wird,  wenn  Tc 
eine  Constante  vorstellt.  Ein  solcher  Leser  wird  also  das  Theorem  2  des  §  5 
ohne  Beweis  als  richtig  annehmen  müssen. 
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—  arc  sin  j t 

Hieraus    ist   nun  Je  =  V^V  +  Vi^    wieder    zu   entfernen,    wodurch   das 
zweite  Integral 

W{x„,j,)  -  <  =  -  arc  sin  ^^^--^  -  < 

unseres  simultanen  Systems  (IT)  hervorgeht.     Danach  sind 
(13')  \  .  X.  .  .  X 


arc  sin ? :  —  t  =  —  arc  sm 


die  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  (9')  er- 
zeugten Gruppe.  Ihre  Auflösung  nach  x^  und  y^  ist  in  dieser  Form 
etwas  umständlich.  Bequemer  wird  sie,  wenn  man  die  Integralglei- 
chungen des  simultanen  Systems  (11')  in  einer  für  dies  Beispiel  ge- 
schickteren Form  annimmt.     Wir  fanden  als  erstes  Integral 

^i'  +  yi'  =  ^S 

als  zweites  zunächst 


arc  sm 


Xf 


l  —  t  =  —  c  (==  Const.) 


k 
oder 

y-  =  sin(c  —  t), 
sodass  aus  dem  ersten  folgt 

y  =  cos  (c  —  0- 

l^\ir  ^  =  0  soll   Xi^  =  X,  l/x  =  y   sein.     Demnach  haben   wir   die  vier 

Gleichungen 

Xi  =  Je  sin  (c  —  t),     ?/i  =  A;  cos  (c  —  t), 

X  =  Je  sin  c,  y  =  J^  cos  c, 

und  hieraus  sind  die  Constanten  c  und  Ji  zu  eliminieren.     Es  kommt: 
'^x^^  =  Je  (sin  c  cos  t  —  cos  c  sin  t)  =  x  cos  t  —  y  sin  t, 


(12") 

[iji  =  Je  (cos  c  cos  ^  -f-  sin  c  sin  t)  =  x  sin  t  -{-  y  cos  t, 

und  diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar,  nämlich  die  uns  schon  bekannte  Gruppe  der  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt. 

Auch  stimmt  ihre  infinitesimale  Transformation,  wie  wir  schon 
von  früher  her  wissen,  mit  (9')  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
übereiu. 

2.  Beispiel:    Liegt  die  infinitesimale  Transformation 
(9")  Xx=X-{-  xdt,     y^  =  y-\-yöt 

vor,  so  lautet  das  simultane  System 
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(11")  ^J^==^-y±  =  dt 

und  giebt  integriert: 

lg  a^i  —  lg  rr  =  lg  i/i  —  lg  «/  =  ^ 
oder: 

Diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Bei  einer  Transformation  derselben  werden  alle  Abscissen  und  Ordi- 
naten  in  demselben  Verhältnis  geändert,  d.  h.  die  ganze  Ebene  vom 
Anfangspunkt  aus  ähnlich  vergrössert  oder  verkleinert.  ^  =  0  giebt 
die  identische  Transformation,  t  =  dt  also  eine  infinitesimale.    In  der 

That  ist  ja  e^'  =  1  -{-  y  ~f~  i~^  +  ■  '  '  ^^^  ^i®  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe: 

(,   ,  öt  ,    dt'    .       \  /.   .  dt  .    st'    .       \ 

stimmt  mit  der  vorgelegten  (9")  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 

§  5.    Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe  nur  eine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  und  durch  dieselbe  bestimmt  ist. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  eingliedrigen  Gruppe  des  §  o  zurück: 

(15)  a\  =-  (p{x,  y,  a) ,     v/i  =  t{-^,  U,  «)• 

Wir  fanden,  dass  sie  jedenfalls  eine  infinitesimale  Transformation  be- 
sitzt (Satz  2).     Wir  dürfen  daher  voraussetzen,  es  sei 

(IG)        X  =  X  -\-  i[x,  y)öt-\ ,     //'  =  7/  +  r]{x,  y)8t  -] 

eine    gewisse    infinitesimale    Transformation    der    Gruppe    (15).      Die 
höheren  Glieder  in  dt  sind  nicht  mitgeschrieben. 
Beihenfoige  Wir  wollcu  uuu  uach  der  Transformation  (15)  unserer  Gruppe  mit 

einer  end-  .... 

liehen  u.  in- dem    Parameter   a   die    mfinitesimale   Transformation   (16)    ausführen, 
Transfor-  welche  die  durch  (15)  nach  den  Stellen  {x^,  y^)  transformierten  Punkte 
(x,  y)  weiter  führt  nach  den  Stellen  (x^,  y^)'- 

x^  =  XyAr  l{x^,  y^)dt  -\ ,     y,  =  y^  -\r  ni^i^Vi)^^  +  '  '*• 

Die  Zwischenwerte  x^,  y^  könnten  wir  hieraus  vermöge  (15)  elimi- 
nieren. Wir  wollen  dies,  um  nicht  zu  umständliche  Ausdrücke  zu 
erhalten,  nur  teilweis  ausführen: 

,  =  (p{x,y,a)-{-l(Xi,y^)8t-\ , 


(17)  , 

Xy-z  =  ^{x,  y,  a)  -{-  y]ix^,  y^)  8t  + 
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Hierin  sind  also  unter  x^  und  ^/^  die  Werte  (15)  in  x,  y  und  a  zu  ver- 
stehen. Diese  Transformation  (17)  ist  die  Reihenfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Gruppe,  der  Transformation  (a)  und  einer  unendlich 
kleinen.  Sie  ist  mithin  einer  Transformation  der  Gruppe  äquivalent, 
die  sich  von  der  Transformation  (a)  nur  um  unendlich  wenig  unter- 
scheidet, also  etwa  dem  Parameterwert  a  -\-  8a  zugehört,  wo  da  wie 
das  obige  8t  eine  infinitesimale  Grösse  bedeutet.  Wie  allgemein 
zwischen  den  Parametern  a,  a^  zweier  aufeinander  folgender  Trans- 
formationen der  Gruppe  und  dem  Parameter  X  derjenigen  Transfor- 
mation derselben,  welche  dieser  Reihenfolge  äquivalent  ist,  eine  Relation 
besteht,  welche  X  als  Function  von  a  und  a^  allein  darstellt,  so  ist 
auch  in  dem  jetzigen  speciellen  Fall  der  Parameter  a  -{-  8a  eine 
Function  von  a  und  8  t  allein,  also  auch  8  a  hängt  nur  von  a  und  8t  ab. 
Die  Transformation  (a  -{-  8d),  welche  der  Transformation  (17) 
äquivalent  ist,  lautet: 

X2  =  (p  {x,  y,  a  -{-  8  a),     y.^  =  ip{x^  y,  a  -\-  8  a) 
oder  ausgeführt: 

.  \    ,    d  cp  (x,  y,  a)    .^       , 

^2  =  <p{x,  y,  a)  +  -^-f—^  ö  «  H — , 

7/2  =  ^(^JC,  y,  a)  +     ^  g'/^       8a -\ . 

Vergleichen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Werten  (17)  von  x^  und  y.^, 
so  ergiebt  sich: ' 


(18) 


Hierin  sollen,  wie  mau  nicht  vergessen  darf,  x^  und  y^  die  durch  (15) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y  und  a  bedeuten  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  sollen  umgekehrt  x,  y  die  durch  (15)  bestimmten  Functionen 
von  x^,  y^  und  a  sein. 

Die  Gleichungen  (18)  müssen  nach  Voraussetzung  bestehen  für 
alle  Werte  von  x,  y  und  a.  8a  und  8t  sind  gewisse  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  ist  8a  eine  Function  von  8  t  und  a. 

Erteilen  wir  den  Grössen  x,  y  irgend  welche  bestimmte  Zahlen- 
werte, so  hängen  x^  und  yy  nach  der  Gleichung  (15)  nur  noch  von  a  ab. 
Also  stellt  dann  jede  der  Gleichungen  (18)  eine  Relation  zwischen  8t 
und  8a  her,  die  ausserdem  noch  a  enthält.  Diese  Relationen  müssen 
natürlich   mit  derjenigen   übereinstimmen,   welche  8a  durch  8t  und  a 
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ausdrückt.  Nun  können  wir  uns  die  Zahlen  Xy,  y^  sicher  so  gewählt 
denken,  dass  links  und  rechts  die  ersten  Coefficienten  einer  der  beiden 
Relationen,  nämlich  die  Grössen 

oder  die  Grössen 

nicht  gerade  verschwinden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Grössen  ^(3:^1,^1),  ^{xi,yx)  nicht 
beide    identisch    verschwinden.     Wir   können   daher   annehmen,    dass   etwa 

^  (^1  y  Vi)  laicht  identisch  verschwindet.     Alsdann  kann  auch   -^^^~—    nur 

für  ganz  besondere  Ausnahmewerte  von  x,  y,  a  verschwinden,  denn  anstatt 
x^,  2/1  bestimmt  zu  wählen,  kann  man  auch  wegen  (15)  x^  y  bestimmt  an- 
nehmen.     Unter  x,   y   hat  man    also   ganz   beliebige   Zahlenwerte   zu   ver- 

Ö  W  ( CC    "W    et") 

stehen  und  für  solche  ist  — \.'    — --  nicht  stets  Null,  da  sonst  w  frei  von 

da  '  ^ 

a  sein  müsste,   d.  h.  x  bei   der  Gruppe    überhaupt  nicht  transformiert  und 

also   'E,  (x^ ,  y^)  ^  0  sein  würde. 

Die  erste  oder  zweite  Relation  (18)  giebt  demnach  bei  bestimmter 
Wahl  der  Werte  x^,  y^  die  Beziehung  zwischen  da,  dt  und  a  in 
der  Form 

u^  dt  -{-  11^  dt'^  -j-  •  •  •  =  v^  da  -f-  v^  ^^^  +  *  "  '? 

in  der  w^,  «ig  •  •  •;  ^d  *^2  '  '  "  ^^^  ^  abhängen  und  ii^  und  v^^  beide  ver- 
schieden von  Null  sind.  Wenn  aber  zwischen  zwei  Grössen  da  und 
dt  eine  derartige  Beziehung  besteht,  so  lässt  sich,  wie  man  in  der 
Functionen theorie  nachweist,  auch  da  in  eine  Potenzreihe  von  dt  ent- 
wickeln : 

da  =  iVi  dt  -{-  iv^  df^  -\-  ■  •  -, 

deren  erster  Coefficient  iv^  es  0  ist.  iv^,  u\^  •••  sind  gewisse  Functionen 
von  a.  Diesen  Wert  von  da  substituieren  wir  in  (18),  indem  wir 
nunmehr  wieder  in  (18)  ic^  und  y^  als  Veränderliche  auffassen.  Als- 
dann dividieren  wir  die  Formeln  durch  dt  und  gehen  schliesslich  zur 
Grenze  für  dt  =  0  über.     Dadurch  kommt: 

(19) 

(^(^1,^1)=   ~  Va         ^i^'')- 

In  diese  beiden  Gleichungen  können  wir  nun  noch  die  aus  (15)  fol- 
genden Werte  von  x,  y,  ausgedrückt  in  x^,  y^,  einsetzen  und  erhalten 
dadurch  zwei  Relationen  von  der  Form 
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(19') 

Dieselben  gelten  für  die  Coefficienten  |,  rj  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (16)  der  Gruppe,  von  der  wir  ausgingen.  Sie  müssen 
für  jedes  Wertsystem  x^,  y^,  a  richtig  sein,  ihre  linken  Seiten  aber 
sind  frei  von  a,  ihre  rechten  Seiten  enthalten  also  nur  scheinbar  a, 
d.  h.  X  und   Y  haben  die  Form 

« 

X{x^,  yi,a)=  -^^^^      ,      i[x,,  y„  a)  __     ^^^^^ 

Erteilen  wir  nun  in  den  Gleichungen  (19')  der  Grösse  a  einen  be- 
stimmten Wert  ä,  so  gehen  X{x^,  y^^  a)  und  Y{x^,  y^,  a)  in  Functionen 
von  x^,  y^  allein  über: 

X{x^,  y,,ä)  =  X(x„  yj,     Yix^,  y^,  ci)  =  Y{x^,  y,), 

während  tVi(a)  in  eine  Constante  sich  verwandelt.  Demnach  sind 
K^n^i)?    "^(^u^i)   bestimmt  bis  auf  einen  constanten  Factor  K: 

K^i;  «/i)  =  ^^  ^(^1'  2/?);      Vi^i,  Vi)  =  l^y(x^,  y,), 

und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (16)  unserer 
Gruppe. 

Irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe,  etwa 

x=x-\-^dt-\ ,    y  =  y  -{-  V  ^i  -\ 

und 

x'=x  +  ldt-}----,     y'  =  y  +  ^d^  +  ... 

können  sich  daher  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen 
constanten  Factor  k  unterscheiden,  indem 

ist.  Aber  zwei  solche  infinitesimale  Transformationen,  deren  Glieder 
erster  Ordnung  (die  höherer  Ordnung  kommen,  da  8t  infinitesimal 
ist,  nicht  in  Betracht)  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden, nennen  wir  von  einander  abhängig,  da  sie  im  Grunde  genom- 
men übereinstimmen,  denn  beide  ordnen  den  Punkten  proportionale 
Fortschreitungsstrecken  zu  und  ausserdem  ist  die  Constante  8t  doch 
nur  insofern  bestimmt,  als  sie  unendlich  klein  sein  soll,  sodass  li8t 
dasselbe  wie  8t  bedeutet.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transformation;  oder 
exacter   ausgesprochen:     Alle   infinitesimale   Transformationen   einer   ein- 
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gliedrigen  Gruppe  stimmen  bis  auf  einen  blossen  Zahlenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um  uns  iu  (19)  von  dem  constanten  Factor  w^  zu  befreien, 
führen  wir  in  unsere  Gruppe 

(15)  x^  =  (p{x,  y,  a),     y^  =  ^l^ix,  y,  a) 

Neuer     au  Stelle   von  a  eine  passend   gewählte  Function  t  von  a  als  Para- 

Parameter.  ...  . 

meter  ein,  indem  wir  setzen: 

a 

(20)  t^   l~j-^, 

wo  vorausgesetzt  ist,  dass  wie  früher  «^  der  zur  identischen  Trans- 
formation gehörige  Wert  von  a  ist.  Dadurch  gehen  die  Functionen 
x^  und  y^^  von  x,  y  und  a  in  solche  von  x,  y  und  t  über,  indem  die 
Gleichungen  der  Gruppe  (15)  durch  Einführung  von  t  etwa  die  neue 
Form  annehmen: 

(21)  X,  ==  ^{x,  y,  t),     y,  =  W{x,  y,  t). 

Da  wegen  (20)  ^  =  0  für  a  ==  a^  wffd,  so  ist  klar,  dass  in  der  neuen 
Form  (21)  der  Gruppe  dem  Parameter  wert  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation x^  =  X,  yx=  y  zugehört. 

Nunmehr  können  wir  (19)  so  schreiben: 

.  ,       ,,\_  cq){x,y,  a)   da  ^^  c^jx,  y,t) 
iK^i^Vi)—  ga  dt-'         dt        ' 

^/^    ,.  \  _  ctpjx,  y,a)  da d  W(x,  y,  t) 

oder  auch: 

U^^,y,)=^l, 

weil  ja  Xi,  y^  die  Functionen  (15)  von  a  oder  (21)  von  t  sind. 

Die  den  ursprünglichen  Gleichungen  (15)  der  Gruppe  äquivalenten 
Gleichungen  (21)  derselben  sind  mithin  die  Integralgleichungen  des 
simultanen  Systems 

mit  den  Anfangswerten  x^  =  Xj  y^  =  y  für  ^  =  0. 
Bestimmung         Da  dicscs  simultauc  System  und  also  auch  seine  Integralgleichungen 
durch  ihre  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  nur  die  ersten  Glieder: 

infinites!- 
"formaüo^n."  X    =  X  -\-^{x,  y)  Ö  t,       y    =  y  -\-  vi^}  V)  ^  ^ 
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der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  angiebt,  so  ist  die 
Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  definiert,  also: 

Satz  4:     Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  ist  durch  ihre  infini- 
tesimale Transformation  völlig  definiert, 
odej"  auch: 

Satz  5:    Jede  infinitesimale  Transformation 

X  =x-{-l{x,y)dt,     y  =y  -\-  r]{^,y)dt 
gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  an. 

Dass  dies  nämlich  für  jede  infinitesimale  Transformation,  nicht 
nur  für  eine  solche  gilt,  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  dsss  sie 
einer  Gruppe  angehört,  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Pa- 
ragraphen, aus  Theorem  1. 

Die  Ergebnisse   dieses    und  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  g^gg^^^ 
nun  in  knapper  Form  so  zusammenfassen: 

Theorem  2:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paar- 
tveis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  in- 
finitesimale Transformation.  Jede  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Ebene  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transformationen. 

Dies  Theorem  ist  also  so  zu  verstehen: 

Liegt  eine   eingliedrige  Gruppe   der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  vor,  so  können  die  Reihenentwickelungen 
x^  =  x-{-  ^{x,  y)t-\ 

Vi  =  y-\-v(^>y)H — 

derselben  freilich  unendlich  viele  Formen  annehmen,  welche  sich  aber 
in   den  Gliedern   erster   Ordnung  nur  dadurch    unterscheiden,    dass   an 

Stelle  von  |  und  7}  resp.  Ä|,  krj  und  -r  statt  t  gesetzt  wird. 

Liegen  andererseits  zwei  Reihenentwickelungen  , 

Xy=x+  ^(x,y)t-\ 

yi  =  y  +  n  {^,  y)H — 

vor,  so  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren 
Reihenentwickelungen  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit  diesen  über- 
einstimmen. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen,  der  Begrift' 
der  eingliedrigen  Gruppe,  entwickelt  worden.  Im  nächsten  Kapitel 
werden  wir  nun  mehrere  mit  der  eingliedrigen  Gruppe  eng  verbundene 
Begriffe  und  Sätze  ableiten. 
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Eiugiicdrige  Infolge  unseres  Theorems  2  kann  es  keinem  Zweifel   unterlieajeD, 

Gruppe,  er-  O  0       7 

tnef infird- ^^^  Unter  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene,  erzeugt  von  einer  ge- 
Trtnsfo^r"  Q^^enen  infinitesimalen   Transformation,    zu    verstehen  ist.     Diese  Aus- 
matiou.    drucksweise  werden  wir  öfters   gebrauchen. 

Beispiele.  Wir    fügcu    ZU   dicscm  Kapitel  noch   einige  Beispiele  hinzu,    die 

der  Anfänger  sorgfältig  durchrechnen  möge. 
1.  Beispiel:     Die  Gleichungen 

xy 


x^  =  Vx^  -\-xyt,     y^ 


Yx^  -\-  xyt 

stellen   eine   eingliedrige  Gruppe   dar.     Um   dies   zu  verificieren,   kann 
man  so  verfahren:     Es  ist  oifenbar 

x,y^  =  xy 
und 

2/1  ~~       ^'^z  y        ' 

Diese    beiden  Gleichungen    aber    haben    die   in    Theorem  1   (§  4)    an- 
gegebene Form,  indem  hier  ^{x,  y)  ^  xy,     W{x,  y)^  —  ist. 

^  =  0'  liefert    die    identische    Transformation    der    Gruppe,    also 
t  =  dt  die  infinitesimale.     Es  ist  aber: 


Yx'  +  xydt  =  x'l/l  -\-ldt  =x{l-i-^ldt-\-  -.), 
sodass 


x,=x  +  ^ydt-] ,    yi  =  y  —  ^^öt--- 


l 

OL 

die  infinitesimale  Transformation  vorstellt.     Hier  ist 

1^ 


'demnach  gehen  rückwärts  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  her- 
vor durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

was  man  sofort  verificieren  kann. 

2.  Beispiel:     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen: 

1^  ,  xy  —  t 

Xi  —  X  -f-  t,     y^ x~4^t 

eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen  und  dass  hier 
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zu   setzen   ist.     Ferner  verificiere  man,    dass  x^  und  y^  als  Functionen 
von  t  das  simultane  System 

dx^  ^^  —  x^dy^  _  ^^^ 

erfüllen. 

5.  Beispiel:    Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  x^^^  y^  die  Wur- 
zeln u  der  quadratischen  Gleichung 

(ii  —  x)  (ti  —  y)  -{-  t  =  0 
bedeuten,  alsdann   die'  Werte   von  x^,  y^   ausgedrückt   in  x,  y,  t  eine 
eingliedrige    Gruppe    darstellen.      Die    quadratische    Gleichung    lautet 

ausmultipliciert: 

u^  —  {x  -\-  y)u  -\-  xy  -\-  t  =  0. 

Nach  einem  Elementarsatze  ist  also: 

^1  +  «/i  =  ^  +  ?/; 

^1  yi  =  ^y  -\- 1- 

Dies  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

W{x,,y,)-t  =  W{x,y), 
wie  sie  in  Theorem  1  (§  4)  vorkommen  und  stellen  daher  nach  Xy,  yy 
aufgelöst  eine   eingliedrige  Gruppe    dar.     Man  bilde   die  Auflösungen 
und  zeige,  dass  die  Gleichungen 

,8t,  ,       St      , 

die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  geben. 
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Symbol  einer  infliiitesimalen  Transformation  nnd  einfache  Formen 
einer  eingliedrigen  Ornppe  der  Ebene. 

Wir  werden  zunächst  zeigen,   dass   man  durch  Einführung  neuer  imiaitsan- 

-,  •  /-N  •  •  •     1    •        gäbe  dieses 

Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe  wiederum  eine  eingliedrige  Kapitels 
Gruppe  erhält.  Alsdann  werden  wir  finden,  dass  sich  alle  eingliedrigen 
Gruppen  der  Ebene  durch  Einführung  zweckmässiger  neuer  Variabein 
auf  eine  gemeinsame  einfache  Form  bringen  lassen.  —  Danach  legen 
wir  besonderen  Nachdruck  auf  das  Symbol,  das  wir  mr  Darstellung 
einer  infinitesimalen  Transformation  einführen  werden.  Die  Wichtigkeit 
dieses  Symbols  wird  sich  als  sehr  bedeutend  herausstellen,  unter  an- 
derem  wird   es   uns  gelingen,  die   endlichen  Gleichungen   einer   durch 
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eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Benutzung  des  Symbols  in  einer  bemerkenswerten  Form 
darzustellen. 

§  1.     Einführung  neuer  Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Zweierlei  Wenn   zwischen    zwei   Veränderlichenpaaren    x,  y  und  g,   t)  Glei- 

einer  Trans- chungen  icstgesetzt  Werden: 

formation. 

(1)  i  =  k{x,y),     \)  =  ii(x,y), 

so  stellen  sie,  vorausgesetzt,  dass  sie  auch  nach  x,  y  auflösbar  seien, 
eine  Transformation  dar.  Bisher  haben  wir  eine  Transformation  immer 
als  eine  Operation  aufgefasst,  welche  die  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in 
die  neuen  Lagen  (^,  tf)  überführt,  also  als  eine  Ortsveränderung,  sagen 
wir  als  eine  Bewegung  aller  Punkte  der  Ebene.  Aber  wir  können 
die  Gleichungen  (1)  auch  anders  auffassen. 
Beispiel.  Wenn  wir  z.  B.  die  Gleichungen  ansetzen: 

(2)  r^Vx'-j-y^     9)  =  arctg-|, 

durch  welche  x,  y  in  r,  (p  transformiert  werden,  und  wir  verstehen 
unter  x,  y  rechtwinklige  Punktcoordinaten,  unter  r,  (p  dagegen  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Anfangspunkt  des  Axensystems  als  Pol  und  der 
positiven  ic-Axe  als  Anfangsstrahl,  so  ist  der  Punkt  {x ,  y)  genau 
identisch  mit  dem  Punkt  (r,  (p).  Die  Gleichungen  (2)  stellen  in  dieser 
Auffassung  keine  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  der  Ebene  dar,  son- 
dern vermitteln  nur  den  Übergang  von  einem  Coordinatensystem  zu 
einem  anderen. 
Neues  Co-  Qq    können    wir    allgemein    die    Gleichungen    (1)    betrachten    als 

ordmaten-  ..    ^  o  \    / 

ByBtem.  Formeln,  welche  den  Übergang  von  dem  System  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  x,  y  zu  einem  gewissen  anderen  Coordinatensystem 
j,  \)  in  der  Ebene  bewerkstelligen.  Dort  sind  a7  =  Const.  und  ?/ ==  Const. 
die  Coordinaten-  oder  Parameterlinien,  hier  sind  es  die  Curven  g=  Const. 
und  \)  ==  Const.,  die  im  ursprünglichen  Coordinatensystem  die  Glei- 
chungen l{x,y)  =  Const.,  (i{x,y)  =  Const.  haben.  Bei  diesem  Über- 
gange von  den  Werten  x,  y  zu  den  Werten  j,  l)  bleiben  also  alle 
Punkte  der  Ebene  in  Ruhe,  die  Gleichungen  (1)  stellen  einen  bloss 
analytischen  Process  dar,  der  mit  den  geometrischen  Gebilden  selbst 
nichts  zu  thun  hat. 

Es  sei  nun  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt: 

(3)  x^=(p  ix,  y,  t) ,     y,  =  ^{x,  y,  t). 


Neue  Ver- 
änderliche 
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Wir  haben  früher  eine  Gruppe  definiert  als  eine  Schar  von  oo^ 
Transformationen,  welche  die  Eigentümlichkeit  hat,  dass  die  Reihen- 
folge zweier  Transformationen  der  Schar  einer  einzigen  Transformation 
derselben  Schar  äquivalent  ist.  Fassen  wir  diese  Transformationen  in 
der  gewohnten  Weise  als  Operationen  auf,  durch  welche  die  Punkte 
der  Ebene  in  neue  Lagen  gelangen,  so  ist  also  eine  eingliedrige  Gruppe 
eine  Schar  von  oo^  solchen  Operationen  oder  Bewegungen  aller  ein- 
zelnen Punkte  der  Ebene,  sodass  die  Reihenfolge  zweier  dieser  Be- 
wegungen einer  einzigen  ebenfalls  in  der  Schar  enthaltenen  Bewegung 
aller  Punkte  der  Ebene  gleich  ist.  Dies  ist  eine  rein  geometrische 
Auffassung  der  Gruppe. 

Wenn  wir  nunmehr  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (1)  ^ 
neue  Veränderliche  J,  t)  einführen,  so  hat  dies  —  wenn  die  Gleichungen  J^uppe. 
(1)  in  der  auseinandergesetzten  Weise  als  Vermittler  der  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  betrachtet  werden  —  keinen  Einfluss 
auf  die  geometrische  Bedeutung  der  Gruppe  als  einer  Schar  von  oo^ 
Bewegungen  aller  Punkte.  Diese  Bewegungen  werden  eben  nur  auf  ein 
neues  System  von  Coordinaten  bezogen.  Der  Punkt  (x,  y)  hat  im 
neuen  System  die  Coordinaten  j;,  t)  und  analog  werden  wir  die  Co- 
ordinaten des  transformierten  Punktes  {x^,  y^)  im  neuen  System  mit 
jj,  t)i  bezeichnen,  sodass 

(4)  '  h  =  '^(^i,  yi)>     ^1  =  K^u  Vi) 
ist. 

Wir  können  auch  direct  jc^  und  l)i  als  Functionen  von  g  und  l) 
darstellen,  indem  wir  aus  (1),  (3)  und  (4)  x,  y  und  x^,  y^  fortschaffen. 
Alsdann  werden  die  oo*  geometrischen  Operationen,  welche  unsere 
Gruppe  bilden,  im  neuen  Coordinatensystem  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

(5)  h  ==  Hh  ^,  0;      ^1  =  'Hh  D;  t) 

dargestellt,  und  es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diese  wieder 
der  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  sein  müssen,  denn  die  Reihen- 
folge zweier  Bewegungen  unserer  Schar  ist  nach  wie  vor  einer  ein- 
zigen Bewegung  derselben  äquivalent. 

Satz  1:    Führt  man  in  die  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe: 
x^  =  q){x,y,t),     y^  =  -ip{x,y,t) 
neue  Variäbeln  j,  \)  und  J^,  \)i  ein,  indem  man  gleichseitig 

l  =  X(x,y),     i)  =  ^(x,y) 
und 
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setzt,  so  stellen  die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

l,  =  ^{l^),t),     \),==W(i,l),t) 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Beispiel.  Beispiel'.     In  die  eingliedrige  Gruppe: 

,     ,  scy 

oci—x-j-t,     ?/i  —  ^--^ 

sollen  die  neuen  Veränderlichen 

eingeführt  werden.     Wir  setzen  noch  an: 

Si  ==  ^  ;     ^)i  =  ^1  Vi 

und  eliminieren  aus  den  drei  Gleichungenpaaren  x,  y  und  x^,  «/j.    Dies 
giebt: 

r  =  (-^  +  ty-  _  {Vn)  +  tf 

^^  xy  t)  * 

t)i  =XiJ  =  \). 
Dass    diese   Gleichungen    auch    eine   Gruppe    darstellen,    ist    leicht    zu 
verificieren. 

zurückfüh-  Aus    den    Entwickelungen    des    vorigen  Kapitels    lässt  sich   ietzt 

rung  der  .  .... 

Gruppe  auf  schliessen,  dass   man  jede  eingliedrige  Gruppe 

eine  Gruppe  '  J  O  O  ff 

durch   Einführung    zweckmässiger    neuer  Variabein    auf  eine   sehr   be- 
merkenswerte einfache  Form  bringen  kann. 

W^ir  sahen,  dass  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  bei  passender 
Wahl  des  Parameters  t  die  Integralgleichungen  eines  gewissen  simul- 
tanen Systems  sind  und  dass  diese  Integralgleichungen"  unaufgelöst 
die  Form  haben: 

Wix„y,)-  t  =  W{x,y\ 
(vgl.  Theorem  1).     Wenn  wir  die  Functionen  ^  und  W  an  Stelle  von 
X,  y  als  neue  Veränderliche  verwerten,  also  setzen: 

£   =^{^,y),       t)   =W(x,y), 
l,  =  i>Kx„y,),     \),  =  W{x,,y,), 
so  nimmt  folglich  unsere  Gruppe  (3)  die  einfache  Gestalt  an : 

(5')  ?!  =  £,     t)i  =  t)  +  ^. 

Dies  ist  dieselbe  Form,  in  welcher  sich  früher  die  eingliedrige  Gruppe 

der  Translationen  (in  §  1  des  I.Kap.)  ergab,  nur  mit  anderen  Buchstaben. 
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Theorem  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  zicei  Veränder- 
lichen kann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werden. 

Derartige  neue  Veränderliche  J,  t),  welche  dies  leisten,  nennen 
wir  canonisch  und  die  gefundene  Form  (5')  der  Gruppe  (3)  ihre  cano- 
nische Form.  In  dieser  canonischen  Form  ist  zur  Transformation  (t) 
die  Transformation  ( —  t)  invers,  während  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation giebt.  Wir  hatten  im  ersten  Kapitel  Beispiele  dafür  in 
den  §§  2,  3. 

§  2.     Symbol  der  infinitesimalen  Transformation. 

Das  Hauptergebnis  des  vorigen  Kapitels  lässt  sich  mit  wenigen 
Worten  aussprechen:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitzt  eine 
und  —  bis  auf  einen  unwesentlichen  Zahlenfactor  —  nur  eine  infini- 
tesimale Transformation,  aus  der  man  durch  ein  IntegrationsYerfahren 
wieder  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  ableiten  kann. 

Hiernach  hat  die  infinitesimale  Transformation  für  die  eingliedrige 
Gruppe  grosse  Wichtigkeit.  Sie  kann  als  das  bestimmende  Element 
derselben  aufgefasst  werden,  aus  dem  die  ganze  Gruppe  rückwärts 
wieder  construiert  werden  kann. 

Wir  werden  nun  die  infinitesimale  Transformation  in  einer  be- 
sonderen, für  die  begriffliche  Auffassung  und  die  praktische  Verwendung 
gleich  nützlichen  Weise  symbolisch  a,\isdrü.ck.en,  wozu  die  folgende  Be- 
trachtung führt. 

Die  endlichen  Gleichungen 
(3)  x^  =  <p(x,  y,  t),    tji  ==  t{x,  y,  t) 

einer  eingliedrigen  Gruppe  drücken  die  transformierten  Veränderlichen 
Xi,  «/i  durch  die  ursprünglichen  x,  y  und  den  Parameter  t  aus.  Ebenso 
lässt  sich  jede  Function  fix^,  y^)  als  Function  von  x,  y  und  t  dar- 
stellen. Für  den  Wert  von  t,  der  der  identischen  Transformation  ent- 
spricht, also  etwa  für  ^  =  0,  wird  natürlich  die  neue  Function  identisch 
gleich  f{x,  y),  mit  variierendem  t  variiert  sie.  Wir  können  daher  jede 
Function  f(Xj^,  y^)  als  Function  von  t  auffassen  und  nach  der  Änderung 
dfj  von  f(Xi ,  y^)  fragen,  welche  f{x^ ,  y^  zu  teil  wird,  wenn  x^  und  y^ 
die  Incremente  der  zugehörigen  infinitesimalen  Transformation 

(6)    X  =x,-\-l{x^,y,)8t-\ ,    y  =y,^n{x^,y,)öt^ , 

also  die  Incremente 

(6')  dx,^i{x,,y,)dt,     dy,  =  rjix„y,)dt 

erfahren.     Es  ist: 

Iiie,  Differei^ialgleichungen .  4 
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also: 


fi^iiVi)    erfährt   folglich    bei    Ausführung    der    infinitesimalen   Trans- 
formation der  Gruppe  den  Zuwachs 

V.  =  (l(*-.,  ?/.)  ^^  +  n{x„  y,)  ^-^1^)  St. 

für  i^  =  0  ergiebt  sich  daher  als  Zuwachs  der  Function  f  ==  f{x,  y) : 

Z.  B.  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
x' =  X  —  ydt,     y  =  y  -\-  xdt 
der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen: 

Xj^  =  X  cos  t  —  y  sin  t,     yi  =  oc  sin  t  -\-  y  cos  t 
erhält  f{Xj  y)  den  Zuwachs 

f(x,  y)  kann  dabei  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  bedeuten. 
Setzt  man  insbesondere  f^EiX,  so  kommt 

Ssc=:(~yi~.-\-xl^)8t  =  —  y8t, 

der  Zuwachs,  den   x  selbst  bei  der  infinitesimalen  Transformation  er- 
fährt, und  für  f^y  kommt  analog 

8y  =  xdt. 

So  auch  allgemein:  Wenn  wir  wissen,  eine  beliebige  Function 
f{x,  y)  erfährt  bei  der  infinitesimalen  Transformation  einer  eingliedrigen 
Gruppe  den  Zuwachs  (7),  so  ist  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(6)  selbst  bekannt.     Denn  für  f^x  giebt  (7): 


*)  Betrachtet  man  x^,  y^,  wie  im  Texte  geschehen,  als  Functionen  von  t  und 
den  Anfangswerten  x,  y  und  /"(a;, ,  ^/i)  als  Function  von  x^,  y^,  so  ist 

dt      ~~     dx,      5^^i'2/i^+    dy^     v{^i>yi)- 

Es  ist  daher: 

Sf(x^ , jO  ^  df{x,,yy) 
8t  dt   '     ' 

und  man  könnte  also  das  Variationszeicben  S  durch  das  Differentiationszeichen  d 
ersetzen.     Es  ist  jedoch  bequem,  das  Variationszeichen  beizubehalten. 
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dx  =  i{x,y)  8t 
und  für  f^y: 

8y  =  ri(x,y)  dt. 

Anstatt  also  die  infinitesimale  Transformation  durch  die  beiden 
Gleichungen  (6)  oder  (6')  zu  geben,  kann  man  sie  auch  durch  den 
einen  Ausdruck 

^  ex    '     '  8y 
charakterisieren,  der  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  dt  dividierten 
Zuwachs  angiebt,  den  eine   beliebige  Function  f(x,  y)  bei  Ausführung 
der    infinitesimalen   Transformation    erfährt.     Aus   diesem  Grunde   he- 
nutzen  wir  den  Ausdruck 

.    df     .  df  Symbol  der 

C  -- —  —1—  f]  — —  infiuitesima- 

^   OX     *       '    dy  len  Trans- 

formation. 

als  das  Symhol  der  infinitesimalen  Transformation  (6)  oder  (6'). 

Wenn    wir    also    z.  B.    von    der    infinitesimalen    Transformation 

X  -^ \-  y  -ö-  reden,  so   meinen  wir  damit  die  infinitesimale  Transfor- 
mation, welche  x  und  y  die  lucremente  erteilt: 
dx  =  xdt,     dy  =  ydt. 

df 

Ebenso  ist  -w-  das  Symbol  der  infinitesimalen  Translation 

dx  =  dt,     %  =  0, 

ö-    das  der  infinitesimalen  Translation 
dy 


dx  =  0,     dy  =  dt 

dx    ^     '  8y 


Das  Symbol  |  ^ — \-  rj  ^     der   allgemeinen  infinitesimalen    Trans- 


formation : 

x=x-{-^dt+---,     y'  =  y-{-rjdt-\---- 

wollen  wir  zur  Abkürzung  auch  mit  üf  bezeichnen.  Uf  bedeutet  also 
einen  Functionalausdruck  in  /",  es  soll  somit  unter  Ux  der  Ausdruck 
gebildet  für  f^x,  also  |,  unter  Uy  der  Ausdruck  gebildet  für  f^E^y, 
also  rj,  verstanden  werden,  sodass  selbstverständlich 

ist. 

Wenn  wir  irgend  welche  neue    Verätiderliche  j,   Ü   an  Stelle    von  Einführung 

T  'TT-  n  •     n    1  -i-i.  1,-.  neuer  Varia- 

X,  y  in  die   eingliedrige  Gruppe   einführen,   wodurch   sie  nach  Satz  1  beiu  in  die 
des  §  1  in  eine  eingliedrige  Gruppe  in  j ,  ^  übergeht,  deren  infinitesi-    in  das 
male   Transformation  das   Symbol   U/*  habe,    so   liegt  die  Vermutung 
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nahe,  dass  wir  das  Symbol  Vif  auch  dircd  durch  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  in   Uf  erhalten  können. 

Um  dies  zu  ergründen,  denken  wir  uns  die  neuen  Veränderlichen 
durch  die  Gleichungen 

(9)  j  =  ^(rr,2/),     t)==W{x,y) 

und  dementsprechend 

(10)  h  =  ^(^i,yi),   ^i-'i'(^i,th) 

eingeführt.     Die  Transformationen  der  von   der  infinitesimalen  Trans- 
formation ^  -J-  ~\-  71  -J-  erzeugten  Gruppe  lassen  sich,  wie  wir  aus  §  4 
des  2.  Kapitels  wissen,  auch  so  schreiben : 
(11)  x^=x+  |(a;,  y)t-\ ,     y^^y-\-  ri(x,  y)t -\ , 

indem  wir  uns  die  transformierten  Variabein  x^,  y^  nach  dem  Para- 
meter t  entwickelt  denken.  Wir  drücken  nun  diese  Transformationen 
in  den  neuen  Veränderlichen  aus:  Es  kommt  zunächst  nach  (10)  und 
(11): 

^^  =  ^{x  +  lt-{ ,    2/  +  ^^H )  = 

==*(.,,)  +  (%'?-' 1  +  ^-^1^,)^  +  ..., 

also  nach  (9) 

Demnach  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  neuen  Gruppe  die 
Form: 

WO  natürlich  rechts  noch  statt  x  und  y  vermöge  (9)  j  und  ^  ein- 
creführt  zu  denken  sind.  Das  Symbol  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation aber  ist 

(12)  yxf=  \--^- 1  +  — ^    VJl  + 

(d^ix,y)  j.         dW{x,y)     \  8J 
~r  V      dx      *"^       dy      ^J  dt) 
oder  auch  nach  (9): 
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7)  f 

Hier  ist  nun  der  Cocfticieüt  von  -^  offenbar  nichts  anderes  als  [7j 
und  ebenso  der  von  0^-  gleich  JJ\),  sodass  sich  ergiebt: 

(13)  Uf  ^  Vi  l[  +  Pt,  !{. 

Hierin  hat  man  sich  ZJj  und  Vi)  in  den  Veränderlichen  j,  i)  aus- 
gedrückt zu  denken. 

Nunmehr  wollen  wir  dired  die  neuen  Veränderlichen  g,  l)  in  das 
Symbol 

^/-^ll  +  ^ai 

einführen.  Es  kommt,  wenn  f  vermöge  (9)  statt  in  x,  y  in  j  und  t) 
geschrieben  gedacht  wird: 

dx        dTC     dx  "•    d\)    dx' 

dy        dl'  dtj  ~^  d\)'  dy' 

und   Uf  geht  demnach  über  in 

,(dr    H    ,df    dt)\  (dj    H,dfdj\ 

^  \di  '  dx'^  et)'  dxl  "^   '  \di  '  dy'    dt)    dy) 
oder 

also  in  das  Symbol  U/',  wie  es  in  (13)  gefunden  wurde. 

Satz  2:    Führt  man  in  die  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe: 

Xi  =  9{^,  y,  i),    !/i  =  t{x,  y,  0 
vermöge  zweier  cogredienter  Gleichungensystcme : 

l  =  0{x,  y),      i)   =  W(x,  y), 

die  neuen  Veränderlichen  j,  t)]  j^,  \)^  ein,  so  Imnn  man  das  Symbol  \Xf 
der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  direct  durch  Ein- 
führung der  neuen  Verändcrlicheji  j,  l)  in  das  Symbol  Uf  der  infinitesi- 
malen Transformation  der  ursprünglichen  Gruppe  berechnen.    Es  kommt: 

WO  natürlich  Z7j  und  Ut)  durch  g,  \)  allein  auszudrücken  sind. 

Dies  Ergebnis  liegt  auch   in  der  Natur  der  Sache:    Das  Symbol 

Uf  ist  ja   nichts  anderes  als  der  DifiFerentialquotient  ~-  der  Function 
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fi^i)  l/i)  ^^^'  ^^^  Wert  i^  =  0  des  Parameters,  der  der  identischen 
Transformation  zukommt.  So  waren  wir  ursprünglich  auf  das  Symbol 
Uf  gekommen.     Bei  dieser  Auffassung  ist 

dt       '^i  —  ^  dx^  ^  dy 

nichts  anderes  als  eine  Differentialgleichung,  welche  die  Function  f  au 
der  Stelle  ^  =  0  erfüllen  muss.  Diese  Differentialgleichung  muss 
natürlich  auch  noch  gelten,  wenn  neue  unabhängige  Veränderliche 
eingeführt  werden. 

Leber-  Durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  r,  tt  kann  man  eine  vor- 

)nerGruppeggigof|-e  infinitesimale  Transformation 

111  eine      o        ° 

'         ^  dx    '     '  dy 
auf  jede  beliebige  andere  Form 

U/-=|(J,^)||+^(£,^)|| 

bringen.  Man  hat  zu  dem  Zweck  nach  (13)  die  Veränderlichen  j,  t) 
als  solche  Functionen  von  x,  y  zu  wählen,  dass  identisch  für  jedes  f 

^  du^  ^  dt)        ^^di^  ^^^  8\) 
wird.     Diese  Forderung  zerfällt  in  die  beiden  einzelnen: 

oder  ausführlich  geschrieben: 

i.  dt    .       dx        -z.        5-  ^l)     ,        dt)' 
H  — ^  -X-  ri    --  =  t       t    -    -4-  rj  — -  =  Yi 
ex    ^     '  dy  '      ^  d X    ^     '  dy         '' 

Da  es  unabhängige  Functionen  J,  t)  von  x,  y  giebt,  welche  diese  Differential- 
gleichungen erfüllen,  sobald  nur  nicht  |  und  ^  beide  ^0  angenommen 
werden  (denn  dann  würden  J  und  ^  nicht  von  einander  unabhängige 
Functionen  sein),  so  ist  die  verlangte  Variabeinänderung  möglich. 

Nach  Satz  2  wird  dabei  gleichzeitig  die  von  üf  erzeugte  ein- 
gliedrige Gruppe  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeführt.     Daher: 

Satz  3:  Durch  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher  Icann  jede  ein- 
gliedrige Gruppe  der  Ebene  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  derselben 
verwandelt  werden. 

Eeduction  Verlangt  man  insbesondere,    dass   die  neue  infinitesimale  Trans- 

auf die  ,  ®  ' 

canonische  formation  die  Form  habe 

Form.  o  /. 

Vif=U^, 

'et)' 
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so  hat  man  die  beiden  Differentialgleichungen  zu  erfüllen: 


(14)  J/J^|||  +  ,0  =  O,     J/,^||i  +  .|^  =  l. 

Die  von  U/  erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Translationen  längs  der 
^-Axe.  Dies  wissen  wir  aus  früheren  Beispielen,  können  es  aber  auch 
durch  Integration  des  simultanen  Systems 

—  —  --  —  at 

mit  den  Anfangswerten  j,  ^,  0  erkennen,  denn  dann  ergeben  sich  die 
endlichen  Gleichungen  der  von  ^  erzeugten  Gruppe  in  der  Form 

Die  hier  betrachteten  neuen  Veränderlichen  sind  schon  früher  bei 
Ableitung  des  Theorems  3  (§  1)  vorgekommen.  Damals  fanden  wir 
diese  canonischen  Variabein  ohne  Integration  der  Differentialgleichungen 
(14)  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  gegebenen  Gruppe. 

Wenn  aber  nur  die  infinitesimale  Transformation  Uf  derselben 
gegeben  ist,  so  muss  man,  um  J  und  t)  zu  finden,  die  Differential- 
gleichungen (14)  integrieren.    Die  erste  derselben  ist  der  gewöhnlichen 

Differentialgleichung 

dx dy 

äquivalent  und  liefert  als  Integral  j.  Hat  man  dies  gefunden,  so 
kann  man  die  zweite  Differentialgleichung  (14)  durch  blosse  Quadratur 
integrieren.     Diese  ist  nämlich  dem  simultanen  System 

dx dy T 

äquivalent,  von  welchem  %{x,y)  ein  von  \)  freies  bekanntes  Integral  ist. 
Wenn  man  also  etwa  aus 

dx        ,. 

vermöge  des  gefundenen  Integrals 

j(a;,  ^)==c(=Const.) 

y  eliminiert,  so  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x  allein,  die 
allerdings  noch  c  enthält.  Eine  Quadratur  liefert  daher  t)  als  Function 
von  X  und  c  oder,  wenn  man  wieder  c  ==  j(a;,  y)  setzt,  als  Function 
von  X  und  y. 

Satz  4:  Jede  infiniiesimale  Transformation  Uf^i,^,-{-rj^  Jcann 

durch   Einführung  zweckmässiger   neuer  Variabein   j,  l)   auf  die  Form 
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einer  infinitesimalen  Translation  ^  gebracht  werden.     Die  Bestimmung 
von  5  erfordert  die  Integration  der  Differentialgleichung 

ivorauf  sich  \)  durch  blosse  Quadratur  aus  der  Differentialgleichung 

berechnen  lässt. 
Beispiel.  Beispiel:  Man  soll  die  infinitesimale  affine  Transformation 

Uf=xl^ 
auf  die  canönische  Form  ■—  bringen.     Wir  haben  zu  setzen: 

dx        d\) 


OX  ' 


Die  Substitution:  /"^J  giebt 

d.  h.  j  ist  frei  von  ic:  g  =  (p{y).     Ferner  giebt  f^"!): 

^dx      ^' 
also: 

Wir  können  z.  B. 

£  =  ^,     t)  =  lg;r 

setzen.     (Vgl.  §  3  des  1.  Kap.,  wo  nur  j:  und  t)  ihre  Bedeutung  ver- 
tauscht haben.) 

§  3.    Reihenentwickelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe. 
Mit  Benutzung  des  Symbols 

Uf-^^ü  +  vl^ 

für  die  infinitesimale  Transformation 

x^=x-\-^dt-] ,    yi=y-{-v^H 

oder 

dx  =  idt  -{-•••,     dy  =  7i8t  -j-  •  •  • 

können  wir  die  Integration  des  simultanen  Systems 
(15)  ^^  =  -^^dt 

mit  den  Anfangswerten  x,  y,  0,  wodurch  sich  nach  Theorem  1  (§  4, 
2.  Kap.)  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
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Gruppe  ergeben,   wirklich   durchführen,   allerdings  vermittelst  unend- 
licher Reihen. 

Diese  Integration  soll  x^^  und  iji  als  Functionen  von  x,  y  und  t 
oder,  wenn  man  die  Anfangswerte  x,  y  als  Constanten  betrachtet,  als 
Functionen  von  t  darstellen.  Jede  Function  f^^^  f(xi,y^)  ist  demnach 
als  Function  von  t  zu  betrachten  und  wir  haben  nach  dem  Maclaurin- 
schen  Satze: 


(16)  fi  =  f(xi,  y,)  =    f{x^,  y,) 
Es  ist  nun 


+  T 


dt 


+  1^ 


<=o 


+ 


dh 
dt 


dfjxi,  yi) dfi  dXi    ,    dfi  dy^ 

dt  dx^  dt   "■"  dyi   dt 


Nach  (15)  aber  ist: 


sodass  kommt: 


^  ==  i(^i,  Vx)  ,     "^7  =  ^(^1,  ^i)  > 


^=K^n2/x)||  +  ^(^i,^i)|| 


Diese  Formel  haben  wir  schon  bei  Einführung  des  Symbols  der  in- 
finitesimalen Transformation  (zu  Anfang  des  §  2)  gehabt.  Die  rechte 
Seite  ist  nichts  anderes  als  TJf,  aber  geschrieben  in  x^,  y^,  was  wir 
durch   ü^fi  ausdrücken: 

Jede  Function  /i  von  x^,  y^  giebt  also  nach  t  differenziert  U^fx'  Eine 
solche  Function  ist  aber   TJ^f^  selbst.     Mithin  ist 

d{UJ,) 


dt 


U,{UJ,). 


Dies  ist  so  zu  verstehen,  dass  zuerst  U^fi  zu  bilden  ist  und  auf  die 
dadurch  hervorgehende  Function  fp{Xy,y^)  nochmals  f/i/"  auszuführen, 
also   U^^fp  zu  berechnen  ist.     Nach  (17)  ist  also  auch 

#  =  UAUM. 

Weiter  differenzieren  wir  U^{ü^f^,  das  auch  als  Function  von  x-^,  y^ 
zu  betrachten  ist,  nach  t  und  erhalten  analog 


%=uauauj:j) 


u.  s.  w.,  allgemein 
(18) 


m-mal 


58  Kapitel  3,  §  3. 

Setzen   wir  nunmehr  in  dieser  Formel  ^  ==  0,  so  gehen  x^,  y^  in 
^7  V)   Uifi  in  Uf,  Ui(Uifi)  in  U{Uf)  u.  s.  w.  über.     Folglich  kommt: 

w-mal 
w'io^Tiung  Hiernach  geht  die  Reihenentwickelung  (16)  über  in  diese: 

einer  be-  .  .9  j3 

.tS.  (20)  f^=f(^,,yd=f(^,y)+~Uf+^^u{Uf)  +  ^^^  U{U{Uf))+-- 

und  diese  Formel  gilt  für  jede  Function  fX^i,  y^  der  transformierten 
Variabein  x^,  y^^,  also  auch  für  f^  ^  x^  und  fiEEy^,  sodass  insbesondere 
folgt: 


(21) 


x,==^^±Ux  +  ^  U(Ux)  +  ^  U{U{Ux))  + 
I2/.  =  2/  +  f  ^^  +  ri  ^(^^)  +  r:¥73  f^(f^(^2/))  + 


Diese  Gleichungen  sind  die,  welche  wir  suchten.  Sie  drücken  ja 
Xj^,  y^  als  Functionen  von  t  und  den  Anfangswerten  x,  y  aus,  d.  h. 
sie  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe.  Da  wir  immer  nur  solche  Gruppen  betrachten,  bei  denen  x^ 
und  2/1  analytische  Functionen  von  x,  y  und  t  sind,  so  ist  sicher, 
dass  diese  Reihen  jedenfalls  für  Werte  von  t  in  der  Nähe  von  ^  =  0 
convergieren. 

Theorem  4:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen  Transformation  Uf^  ^^  -\-  r}  ^  erzeugten  einglie- 
drigen Gruppe  können  in  Form  von  Reihenentwickelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben  werden: 

x,  =  x+-lUx  +  -^^  U(üx)  +  :^^  U{U{Ux))  +  • . ., 

'  Vi^y  +  T^y  +  lk  ^(^y)  +  1.2.3  UiU{Uy))  +  •  •  •, 
und  jede  Function  f  von  x^,  y^  hat  die  Form: 

fix, ,  y,)  =  fix,  y)  +  ^  Uf(x,  y)  +  ^^U{  Ufix,  y))  + 

-\-V^^U[ü{Uf{x,y)))  +  -.'. 

Im  vorigen  Kapitel,  im  Theorem  1  (§  4),  berechneten  wir  nur 
die  ersten  Glieder  der  Reihenentwickelungen: 

,  j.  «   ,  /j.  aa   ,     aa  <*    , 

2/1  -  y  +  ^  I  +  (^  ll  +  ^  fl)  I^  +  •  •  •. 
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Schon  damals  leuchtete  ein,  dass  die  höhereu  Glieder  durch  |  und  tj 
vollständig  bestimmt  sind.  Das  Gesetz  der  Reihenentwicklungen  ist 
nun  in  unserem  Theorem  4  angegeben.  Durch  diese  Gesetzmässigkeit 
zeichnen  sich  die  Reihenentwickelungen  einer  eingliedrigen  Gruppe  vor 
beliebigen  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  t  aus. 

Wir  wollen  zu  den  Entwicklungen  dieses  und  des  vorhergehenden 
Paragraphen  einige  Beispiele  geben. 

1.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiele. 

^f^-yü  +  '^^y- 

In  der  Form  (21)   sollen  die   endlichen  Gleichungen   der  von   Uf  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  dargestellt  werden. 
Es  ist  hier  offenbar: 

üx^  —  y,  Uy  ^E  X, 

U(Ux)^i-~x,  U(Uy)^-y, 

U{U{Ux))  -  y,  UiUiUy))  efe  -  rr, 

U{U{U{üx)))=x,         U{UiUiUy)))=y 

u.  s.  w.  Man  erkennt  leicht  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Werte.  Nach 
(21)  kommt  also: 


^i  =  ^-T^— r^^+  iTÜT-a  y  +  -j-^^^  ^  - 


y.-y  +  ^'^-Tr^y-  i~^, ^  +  1.2.3.4 y  —  " 

oder: 

^1  =  ^(1  - 1^  +  ri^4 )  -  ^  (t  -  rT*2-.3  +  •••)' 

^i  =  ^(T-r:¥T-3  +  ---)  +  ^(i-i^  +  iT¥^4 )•" 

Nach  bekannten  Reihenent Wickelungen  ist  also: 

Xj^  ==  X  cos  t  —  y  sint,     y^  =  x  sin  t  -{-  y  cos  t. 
Die   gesuchte  Gruppe  ist  die  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt, 
was  wir  auch   aus  unserem  Beispiel  in  §  2   des  1.  Kap.  hätten  ent- 
nehmen können. 

Es  soll  nunmehr  Uf  auf  die  canonische  Form,  d.  h.  auf  die  Form 

der  infinitesimalen  Translation  ~  gebracht  werden. 

dt)   ° 

Nach  Satz  4  sind  die  neuen  Variabein  J,  t)  so  zu  wählen,  dass 
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wird.  Die  erste  Differentialgleiclmng  ist  der  gewöhulichen  Differential- 
gleichung 

dx  dy 

—  y  ~~   X, 
oder: 

xdx  •\-  ydy  ==  0 

äquivalent  und  hat  das  Integral 

S  =  ^^  +  /• 
Die  zweite  Differentialgleichung  ist  dem  simultanen  System 

dx    dy -. 

—  y~x~~    9 

äquivalent.  Zur  Integration  desselben,  die  durch  eine  Quadratur  zu 
ermöglichen  sein  muss,  brauchen  wir  übrigens  nicht  erst,  wie  es  oben 
im  Text  geschah,  tj  vermöge  x^  -\-  if  =  c  zu  eliminieren.  Es  kommt 
nämlich : 

dx  ==  —  ydt),    dy  ==  xdt) 
und  also: 

xdy  —  ydx  =  (x^  -\-  y^)dt) 
oder: 

riu  —  ^dy  —  ydx 

Die   rechte  Seite   ist  nichts  anderes  als  das  Differential  von  arc  tg  —  • 

^   X 

Es  ist  daher: 

X 


l  =  x^  -{-y\     t)  =  arc  tg  |- 


zu  setzen.  Natürlich  hätten  wir  a,uch  j  in  der  Form  Yx^  -f"  V^  ^^- 
nehmen  können.  Alsdann  sind  j  und  t)  die  Polarcoordinaten  r,  cp. 
Wir  gelangen  also  dann  zu  denselben  canonischen  Variabein  wie  in 
§  2  des  1.  Kap.     (Vgl.  auch  Beispiel  1,  Kap.  2,  §  4.) 

3.  Beispiel:   Man   soll   die  endlichen  (xleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

'  dx    '    ^  dy 

erzeugten   eingliedrigen   Gruppe  durch  Reihenentwickelung   darstellen. 

Hier  ist   Ux^ex,  UUx^x  u.  s.  w.,  analog  UyiEziy,  UUy^y 

u.  s.  w.     Also  kommt  nach  (21): 

t               t^ 
Xi==x-\-Y-x+YT2'^'^ ==a;.eS 

Es  ist  dies  die  Gruppe  der  Ahnlichkeitstransformationen  vom  Anfangs- 
punkt aus.    Als  Parameter  kann  anstatt  t  auch  a  =  e'  benutzt  werden: 
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x^  ==  ax,    y^  ==  ay. 
Allerdings    entspricht    dann    nicht    mehr    dem    Parameterwert   0    die 
identische  Transformation,  sondern  dem  Wert  a  =  1. 

Um  canonische  Veränderliche  j,  t)  einzuführen,  welche  die  infini- 

tesimale  Transformation  auf  die  Form  ^    bringen,    haben    wir    nach 

Satz  4  anzusetzen: 

Die  erste  Gleichung  ergiebt,  dass  j  eine  Function  von  |-  ist,  also  etwa: 

y 

^         X 
Die  zweite  ist  dem  simultanen  System 

^^  =  ^  =  ^t) 
X  y  ^ 

äquivalent.     Es  darf  also  z.  B. 

t)  =  log  X 

gesetzt  werden.     In  der  That  ist  dann: 


=  ^(|-)|{+^(><>s-)I  = 


= 

(- 

-  X  ■ 

x^'^  ^^  '  xJ  di"^  ^'  X  dt)        d^' 

In    ähnlicher 

Weise 

behandele    man    die    infinitesimalen    Trans 

formationen : 

5.  Beispiel: 

^f^^t 

4.  Beispiel: 

Vf^.'f^  +  .V%, 

5.  Beispiel: 

^f^<^l- 

Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  dass  die  durch  Reihenentwickelung 
erhaltenen  endlichen  Gleichungen  wirklich  Gruppen  darstellen. 
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Kapitel  4. 

Bestimmniig   aller  Functionen  nnd   Curven,    welche   bei    einer  ein- 
gliedrigen  Gruppe   der  Ebene   invariant  bleiben,    insbesondere   der 

Bahncurven. 

Werfen  wir  einen  Rückblick  auf  die  beiden  vorhergehenden  Ka- 
pitel, so  fällt  in  die  Augen,  welche  hervorragende  Stelle  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  in  der  Theorie  der  eingliedrigen 
Gruppen  einnimmt.  Die  infinitesimale  Transformation  ist  der  wahre 
Repräsentant  der  eingliedrigen  Gruppe;  es  wird  sich  nämlich  später 
immer  zeigen,  dass  alle  auf  die  eingliedrige  Gruppe  bezüglichen  Probleme 
durch  Benutzung  der  infinitesimalen  Transformation  derselben  allein 
gelöst  werden  können.  Dies  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen, 
wenn  wir  öfters  statt  von  der  durch  die  infinitesimale  Transformation 
JJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  kurz  von  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
sprechen. 

Die  Transformationen  einer  Gruppe  stellen  nun  Operationen  vor, 
durch  welche  die  Punkte  der  Ebene  in  neue  Lagen  übergeführt  werden. 
Es  bietet  sich  demnach  ganz  von  selbst  die  Frage  dar,  welche  Gebilde 
hei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben,  indem  zwar 
die  Punkte  eines  solchen  Gebildes  durch  die  Transformationen  der 
Gruppe  in  neue  Lagen  kommen,  aber  doch  immer  wieder  in  Punkte 
desselben  Gebildes  übergehen.  Das  hiermit  angedeutete  Problem  hat 
zwei  Seiten,  eine  analytische  und  eine  geometrische.  Einerseits  kann 
man  nach  allen  Functionen  ^(x ,  y)  respective  allen  Gleichungen 
§i{x,  y)  =  Const.  fragen,  welche  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  andererseits  nach  allen  Curven  Sl{x,  y)  =  0, 
welche  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben. 

Mit  diesen  beiden  Problemen  werden  wir  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen. 

§  1.     Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  der  Ebene. 

Die  wichtigen  Reihenentwickelungen  im  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3) 
liefern  fast  unmittelbar  die  Bestimmung  aller  Functionen  Sl{x,  y) 
welche  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

(1)  '  Xi=^(p{x,y,t),     yi  =  t(x,y,t), 

deren  infinitesimale  Transformation 

'  ^  ex    '      '  cy 
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ist,  ungeändert  bleiben,  d.  h.  für  welche  bei  beliebigem  t  stets  FuLctiontn. 

ist.  Nach  jenem  Theorem  lässt  sich  ja  ^(x^^,  y^)  in  eine  Reihe  nach 
t  entwickeln  und  unsere  Forderung  sich  so  schreiben: 

ß(^;  y)  +  Y  USi{x,  y)  +  ,^  U{U^{x,  2/))  +  .  . .  =  ^{x,  y). 

Diese  Gleichung  soll  für  jedes  t  erfüllt  sein.   Insbesondere  muss  also: 

TJ^{x,  2/)  =  0 
sein.     Offenbar   ist  aber   alsdann   der  Forderung  auch   für  jedes  t  ge- 
nügt, denn  dann  ist 

U{USl{x,y))=  U{0)  =  0 
u.  s.  w. 

Theorem  5:  Eine  Function  Sl{x,  y)  hleibt  invariant  hei 
allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  TJf  dann 
und  nur  dann,  wenn  identisch  U^{x,y)  =  0  ist. 

Die  Bedingung  U Sl  =  0  stellt  offenbar  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  dar : 

^  ox     '     '   oy 
Da  dieselbe  immer  Lösungen  besitzt,  so  giebt  es  sicher  eine  Invariante 
Sl,  aber  auch  nur  eine  im  wesentlichen,  denn  mit  il  erfüllt  zwar  jede 
Function  F{£1)  die  Gleichung,  aber  keine  sonstige  Function. 

Satz  1:  Jede  Function  einer  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe 
der  Ebene  ist  wieder  eine  Invariante  derselben,  und  alle  Invarianten  der 
Gruppe  lassen  sich  als  Functionen  einer  einzigen  Invariante  darstellen. 

Wenn  man  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  der  Ebene  betrachtet, 
die  Jceine  Gruppe  bilden,  so  steht  die  Sache  wesentlich  anders.  Z.  B.  die 
oo'^  Transformationen 

Xi=  x-\-  1,     «/i  =2/  +  ^ 

bilden  keine  Gruppe,  denn  führt  man  die  zweite  Transformation: 

«2  =  «^1  +  1  >     2/2  =  2/i  +  ^1 
nach   dieser   ersten   aus,   so  ist  die  Reihenfolge   beider  der  Transformation 

^2  =  ^  +  2,    y2  =  y  +  0  +  ii) 

äquivalent,  welche  nicht  der  Schar  angehört.  Auch  solche  Scharen  von  oo*^ 
Ti-ansformationen  können  Invarianten  haben.  Die  Function  tg  nx  z.  B.  bleibt 
bei  jeder  Transformation: 

Xi  =  x  -j-  1,     y^=y  -\-  t 

ungeändei't,   da   tg  nXi  ==  tg  7r(a'  -f~  l)  =  tg  Ttx   ist.     Aber   mit   tg  nx  ist 
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nicht  jede  Function  von  tg  tcx  invariant,  sonst  müsste  ja  x  eine  Invariante 
sein,  während  doch  x  bei  jeder  Transformation  der  Schar  um   1   wächst. 

Ein  anderes  hierhergehöriges  Beispiel  bietet  die  Schar  von  oo^  Trans- 
formationen 

x^=  —  X,    yx=y  -\-U 

.welche   ebenfalls   keine  Gruppe   bilden.     Hier   ist  zwar  x^  eine  Invariante, 
aber  nicht  x  selbst. 

Andere  Scharen  von   oo^   Transformationen,   die  keine  Gruppe  bilden, 
besitzen  überhaupt  keine  Invariante.     Dies  ist  der  Fall  bei  der  Schar: 

x^=xt,    y^=y-]rt—l. 

Eine  Invariante  Sl(x,  y)  derselben  müsste  die  Gleichung  erfüllen: 

Sl{xt,y-}-t~  l)  =  Sl(x,y) 

und  zwar  für  jedes  t.   Für  t  =  1   ist  sie  erfüllt.    Für  t  =  1  -\-  St  kommt: 

^(x  -f-  xdt,  y  -{-  St)  =  il(x,  y) 

oder,  wenn  man  die  linke  Seite  entwickelt 

•ß(^, y)  H ^''  x^i  -\ — äF       ^  ^^' ^^' 


d.  h. 


s^(x,  y)  ^  \  ^^(^'  y)  _  n 

^  ~r      Q„,      —  '-'• 


d  X 

Diese  Differentialgleichung  wird  von  jeder  Function 

Sl  =  F{xe-y) 

erfüllt.     Soll  eine  solche  bei  allen  Transformationen 

x^  =  xt,     yi=y-\-t—l 

invariant  sein,   so  muss  also 

F{x^e-y^)  =  F{xte-y-'+^)  =  F(te-'+^xe-y)  =  F(xe-y) 

sein.     Da   t  beliebig    ist,   ist   dies    nur   dann   möglich,    wenn   F  bloss  eine 
Constante  ist.     Die  vorliegende  Schar  besitzt  also  gar  keine  Invariante. 

Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  sind,  oder  sagen  wir, 
da  es  im  wesentlichen  nur  eine  giebt,  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  fähig.  Um  diese 
auseinanderzusetzen,  bedarf  es  jedoch  einiger  Vorbereitungen. 

§  2.     Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene. 

Wir  wollen   uns   auf  einen   beliebigen  Punkt  p^  mit  den  Coordi- 
nateu  Xq,  y^  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen  Gruppe 
(1)  x^==(p{x,y,t),     y,=il;{x,y,t) 

ausgeführt  denken.     Bei  diesen  Transformationen   geht  er  über  in  die 
Punkte  {x,  y),  welche  durch  die  Gleichungen 
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(2)  x  =  (p(x^,yf,,t),    y  =  '^{x,,y^,t) 

bestimmt  werden,  in  denen  t  willkürlich  ist. 

Den    Ort    aller    oo^    Punkte,    in    welche    ein    bestimmter    Punkt 
p^    der    Ebene    vermöge    aller    Transformationen    (2)    der    vorgelegten 
Gruppe  übergeführt  werden  kann,   nennen  wir  seine  JBahncurve.     Die  Bai 
Gleichung    derselben    ergiebt    sich    durch   Elimination    von   t  aus   den 
beiden  Gleichungen  (2)  in  der  Form 

(o{x,y,XQ,y^)  =  0, 

in  der  x^,  y^,  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Punktes,  die  Rolle 
von  Constanten  spielen.  Die  Gleichungen  (2)  geben  für  jedes  t  einen 
Punkt  (x,  ij)  der  Curve,  insbesondere  geben  sie  für  den  der  identischen 
Transformation  entsprechenden  Parameterwert,  also  etwa  für  ^  =  0, 
den  Punkt  j)^  selbst. 

In  dem  Wesen  des  Gruppenbegriffs  liegt  es,  dass  alle  Punkte  auf 
der  Bahncurve  des  Punktes  p^  eben  diese  Curve  auch  zur  Bahncurve 
haben.  Eine  gewisse  Transformation  der  Gruppe'  nämlich  wird  p^  in 
einen  beliebigen  anderen  Punkt  J9i  auf  der  Bahncurve  von  p^  über- 
führen. Wenn  man  nun  auf  ^i  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe 
ausübt,  so  wird  dieselbe  etwa  p^  nach  p^  bringen.  Auch  p.^  liegt,  wie 
wir  beweisen  werden,  auf  der  Bahncurve  von  p^^.  In  der  That,  die 
Aufeinanderfolge  jener  beiden  Transformationen  der  Gruppe,  deren  erste 
Pq  nach  p^,  deren  zweite  p^  nach  p^  brachte,  ist  gemäss  der  Gruppen- 
definition einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  äquivalent,  welche 
direct  p^  nach  p,^  versetzt.  Aber  alle  Transformationen  der  Gruppe 
führen  p^  stets  in  Punkte  seiner  Bahncurve  über,  also  auch  diese, 
welche  p^  nach  p.^^  bringt.  Demnach  liegt  p.^,  der  Punkt,  in  welchen 
p^  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  übergeht,  auf  der 
Bahncurve  von  p^. 

Satz  2:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  p^  ein  PunJd 
auf  der  Bahncurve  des  PunJctes  jp^,  so  ist  diese  Curve  auch  Bahncurve 
des  PunJdes  p^. 

Zu  jedem  Punkt  gehört  also  eine  Bahncurve,  jede  Bahncurve  aber 
ist  Bahncurve  für  ihre  oo^  Punkte. 

Die  Überlegung,  welche  zum  Satz  2  führte,  lässt  sich  in  einige 
wenige  Gleichungen  zusammenfassen,  wenn  man  von  einer  einfachen 
Symbolik  Gebrauch  macht,  die  wir,  da  sie  auch  später  benutzt  wird, 
hier  kurz  auseinandersetzen:  Wir  wollen  unter  2'a,  To,  Tc  -  •  •  die 
Transformationen  unserer  Gruppe  verstehen,  welche  den  Parameter- 
werten t  =  a,h,  c  •  ■  •  zugehören,  und  unter  Ta  T^  die  successive  Aus- 
führung der  Transformationen  Ta  und  Ti,  oder  also  die  Transformation 

liic,  Differontialgleicliungeii.  5 


mcurve. 
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T  verstehen,  welche  der  Aufeinanderfolge  von  T«  und  T^  äquivalent 
ist  und  auch  der  Gruppe  angehört.  Da  diese  Transformation  T  von 
den  Parameterwerten  a  und  h  abhängt,  werden  wir  sie  besser  noch 
mit  T(ab)  bezeichnen.  Die  Äquivalenz  der  Reihenfolge  von  I'„  und  Tj, 
mit  T(ab)  können^wir  in  Form  einer  symbolischen  Gleichung  ausdrücken: 

J-a  J-b  =  -L(ab), 

die  weiter  nichts  als  diese  Äquivalenz  ausdrücken  soll.  {Po)Ta  ferner 
soll  der  Punkt  p^^  sein,  in  welchen  p^  durch  Ausführung  der  Trans- 
formation Ta  übergeht,  was  wir  symbolisch  so  schreiben: 

unsere  obige  Beweisführung  stellt  sich  nun  so  dar:     Ist 
so  ist,  wenn  noch  T(,  ausgeführt  wird: 


oder,  da 

ist: 


-Ta  Tb  =   T{a  b) 


{Pl)Tb  =  {Po)T^ab). 

(P(i)  T(^ab)  ist  aber  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p^,  {Pi)To  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Bahncurve  von  p^.  Letztere  Bahncurve  fällt  also 
mit  der  ersteren  zusammen. 

Satz  2  können  wir  auch  so  aussprechen: 

Satz  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ehene  besitzt  oo^  Bahncurven. 

Diese  oo^  Bahncurven  überdecken  die  ganze  Ebene,  da  jeder  Punkt, 
der  nicht  überhaupt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe 
bleibt  —  und  diese  sind  nur  Ausnahmestellen  — ,  eine  Bahncurve  besitzt. 

Wenn  wir  auf  den  Punkt  Pq  insbesondere  die  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  ausüben,  so  muss  er  natürlich  auch  in  einen 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergehen.  Dabei  bewegt  sich  aber  der 
Punkt  Pq  nur  unendlich  wenig  und  zwar  in  der  Fortschreitungsrichtung, 
welche  die  infinitesimale  Transformation  ihm  zuordnet.     Also: 

Satz  4:  Die  Richtung  einer  Bahncurve  stimmt  in  jedem  Funhte  mit 
der  Richtung  überein,  ivelche  die  infinitesimale  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  dem  Punkte  zuordnet. 

Oder  auch: 

Satz  5:  Ein  Punkt,  welcher  beständig  der  ihm  durch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  jeweils  zugeordneten  Rich- 
tung folgt,  beschreibt  eine  Bahncurve. 

Mit  den  Bahncurven  unserer  eingliedrigen  Gruppe  hängt  nun  die 
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Invariante  derselben,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten, 
ensc  zusammen.     Es  stelle  nämlich 

CO  (x,  y)  =  Const. 
die    Schar  der  Bahncurven   dar.     Führen  wir  eine   allgemeine   Trans- 
formation 

x^  =  cp{x,y,t),     y^  =  ^{x,y,t) 

der  Gruppe  aus,  so  gehen  alle  Punkte  {x,y)  der  Bahncurve  (o(x,y)  =  c 
wieder  in  Punkte  (x^^,  y^  derselben  Bahncurve  über,  d.  h.  es  ist  sicher 

sobald  a)(x,  y)  =  c  ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  x,  y,  t  und  c. 
Es  ist  also  notwendig 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  t,  d.  h.  gj  (x,  y)  ist  eine  Invariante  der 
Gruppe. 

Setzen  wir  andererseits  eine  Invariante  Sl{x,y)  der  Gruppe  gleich 
einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine  Bahncurve  dar,  denn  die  Definitions- 
gleichung der  Invariante 

^{^1,  Vi)  =  ^K^y  y) 

sagt  aus,  dass  auch  der  von  der  Stelle  {x,  y)  der  Curve  il(x,  y)  =  c  nach 
der  Stelle  (x^,  y^)  transformierte  Punkt  auf  der  Curve  ^{x,  y)  =  c  liegt. 

Satz  6:  Die  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  ist 
dadurch  charakterisiert,  dass  sie,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die 
Bahncurven  definiert. 

Es  erhellt  dies  schliesslich  auch  aus  der  Gleichung 

^  ex    *     '  öy  ' 

welche  die  Invariante  Sl  erfüllen  muss.  Erinnern  wir  uns  nämlich 
an  den  engen  Zusammenhang,  der  zwischen  der  Gleichung  Uf  =  0 
und  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx dy 

4  V 

besteht  (vgl.  §  5  des  1.  Kap.),  so  folgt  ohne  weiteres,  dass  die  Curve 

il(x,  y)  =  Const.  in  jedem  ihrer  Punkte  (x,  y)   die  Richtung  ;y^  ^=  j 

besitzt,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  dem  be- 
treffenden Punkt  zuordnet,  dass   also   die   Curve   Bahncurve  ist. 

Die  Invariante  ii  ist  Lösung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

ox    '     '  dy 
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Ihre   Auffindung  erfordert  also   eine   Integration.     Kennt   man  jedoch 

die  endlichen  Gleichungen  der  Grujope 

(1)  X,  =  (p(x,  y,  t),     y^  =  ^{x,  y,  t), 

so    kann    man    die   Bahncurven    und   mit  ihnen   die  Invariante   durch 

bloss  algebraische  Operationen   bestimmen.    Wir  fanden  ja   die  Bahn- 

cnrve  des  Punktes  (xQyy^)  durch  Elimination  von  t  aus 

X  =  cp{x^,  y^,  t),     y  =  ^{Xq,  y^,  t) 
in  der  Form 

Da  es  nur  oo^  Bahncurven  giebt,  treten  die  Constanten  x^^,  y^  hierin 
nur  in  einer  Verbindung  auf  und  die  letzte  Gleichung  der  oo^  Bahn- 
curven lässt  sich  also  umformen: 

f{x,  y,  c)  =  0, 
sodass  die  Auflösung  nach  der  (von  Xq  und  y^  abhängigen)  Constanten  c 
die  Invariante 

il{x,  y)  =  c 

liefert.  Am  bequemsten  verfährt  man,  um  die  zwei  Constanten  x^^ ,  y^^ 
auf  eine  einzige  zu  reducieren,  so,  dass  man  y^  einen  bestimmten 
Zahlenwert,  wie  z.  B.  1,  erteilt.    Alsdann  stellt 

W{x,y,XQ,  1)  =  0 
alle    von    den   Punkten   der   Geraden  y  ==  1    ausgehenden  Bahncurven 
dar,  also  alle  Bahncurven  überhaupt  (sobald  nicht  etwa  ?/  =  1  selbst 
eine  invariante  Curve  ist).     Auflösung  nach  Xq  liefert  nun  etwa 

03  (x,  y)  =  XQ 
und  co(x,y)  ist  demnach  die  Invariante. 

Satz  7 :  Die  Bahncurven  und  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  der  Ehene  lassen  sich  auf  rein  algebraischem  Wege  finden,  sobald 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  beJcannt  sind. 

Die  früheren  Beispiele  von  oo^  Trausformationen,  die  keine  Gruppe 
bilden  (siehe  Schluss  des  §  l),  wollen  wir  jetzt  geometrisch  erläutern. 

Wir  sahen,  dass  die  Schar: 

Xi=  X  -\-  1,  y^=y  -]-t, 
die  keine  Gruppe  ist,  die  Invariante  ig  nx  besitzt,  während  x  keine  In- 
vai'iante  ist.  Das  geometrische  Gebilde,  welches  durch  ig  nx  =  c  darge- 
stellt wird,  wo  c  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Constante  seiu  soll,  ist 
eine  Schar  von  oo^  dlscretcn  Geraden,  die  sämtlich  der  y-Axe  parallel  laufen 
und  die  Abstände  1  von  einander  haben.  Bei  einer  jeden  der  obigen  Trans- 
formationen bleibt  in  der  That  die  Gesamtheit  dieser  Reihe  von  Geraden 
ungeändert,  indem  sie  die  Punkte  einer  jeden  dieser  Geraden  in  die  der 
nächsten  Geraden  der  Schar  überführt.  Von  Bahncurven  kann  hier  nicht 
die  Rede  sein,  da  die  Punkte  sich  bei  jeder  Transformation  sprungweise 
ändern,  indem  x  um   1   wächst.  * 
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Auch  bei  der  Schar  von  oo^  Transformationen 

x^  =  —  X,     Vx  =  y  +  t, 

die  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  v?ir  sahen,  die  Invariante  x^  besitzen, 
giebt  es  keine  Curven,  die  vsrir  etv^a  als  Bahncurven  bezeichnen  könnten. 
x^  =  c  stellt  zwei  Geraden  parallel  der  ?/-Axe  dar.  Ihr  Inbegriff  bleibt 
insofern  bei  allen  obigen  Transformationen  nngeändert,  als  dieselben  die 
Punkte  der  einen  Geraden  in  die  der  anderen  überführen  und  umgekehrt. 
Bei  der  Schar  von  oo^  Transformationen  dagegen: 

x^=  xt,     2/1  =  2/  +  ^  —  !> 

die  auch  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wir  sahen,  keine  Invariante  besitzen, 
kann  man  sehr  wohl  von  Bahncurven  sprechen,  da  hier  die  identische  Trans- 
formation und  eine  infinitesimale  Transformation,  nämlich  ^  g^  +  ^5  ^°^'" 
kommt.  Der  Punkt  (xq,  y^  wird  durch  die  Transformationen  der  Schar 
in  die  Punkte: 

X  =  XqI,      y  =  y^  -\^  t  —  \ 

übergeführt,  also  in  die  Punkte  der  Geraden: 

^  —  2/ =  1—2/0, 

die  durch  {x^,  v/o)  seilest  hindurchgeht.  Wir  bemerken  aber,  dass  jeder 
Punkt  dieser  Geraden  wieder  eine  andere  Gerade,  nicht  diese,  als  Bahn- 
curve  hat,  indem  die  obige  Gleichung  od^  verschiedene  Geraden  darstellt. 
Obgleich  es  hier  einen  Sinn  hat,  von  Bahncurven  zu  reden,  ist  doch  der 
Satz  2  oder  3  bei  der  vorliegenden  Schar  von  00^  Transformationen,  die 
keine  Gruppe  bilden,  nicht  erfüllt. 

§  3.     Die    bei    allen    Transformationen    einer    eingliedrigen    Gruppe 
der  Ebene  invarianten  Curven. 

Die  Bahncurven  haben  die  Eigentümlichkeit,  dass  eine  jede  für 
sich  als  Ganzes  aufgefasst  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  indem  alle  Punkte  der  Curve  wieder  in  Punkte 
derselben  übergeführt  werden. 

Fragt  man   andererseits   überhaupt  nach    einer  Curve,    welche  aZs  i""'a"a"tc 

"  ^  Curve. 

Ganzes  aufgefasst  hei  der  Gruppe  in  Muhe  hleiht,  so  findet  man,  dass 
dieselbe  eine  Bahncurve  ist,  sobald  es  wenigstens  einen  Punkt  auf  ihr 
giebt,  der  nicht  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt. 
Denn  dieser  Punkt  geht  ja  bei  Ausführung  aller  Transformationen  der 
Gruppe  über  in  Punkte  seiner  Bahncurve,  während  er  doch  auf  der 
gesuchten  Curve  verbleiben  soll. 

Es  ist  nun  aber  auch  möglich,  dass  Curven  existieren,  deren 
sämtliche  Punkte  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe, 
und  zwar  jeder  für  sich,  in  Ruhe  bleiben.    Dann  ist  selbstverständlich 
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auch  die  ganze  Curve  invariant,  aber  sie  ist  doch  keine  Bahncurve. 
Dass  dies  wirklich  vorkommt,  haben  wir  in  §  3  des  1.  Kap.  bei  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  der  affinen  Transformationen  gesehen.  Analytisch 
lassen  sich  leicht  die  Bedingungen  dafür  angeben  und  die  Mittel  zu 
ihrer  Bestimmung  finden:  Ein  Punkt,  der  bei  der  ganzen  Gruppe  in 
Invarianter  j^yj^e  bleiben  soll,  bleibt  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

Punkt.  ' 

der  Gruppe  invariant,   d.  h.  für  ihn   sind   |  und  ri  Null.     Die  Coordi- 

naten  x,  y  solcher  Punkte  bestimmen  sich  also  aus  dem  Gleichungenpaar 

l{x,y)  =  0,     ri{x,y)  =  0. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuten,  dass  jeder  solche  Punkt  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  denn  er  bleibt  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  ungeändert  und  eine  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  geht  durch  fortwährende  Ausführung  der  in- 
finitesimalen Transformation  hervor.  Analytisch  folgt  es  mit  voller 
Stringenz  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 


(3) 


x,=  x+  '-Ux  +  -^^U{Ux)  + 
y.-=y\-{TJy  +  ^^U{üy)-{- 


denn   es   ist   für   den  Punkt  {x,  y)   sowohl    |  als  iq  Null,  mithin  auch 

jeder  Ausdruck  von  der  Form  TJg)  =^  I  ä — h  ^  p~  >  ^Iso  auch  U{Ux), 

JJiJJy)  u.  s.  w.     Es  kommt  daher:    x^  ^=x,  y-^  =  y- 
Es  ist  nun  denkbar,  dass  die  beiden  Gleichungen 

l(^,  ?/)  =  0;   v(.^,y)  =  ^ 

nicht  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  (x,  y),  sondern  eine  oder  einige 
continuierliche  Scharen  derselben  liefern.  Alsdann  sind  die  von  ihnen 
gebildeten  Curven  eben  invariante  Curven  der  besprochenen  zweiten  Art. 
Eine  Curve  kann  also  auf  zweierlei  Arten  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  invariant  sein,  entweder  als  JBaJmcurve  oder  als  eine  Curve 
Kriterium  y^jjj    lautcT  einzclu   invarianten  Punkten.     Es    fragt    sich  nun,    ob  ein 

der  Inva- 

rianz  einer  gemeinsames  analytisches  Kriterium  für   invariante  Curven  der  ersten 
und  zweiten  Art  aufgestellt  werden  kann. 
Die  Curve 

«(^;  «/)  =  0 

ist  invariant,  wenn  die  Punkte  (x,  y)  derselben  bei  einer  beliebigen 
Transformation  der  Gruppe  in  Punkte  {x^,y-^  derselben  Curve  über- 
gehen, d.  h.  wenn 


Die  bei  allen  Transf.  einer  eingl.  Gruppe  der  Ebene  invarianten  Curven.     71 

«(^i,2/i)  =  ö 
ist  vermöge 

Nach  Theorem  4  (3.  Cap.  §  3)  muss  also 

«(^,  ^)  + 1  ^«  +  r^  uiUai)  + . .  •  =  0 

sein  vermöge  a  {x,  y)  =  0  und  zwar  für  jedes  t  Dies  liefert  als  ein 
notwendiges  Kriterium,  dass 

oder  ausführlich  geschrieben: 

i.  dco     ,         dco  ^ 

sein  jnuss  vermöge  to  =  0.  Dies  ist  nun  auf  zweierlei  Weisen  möglich: 
Entweder  sind  |  und  rj,  die  Coefficienten,  einzeln  beide  Null.  Alsdann 
sind  alle  Punkte  (x,  y)  der  Curve  für  sich  invariant,  also  ist  es  auch 
die  ganze  Curve.  Oder  aber  zweitens  längs  der  ganzen  Curve  ra  =  0 
ist  die  Tangentialneiguug 

dx         %  ' 

d.  h.  die  Curve  ist  Bahncurve.  Das  als  notwendig  erkannte  Kriterium: 
Uca  =  0  vermöge  o  ==  0  führt  also  gerade  nur  auf  invariante  Curven, 
ist  daher  auch  hinreichend. 

Allerdings    wäre   es   auch   drittens  möglich,  dass   „-^  und  ^—  ein- 

o  '^        '  öx  <jy 

zeln  vermöge  co  =  0  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man 
den  Kreis  mit  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  durch  die  Gleichung 
(a;^-}-i/^ — 1)^=  0  darstellt.  Aber  wir  können  immer  voraussetzen,  dass 
die  Gleichung  der  Curve  so  geschrieben  sei,  dass  dies  nicht  der  Fall 
ist.    Denn  man  braucht  sie  nur  etwa  in  der  nach  y  aufgelösten  Form 

anzunehmen,  in  der  75—  ^  1 ,  also  nicht  Null  vermöge  co  =  0  ist. 

Somit  hat  sich  ergeben: 

Theorem    6:     Es   giebt   zweierlei   Curven,    ivelche   hei   einer 
eingliedrigen  Gruppe 

der  Ebene  invariant  sein  können.  Die  einen,  stets  vorliommen- 
den,  sind  die  00^  Bahncurven  der  Gruppe;  sie  werden  erhalten, 
indem  man  die  Invariante  der  Gruppe  einer  Constanten  gleich 
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setzt.     Die  Curven  der  andern  Art  hesteJien  aus  lauter  einzeln 
invarianten  Punkten,  für  welche  i,{x,  y)  =  r}(x,y)  ^^  0  ist. 

Für  beide  Curvenarten  gilt  das  Kriterium:  Die  Curve  oder 
die  Gleicliimg  (o(x,y)  ==  0  ist  hei  der  eingliedrigen  Gruppe  dann 
und  nur  dann  invariant,  wenn  Uco  =  0  ist  vermöge  o  =  0, 
dabei    vorausgesetzt,    dass    die    Gleichung    «  =  0    in    solcher 

Form   angenommen  wird,    dass   nicht  etwa  ^~   und  ^—   einzeln 

^  '  ox  oy 

beide  vermöge  0  =  0  verschwinden. 

Zu  unserem  Kriterium  machen  wir  noch  eine  Bemerkung:  Da 
das  Verschwinden  von  Uca  vermöge  0  =  0  die  rein  geometrische  Be- 
deutung hat,  dass  o  =  0  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Curve 
ist,  und  da  diese  geometrische  Bedeutung  unabhängig  von  der  Wahl 
der  Coordinaten  und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der 
Curve  ist,  so  folgt: 

Satz  8:  Ist  hei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  zwei 
Veränderlichen  x,  y  der  AusdrucTi  U(o{x,  y)  =  0  vermöge  a(x,  y)  =  0, 
so  gilt  das  entsprechende  auch  hei  Einführung  von  anderen  Veränderlichen 
und  unabhängig  von  der  Darstellungsform  der  Gleichung  o  ==  0,  wenn 

nur  nicht  -rr-  und  ^—  vermöge  o  =  0  beide  verschwinden. 

dx  oy  ^ 

Das  Kriterium  lässt  sich  noch  in  etwas  anderer  Weise  aussprechen. 
Es  liegt  ja  ausserordentlich  nahe,  sich  der  Redeweise  zu  bedienen, 
dass  die  Curve  o(a;,  ?/)  =  0  die  infinitesimale  Transformation  t//"  ge- 
stattet, d.  h.  bei  ihr  invariant  bleibt,  wenn  JJg3  =  0  vermöge  o  =  0 
ist,  denn  die  durch   TJf  transformierten  Veränderlichen 

x^=x-\-l8t,     y^=y-\^ridt 
müssen,    soll   o  =  0   die   infinitesimale   Transformation    Uf  gestatten, 
die   Gleichung   ca{Xi,y^)  =  0   vermöge    G){x,y)  =  0    erfüllen  und   dies 
liefert: 

(o(x-i-^dt,     y-\-r]dt)  =  0 
oder  g„  Sco       ^ 

%  +  n^  =  ^' 
d.  h.   Uco  =  0  vermöge  o  =  0. 

Da  wir  sahen,  dass  dies  Kriterium  auch  hinreichend  dafür  ist, 
dass  die  Curve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleibt 
oder,  wie  wir  auch  häufig  sagen  werden,  dass  sie  alle  Transformationen 
der  Gruppe  gestattet,  so  folgt: 

Satz  9 :  Eine  Curve  oder  Gleichung  o  (x,  y)  =  0  gestattet  alle  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  der  Ebene,  sobald  sie  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf  ziüässt. 
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Eine   Reihe    einfacher  Beispiele    soll    die    Entwickelungen    dieses  Beispiele. 
Kapitels  erläutern,  indem  wir  die  Curven  und  Punkte  aufsuchen,  welche 
bei   gewissen   durch   ihre  infinitesimale    Transformation   TJf  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppen  invariant  bleiben. 

1.  Beispiel:     Sei 

Uf=xl^. 

'  ox 

Die  von   JJf  erzeugte   eingliedrige   Gruppe  ist   die   der   affinen   Trans- 
formationen: 

x^  =  x-  e\    y^  =  y. 

Hier  ist  die  Invariante  ß  zu  bestimmen  aus 


dx 


=  0. 


Daher  darf  Si  ^  y  angenommen  werden.  Die  Curven  y  =  Const.  sind 
also  die  Bahncurven.  Um  die  eventuell  existierenden  Curven  mit 
lauter  einzeln  invarianten  Punkten  zu  finden,  haben  wir  ^  =  t^  =  0 
zu  setzen.  Dies  giebt  hier  nur  x  =  0,  d.  h.  alle  Punkte  der  y-Axe 
sind  invariant.  Die  y-Axe  ist  folglich  auch  eine  invariante  Curve. 
Schematisch  deuten  wir  diese  Ergebnisse  durch  die  Fig.  5  an,  in 
welcher  die  Pfeile  längs  der  Bahncurven  y  =  Const.  die  Richtungen 
angeben,  in  welchen  sich  die  Punkte  vermöge  der  infinitesimalen  Trans- 


formation  x  ~-  bewegen. 


Natürlich   würden   alle   Pfeile   umzukehren 

sein,  wenn  man  die  infinitesimale  Transformation  in  der  Form  —  x  ^— 

'  ox 

angenommen  hätte. 


< ik > 

< 3  t ^ 

< y, > 

;: 

< ]i > 

)C 

■< ^^f > 

>: 

■< n 3- 

-« ■ )( >- 


Fig.  5. 

2.  Beispiel:    Sei 
Uf  erzeugt  die  Gruppe 


( — yyxyxyyyy-/yyxy 


Fig.  6. 


x,=x-\-  yt,     y^  =  y. 
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Auch  hier  ist  die  Invariante  Sl^y  zu.  setzen  und  die  Curven  y  =  Const. 
sind  die  Bahncurven.  Für  die  einzeln  invarianten  Punkte  haben  wir 
die  Bedingung  y  =  0,  d.  h.  alle  Puukte  der  x-Axe  sind  einzeln  in- 
variant. Daher  vorstehendes  Schema  (Fig.  6).  Man  bemerke,  dass 
die  Gerade  y  =  0,  deren  Punkte  sämtlich  in  Ruhe  bleiben,  der  Schar 
der  Bahncurven  angehört. 

3.  Beispiel:     Die  infinitesimale  Transformation   der   eingliedrigen 
Gruppe  der  Rotationen  lautet: 

Die  Invariante  Sl  bestimmt  sich  aus: 


Da 


oder 


^  ox     *        oy 


dx    dy 

—  y         X 


xdx  -\-  ydy  ==  0 

die  zugehörige  gew.  Differentialgleichung  ist,  so  ist  die  Invariante 
^^^x^-\-y^  zu  setzen.  Die  Bahncurven  sind,  wie  wir  ja  schon  wissen, 
die  Kreise  um  den  Anfangspunkt:  x^  -\-  y'^  =  Const.  Setzen  wir  hier 
I  ==  ^  =  0,  so  kommt  nur  ein  eiuzelner  invarianter  Punkt,  nämlich 
der  Anfangspunkt.     Vgl.  die  Fig.  7. 


Fig.  7. 


4.  Beispiel:     Sei 


Uf. 


2    ^Z"      ,  ^f 


f  ig.  8. 


Die  Invariante   Sl   der   von    TJf  erzeugten   eingliedrigen  Gruppe  muss 
die  Gleichung   JJSl  =  0  erfüllen  oder  also  die  Gleichung: 


dSl    ,        cSl        ^ 


ex 


dy 
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Daher  ist  i2  ^  —  zu  setzen.     Die  Bahncurven   sind  also  die  Geraden 

X 

—  =  Const.  Die  einzeln  invarianten  Punkte  ergeben  sich  aus  ^  =  rj  =0. 

Es  kommt  x^  =  xy  =  0  oder  x  ==  0.  Also  ist  die  y-Axe  eine  in- 
variante Gerade,  bestehend  aus  lauter  invarianten  Punkten  (Fig.  8). 
Die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  sind,  wie  man  berechnen  möge: 

X  y 

^1  ^  1  -  xt  '     ^'  ~~  T^^t ' 

Weitere  Beispiele  zur  Bearbeitung:     Uf  habe  eine  der  Formen: 

i\     iL  _4_    IL 

^        dx    '    '^  dy  ' 

o\     K        ^L 

"^^     ^  dx         y  dy  ' 


dx        "^   dy 


■■i)^'iL+'j 


Man  bestimme  die  invarianten  Curven  und  Punkte  bei  den  betreffenden 
von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  und  berechne  die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppen  entweder  durch  directe  Integration  des 
bekannten  simultanen  Systems  oder  durch  Benutzung  der  Reihen- 
entwickelung. 

Man  beweise,  dass  der  Kreis 

a;2  4-  7/2  ==  1 

bei  allen  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 


r  ■"  2x)  dx  +  V        2^1 


dy 

erzeugten   eingliedrigen   Gruppe   invariant  bleibt,    und   zwar  ohne   die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  zu  benutzen. 

§  4.     Einige  wichtige  Klassen  von  infinitesimalen  Transformationen 

der  Ebene. 

Im  Anschluss  an  die  in  den  bisherigen  Kapiteln  dargestellten 
Theorien  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen  gewisse  interessante  Gat- 
tungen von  infinitesimalen  Transformationen  besprechen. 

1)  Die  projectiven  infinitesimalen  Transformationen.  —  Unttr  einer  projective 
projectiven  Transformation  der  Ebene  versteht  man  eine  solche,  welche  formation. 
alle  Punkte   einer   beliebig   gewählten  Geraden   wieder  in   die   Punkte 
einer  Geraden    überführt.      Aus    der    projectiven   Geometrie   entlehnen 
wir  hier  die  Thatsache,  dass  eine  projective  Transformation  der  Ebene 
allgemein  dargestellt  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 


0. 
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^   ^  ^         dx -\- ey -\- g"*     "^^        dx  -\-  ey  -\-  g' 

in  denen  also  die  Nenner  beider  Brüche  dieselben  sind.  Dass  diese 
Transformation  alle  Punkte  einer  <jreraden  wieder  in  die  einer  Ge- 
raden verwandelt,  ist  leicht  zu  verificiereu :  Die  Punkte  {x,  y)  der 
Geraden 

y  ==  xx  -\-  m 

werden  in  Punkte  {x^,  y^  übergeführt,  für  die 

(a  +  &x)  X  -\-  hm  +  c  ('*  +  Ä")  ^  +  '^w*  +  ^ 

^         {d  -\-  ex)  X  -\-  em  -\-  g  ^      -^^         {d  -\-  ck)  x  -\-  em  -\-  g 

ist.  Durch  Elimination  von  x  folgt  hieraus  für  den  Ort  der  trans- 
formierten Punkte  (xi,  y^)  die  Gleichung: 

(d  -\-  ex)  Xi  —  (a  -\-  hx)  (em  -\-  g)xj^  —  (bm  -\-  c) 
{d  +  ex)  y^  —  (h  -j- Jcx)  (em  -\-  g)  y^  —  (Im  +  l) 
Dieselbe  ist  linear  in  x^,  i/i»  denn  die  quadratischen  Glieder  x^,  y^ 
heben  sich  gerade  weg.  Sie  stellt  daher  ebenfalls  eine  Gerade  dar, 
auf  der  alle  transformierten  Punkte  (x^,  y^)  liegen. 

Andererseits  lehrt  diese  Betrachtung  aber  nicht,  dass  die  Trans- 
formation (4)  die  allgemeinste  ist,  welche  alle  Punkte  einer  beliebigen 
Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden  überführt.  Dies  entnehmen 
wir  vielmehr,   wie  gesagt,    aus    der  projectiven  Geometrie. 

Die  Transformation  (4)  ist  die  identische,  wenn  a,  g  und  h  gleich  1, 
alle  anderen  Constanten  gleich  0  sind.  Wünschen  wir  eine  m^m'fes^ 
mdle  projective  Transformation  zu  erhalten,  so  haben  wir  also  den 
Constanten  a,  g  und  li  unendlich  wenig  von  1,  den  übrigen  Constanten 
unendlich   wenig   von  0   abweichende  Werte  zu   erteilen.     So   kommt: 

(1  -f  8a)x  -f  8b  •  y  +  8c  _  8h^x  -f  (1  -\- 8h)  y -{- 81 

^1  ~~  8d'  x-\-  8e-y  -\-l  +  8g '     ^i  ~  8d~x^  8e  -  y~+  l-{-dg  ' 

Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  ist  aber  bekanntlich 

^^ j-^^ ,    -    ,   ^    =1  —  dd'X  —  de-y  —  dg 

8d  ■  X  -}-  8e  •  y  -\-  l  -\-  8g  '^  ^ 

und  daher  kommt: 

Xi  =  [(1  -|-  öa)x  +  dh  -"7/  +  de]  [1  —  öd  -  x  —  de-y  —  dg], 

y^  =  [dh  -  X  -]-  (i  +  dk)  ■  y  -\-  dl]  [l  —  dd  ■  X  —  de  ■  y  —  dg\, 

oder,  wenn  man  ausrechnet  und  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  nicht  mehr  berücksichtigt, 

Ä^i  =  (1  —  dd  •  X  —  de  •  y  —  dg)x  -\-  da  •  x  -\-  db  -  y  -\-  de, 
?/i  =  (1  —  dd  •  X  —  de-y  —  dg)  y  -\-  dh  ■  x  -{-  d]c  •  y  -\-  dl, 

d.  h.  X  und  y  erhalten  die  lucremente: 
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dx^x^  —  x=  de  -\-  {8  a  —  dg)x  -\-  dh  -y  —  dd  ■  x^  —  8e  ■  xy , 
dy  =  y^  —  y  =  dl  -j-  dJi  ■  X  -\-  {die  -  dg)  y  —  öd  ■  xy—  de-  y\ 
oder,  wenn  man  die  infinitesimalen  Constanten  anders  bezeielinet: 
dx  =  (a  -\-  ex  -\-  dy  -\-  hx^  +  hxy)  dt, 
dy  =ih-^  ex-{-  gy  -{-  hxy  +  ly'')  dt, 
sodass  die  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene 
das  Symbol  besitzt: 

Uf={a-\-cx  +  dy-\-hx^  +  'kxy)  -^  +  {h-\rex-\rgy-\-lixy  +  ly^)  -^  ■ 

Wir  werden  später  an  passender  Stelle  beweisen,  dass  hiermit  die 
allgemeinste  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  ge- 
funden ist*). 

Die  8  Constanten  a,  h,  c  •  ■  -h  können  irgendwie  angenommen 
werden.  Setzt  man  sieben  derselben  gleich  0,  die  übrigbleibende 
gleich  1 ,  so  ergeben  sich  die  folgenden  8  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen : 

df         df            df            df  df  df 

dx  '       dy  ''          dx  ^      "^  dx  ^  dy  ^      "^  dy  '' 

»  df  ,           df               of  ,      o   df 

dx  ^       ^  dy  ^         '^  ex  ^    '^     dy  ' 

und  die  oben  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  TJf 
kann  man  dadurch  herstellen,  dass  man  diese  8  speciellen  mit  Con- 
stanten multipliciert  und  addiert. 

Unter  den  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  sind  offen- 
bar auch  einige  uns  schon  bekannte  enthalten:  die  infinitesimalen 
Translationen,  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangspunkt,  die 
infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus  und 
die  infinitesimale  affine  Transformation  längs  der  ic-Axe.  Es  ist  geo- 
metrisch einleuchtend,  dass  alle  diese  projectiv  sind,  d.  h.  alle  Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  solchen  über- 
führen. 

Eine  gute  Übung  ist  es,  die  bei  den  oben  angegebenen  8  infini- 
tesimalen projectiven  Transformationen  invarianten  Punkte  und  Curven 
zu  bestimmen.  Auch  ist  es  nicht  schwer,  die  endlichen  Gleichungen 
der  von  diesen  8  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  durch  Integration  der  betreffenden  simultanen  Systeme  auf- 
zustellen. 


*)  Man  bemerke,  dass  die  Incremente  8x  und  8y,  welche  eine  beliebige 
infinitesimale  projective  Transformation  den  Coordinaten  x,  y  erteilt,  ganze 
Functionen  (zweiten  Grades)  von  x,  y  sind. 
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Die  bei  der  infinitesimalen  projectiven  Transformation 

üf=  {a  +  ex  +  dy  +  hx^  +  hxy)  ^  -{- (b  +  ex -\- gy -\- hxy  +  htf)  |^ 

invarianten  Punkte  x,  y  ergeben  sich  durch  Nullsetzen  der  beiden 
Coefficienten: 

a  -\-  ex  -{-  dy  -\-  hx^-\-  Izxy  =  0, 
h  -\-  ex  -\-  gy  -\-  hxy  -f-  hy^  ==  0. 

Diese  beiden  quadratischen  Gleichungen  müssen  wir  durch  gemeinsame 
Wurzelpaare  x,  y  zu   befriedigen   suchen.     Die    erste   ist  linear  in  y 

und  giebt: 

a  4-  cic  +  hx^ 

"  d  -\-  kx 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  ein,  so  wird  sie  nicht  vom 
vierten,  sondern  nur  vom  dritten  Gerade  in  x,  d.  h.  es  giebt  (im  all- 
gemeinen) drei  Wertepaare  x,  y,  und  mithin  lässt  die  infinitesimale 
projective  Transformation  üf  im  allgemeinen  drei  verschiedene  Punkte 
invariant.  Es  ist  dann  selbstverständlich,  dass  die  Seiten  des  von 
diesen  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  invariante  Geraden  sein  müssen, 
denn  jede  dieser  Geraden  geht  ja  wieder  in  eine  Gerade  über,  während 
doch  zwei  Punkte  auf  ihr  fest  bleiben.  Wäre  noch  eine  vierte  Gerade 
invariant,  so  würden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  anderen  invariante 
Punkte  sein.  Da  es  aber  deren  nur  drei  giebt,  so  folgt,  dass  im  all- 
gemeinen keine  vierte  invariante  Gerade  existiert.  Das  invariante  Ge- 
bilde von  Punkten  und  Geraden  ist  also  ein  Dreieck. 

Wohlbemerkt  können  für  specielle  projective  Transformationen 
(z.  B.  für  die  Translationen)  ganz  andere  Umstände  statthaben,  denn 
es  ist  möglich,  dass  die  obige  Auflösung  der  beiden  quadratischen 
Gleichungen  bei  besonderer  Wahl  der  Constanten  a,  &,  c  •  •  •  Ä  zu  ganz 
anderen  Ergebnissen  führt.  Doch  wollen  wir  hier  nur  den  allgemeinen 
Fall  in  Betracht  ziehen.  Ein  tieferes  Eingehen  auf  diese  wichtige, 
wenn  auch  einfache  Frage  ist  hier  noch  nicht  am  Platze. 

Um  nun  die  Bahneurven  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  pro- 
jectiven Gruppe  zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Coordinatensystem  so 
wählen,  dass  die  beiden  Axen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  jenes 
invariante  Dreieck  bilden.  (Dies  lässt  sich  immer  durch  eine  projective 
Umformung  des  Coordinatensystems  erreichen.)  Alsdann  haben  die 
Constanten  a,  h,  c  •  •  ■  h  in  Uf  specielle  Werte.  Da  zunächst  der  An- 
fangspunkt in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  a  =  b  ==  0  sein  (denn  für 
X  =  y  =  0  müssen  |  und  r]  verschwinden).  Der  unendlich  ferne  Punkt 
der  a:-Axe  ist  invariant,  wenn  jede  Gerade,  die  ihn  enthält,  also  jede 
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Gerade  x  =  Const. ,  in  eine  ebensolche  transformiert  wird.  Ist  also 
X  =  Const.  gesetzt,  so  muss  auch  x  -{-  dx  ^  Const.,  d.  h.  dx  muss  frei 
von  y  sein.  Demnach  ist  d  =  h==  0.  Analog  ist  e  =  h  =  0,  sodass  bleibt: 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  üf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
ergeben  sich  entweder  durch  Integration  des  simultanen  Systems 


CXy 

9  Vi 

^dt 

in 

der  Form 

7lg% 

—  t  = 

4'« 

X, 

ilg!/. 

—  t  = 

=7'^ 

y, 

d. 

h. 

aufgelöst 

in 

der 

Form 

oder  durch  Reihenentwickelung.    Es  ist  ja  hier 

JJx  =  ex,     UUx  =  (?x,    •  • 
Uy  =  gy,    UUy  =  (fy,    •• 
sodass  kommt: 


t  t'^ 

x.  ==  X  -\-  ex  --  -f-  c^x  - — ^  -}-•••  =  xe'"'^ 

1  \  *  z 

t  i^ 

yi  =  y  +  9y  j  +  ry  Yv-2  ~^ —  ^  y^''- 

Die  Bahncurven  finden  wir,  indem  wir  aus 

X  =  XqC'^^,    y  =  y^e^^ 
t  eliminieren.     Dies  giebt  als  Bahncurve 

oder,  wenn  ic^^  :  y^""  =  y  (==  Const.)  gesetzt  wird: 

x^  —  yy"  =  0. 
Man  sieht,  dass  die  Bahncurven  algebraische  Curven  sind,  wenn  g  und  c 
in  rationalem  Verhältnis  stehen.    Für  c  =  1,  g  =  2  z.  B.  sind  sie  die 
Kegelschnitte : 

X^  —  yy==0, 

d.  h.  alle  Kegelschnitte,  welche   zwei  Seiten  des  invarianten  Dreiecks, 
nämlich  die  iC-Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade,   in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  dritten  Seite,  der  y-kxe,  berühren. 
Ist  c:  g  nicht  rational,  so  sind  die  Bahncurven 

X9   —    yyC  =   Q 
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transcendent.   Um  uns  eine  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  zu  machen, 
bemerken  wir,  dass  ihre  Differentialgleichung  lautet: 

dx         dy  ^ 

ex  gy  ' 

also  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajectorien  diese  ist: 


dx    ,    dy        ^ 
gy    '    coc 


oder: 


cxdx*'-\-  gydy  =  0, 
deren  Integralcurven  die  Kegelschnitte 

cx'^  +  gy'^  =  Const. 
sind.     Mithin   sind    die  Bahncurven   von   TJf  die    orthogonalen  Trajec- 
torien *)    einer    Schar    von    ähnlichen    und    ähnlich    gelegenen    Kegel- 

schnitten,  deren  Axen  in 
den  Coordinatenaxen  lie- 
gen. (Siehe  Fig.  9.) 

2)  Die  conformen 
oder  winJceltrenen  infini- 
tesimalen Transformatio- 
nen. —  Eine  Punkttrans- 
formation heisst  conform, 
wenn  sie  zwei  beliebige 
sich  in  einem  Punkte  p 
schneidende  Curven  in 
Curven  überführt,  die  sich 
in  dem  aus  ji  nach  p^  transformierten  Punkte  unter  demselben  Winkel 
schneiden  wie  die  ursprünglichen  Curven  in  p. 

Wir  wollen  aus  der  Functionentheorie  entnehmen,  dass  jede  solche 
Transformation  dadurch  dargestellt  wird,  dass  man  die  transformierten 
Coordinaten  a:, ,  y^  dem  reellen  Teile  und  dem  Factor  des  mit  i  =  ]/—  1 
behafteten  Teiles  einer  beliebigen  Function  von  x  +  iy  gleich  setzt, 
also  annimmt: 

Soll  diese  Transformation  infinitesimal,  etwa  |  -r^ 1-  n  -. —  ,    sein ,    so 

'  ^  dx     ^     '  cy  ^  ' 

muss  x^  -f-  iy^  unendlich  wenig  von  x  +  iy  verschieden  sein.     Es  ist 

*)  Ein  geometrisches  Studium  aller  Curven,  die  eine  infinitesimale  projective 
Transformation  gestatten,  wurde  zuerst  ausgeführt  von  Klein  und  Lie  in  den 
Math.  Annalen  Bd.  3.  Die  im  Texte  gegebene  geometrische  Definition  der 
Curven  a^  —  yi/"  =  0  rührt  von  Scheffers  her. 


Fig.  9. 
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also  dann  nur  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  und  zu  setzen: 

^1  +  ^Vi  =«  +  «>  +  ^(^  +  *»  <^^- 
I  und  ri  sind  also  der  reelle  Teil  und  der  Factor  des  mit  i  behafteten 
Teiles  der  Function  -^{x  -\-  iy),  d.  h.  es  ist 

l  +  in  =  '^{x-{-  ^y)- 

ip  erfüllt  als  complexe  Function  die  Bedingung 

öx     '       cy  ' 

und  diese  ist  auch  hinreichend  für  ijj.   Also  folgt*):  Die  infinitesimale 
Transformation 

^  8x    *     '  dy 
ist  dann  und  nur  dann  conform,  wenn  |  und  ri  die  Bedingung  erfüllen: 

^  _L  ^-  ll  _!_  ^-  ü  _  liL  ==  0. 
ex    '^     dx    '^     dy  .      dy 


Z.  B.  die  infinitesimale  projective  Transformation 

K 

dx 


üf=  (a  -i-  ex  -^  dy  -{-  hx^  +  hxy)  -^  + 


-^  (h  +  ex  +  gy -{-  Jixy  +  Jcy')  |^ 
ist  conform,  wenn: 

(c  +  2hx  +  Jcy)  +  i{e  +  hy)  +  *"(^  +  ^^)  —  {9  +  ^^oc  +  2^)  =  0, 
d.  h,  —  da  dies  für  alle  x,  y  gelten  soll  —  wenn: 

c  -\-  ie  -\-  id  —  g  =  0,     h  -\-  ih  =  0 
ist.     Soll  sie  insbesondere  auch  reell  sein,  so  muss  also  einzeln 

(^=9)     e-\-d  =  0,     h  =  0,     Je  ^=  0 
sein,  und  somit  hat  die  allgemeine  reelle  conforme  und  infinitesimale 
projective  Transformation  das  Symbol: 

(a  +  ex  -{- dy) -^ -\r  (b  —  dx  +  ey)  |^  • 

Dasselbe  setzt  sich  linear  mit  Constanten  zusammen  aus  den  vier  ein- 
zelnen conformen  und  projectiven  Trausformätionssymbolen: 

IL     K     .r£L  JL  ,K       K       K 

dx'       cy'         dx'^y  dy'     y  dx        ^  dy' 
Diese    stellen    die  Translationen,    die  Ähnlichkeitstransformation  vom 


*)  An  einer  anderen  Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  eben  die  Gruppentheorie 
die  einfachste  Bestimmung  der  grössten  continuierlichen  Gruppe  von  conformen 
Transformationen  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  liefert. 

L  i  e ,  Differentialgleichungen.  g 
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Anfangspunkt  aus  und  die  Rotationen  um  den  Anfangspunkt  dar,  die 
auch  geometrisch  sich  sofort  als  conform  erweisen. 

Fiächrn-  3)  Die  flächentreuen  infinitesimalen  Transformationen.  —  Wir  nennen 

formation.  eiuc  Trausformation  flächentreu,  wenn  sie  eine  beliebige  geschlossene 

Curve   stets  in  eine   geschlossene   Curve  überführt,    welche    denselben 

Flächeninhalt  hat  wie  jene.     Insbesondere  sei 

^'  —^  8x  ^  ^  dy 
eine    infinitesimale    flächentreue    Transformation.      Man    kann    zeigen, 
dass  für  eine  solche 


ex     '     oy 


ist. 


Zu    dem    Ende    betrachten    wir    das    Dreieck    J,    das    von    den    drei 
Punkten  mit  den  Coordinaten      , 

X,  y, 
a'  +  «,    y  -\-  ß 

gebildet  wird.     Der  doppelte  Inhalt  desselben  ist  bekanntlich 

V  =  aß  —  ah. 
Der  Punkt  (x,  y)  wird  nun  durch   Uf  übergeführt  in: 
(5)  Xj^  =  X  +  ^6t,      y^  =  y  -\-  rjdt. 

Ferner   geht   der   Punkt    (x  -\-  a,   y  -\-  h)   über   in   einen   Punkt   (ajj  -{-  a^, 

yi  +  h\  füi'  den: 

Xi  -\-  tti  =  X  -{-  a  -\-  '^{x  -\-  a ,  y  -\-  b)  öt, 
yi+^i  =  y  +  b  +  v{^  +  a,  y  +  h)  d t 

ist  oder,  wenn  man  nach  a  und  h  entwickelt: 

Xj_ -j-  a^  =  X -{-  a -\-  -^{x,  y)6t  +  [j^  ^  +  ^  ^)  ^H ; 

,      yi  +  \  - y  +  h  +  v(x.y)6t  +  (1^  a  -j- ^b)  6t  +  ■  ■  • . 

Werden  rt,  b  und  «,  ß  infinitesimal  angenommen,  d.  h.  wird  das  Dreieck  J 
unendlich  klein,  so  können  wir  diese  Entwickelungen  mit  den  in  a,  & 
linearen  Gliedern  abbrechen  und  erhalten: 

x,-{-a,=x-i-a-j-^6t  +  {^a+  ^b)6t, 

yr+h='y  +  h-\-  rjöt  +  (ll  a  +  1^  ?>)  öt, 
oder  wegen  (5): 
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Analog  geht  der  Punkt  {x  -\-  a,  y  -\-  ß)  hei   Uf  iu  einen  Punkt  {x^  -\-  a^, 
2/1  -|-  ßi)  über,  für  den 


ß^  =  ß  +  {^x^+Wß)'^ 


(7) 

ist.     Nun  war 

r  ^  aß  —  ab 

der  (jetzt  von  zweiter  Ordnung  unendlich  kleine)  doppelte  Inhalt  des  in- 
finitesimalen Dreiecks  J.     Analog  ist 

der  doppelte  Inhalt  des  infinitesimalen  Dreiecks  z/j,  in  welches  J  durch 
Uf  übergeführt  wird.  Die  infinitesimale  Transformation  Uf  soll  flächeu- 
treu,  d.  h. 

sein.     Dies  giebt  nach  (6)  und  (7): 

oder,  wenn  man  ausrechnet,  wobei  sich  die  Glieder  2.  Ordnung  fortheben, 
und  die  Glieder  von  höherer  als  3.  Ordnung  vernachlässigt: 

-'"(Ä''+i-^)-(§»+i^)^"0- 

Hierin  heben  sich  einige  Glieder  fort.  Da  diese  Bedingung  für  alle  infini- 
tesimalen Dreiecke  J,  d.  h,  für  alle  infinitesimalen  Werte  von  a,  a,  ?>,  ß 
erfüllt  sein  muss,  so  kommt  einfach 

dx    '    dy 

Diese  Gleichung  müssen  also   alle  flächentreuen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erfüllen. 

Man  kann   auch  beweisen,  dass,  wenn  umgekehrt  ^  und  r]  diese 
Bedingung  erfüllen,  alsdann  die  infinitesimale  Transformation 

^'—^dx^^dy 

flächentreu  ist.     Wir  wollen  jedoch  hierauf  nicht  weiter  eingehen. 

6* 
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Die    flächentreue    Transformation    TJf    können    wir    noch    etwas 
anders  schreiben:    Wegen 

dx  dy 

lassen    sich    |  und  —  ri   als   die  Differentialquotienten  einer   einzigen 
Function  q  {x,  y)  auffassen : 

j.  —-  ^  ^Q 

*        dy'      '  "~        dx^ 
sodass    die    infinitesimale    flächentreue    Transformation    allgemein    die 
Form  hat:  ,. 

jjj- .  ^  ^  ^Q    S£  _ 

'        dy  dx        dx  'dy 

Hierbei  bedeutet  q  eine  irgendwie  gewählte  Function  von  x  und  y. 

So  z.  B.  giebt 

x^  +  y^ 


Q=  — 

2 

die  infinitesimale  Rotation 

dl_ 
^  dx 

^ä^' 

die  selbstverständlich 

flächentreu  ist 

•     Q  = 

\  ax  -\-  hy 

giebt  eine 

infini- 

tesimale  Translation. 

Setzt  man  ferner; 

Q  =  \ 

gf' 

so  ergiebt  sich  die  flächentreue  Transformation 

y   dx    "^ 

1   df  ^ 

X  dy 

Die  endlichen  Gleichungen  der  vou  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
lauten: 

x,  =  ]/f{xy-^2t),    y^==yi{xy  +  2t) 

u.  s.  w. 

Die    Bahncurven    der    von    unserer    infinitesimalen    flächentreuen 

Transformation 

JJf=  ^g  df       ^g   df 
'        dy  dx        dx  dy 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  erfüllen  die  Differentialgleichung 

dx  dy 

dg  dg 

dy  dx 

oder: 

^/^dx  +  l^dy^O, 
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deren  Integral  ist: 

q{x,  y)  ==  Const. 

Soll  die  infinitesimale  projective  Transformation 
UfEE  {a -{- ex -jr  dy  -\-  hx^  +  Tixy)  ^  + 

+  Q)  -\-  ex  -{-  gy  -{-  hxy  +  Itf)  ^ 

flächentreu  sein,  so  müssen  die  Constanten  die  Bedingung  erfüllen: 

c -\- 2hx -{- hy -{- g  +  hx -{- 2ly  =  0 
und  zwar  für  alle  Werte  von  x  und  y,  d.  h,  es  muss  sein: 

g  ==  —  c,     h  =  Je  =  0 , 
und  die  Transformation  lautet: 

{a  +  cx  +  dy)  ^ -{- (b  +  ex  -  cy)^, 

setzt  sich  also  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen   aus  den 

fünfen : 

df        df  df  df  df  df 

dx^      dy'         dx  dy'      ^  dx'         dy 

Um  das  zugehörige  q  zu  finden,  haben  wir  zu  setzen: 

^^^l  ^  ex-\-cy,    ^  =  a-\-cx-^dy. 

Es  ist  also  anzunehmen: 

Q^EE  —  hx-\-ay  —  ^x^-\-  cxy  -{-  -^y\ 

d.  h.  die  Bahncurven  q  =  Const.  sind  Kegelschnitte  und  zwar  alle  oo^ 
Kegelschnitte,  welche  sich  in  zwei  bestimmten  unendlich  fernen  (even- 
tuell imaginären)  Punkten  berühren,  oder  anders  ausgesprochen:  welche 
gemeinsamen  Mittelpunkt  und  gemeinsame  Axenrichtungen  haben,  sowie 
einander  ähnlich  sind. 

Erinnern  wir  uns  an  die  kinematische  Auffassung  des  §  4,  2.  Ka- 
pitel, so  sehen  wir,  dass  eine  infinitesimale  flächentreue  Transfor- 
mation Uf  der  Ehene  eine  stationäre  Bewegung  eines  incompressibelen 
Fluidums  definiert. 
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Abteilung  II. 

Verwertung  des  Begriffes  der  inflnitesimalen  Transformation   für 

Differentialgleicliungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Veränderlichen. 

Nachdem  wir  in  der  ersten  Abteilung  die  Begriffe  „eingliedrige 
Gruppe"  und  „infinitesimale  Transformation"  im  Bereiche  der  Ebene 
eingeführt  haben,  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Anwendung  dieser  Begriffe 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen.  Unter  anderem  entwickeln  wir  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Begriff  des  Euler'' sehen  Multiplieators  einer  solchen 
Differentialgleichung  und  dem  allgemeinen  Begriff  der  infinitesimalen 
Transformation  in  der  Ebene. 


Kapitel   5. 
Invariante  Curvenscharen. 

Im  letzten  Kapitel  der  1.  Abteilung  haben  wir  unter  anderem 
Curven  betrachtet,  welche  bei  einer  Transformation  invariant  blieben, 
insofern  als  alle  Punkte  einer  solchen  Curve  durch  die  Transformation 
wieder  in  Punkte  ebenderselben  übergehen. 

Nunmehr  wollen  wir  zu  Curvenscharen  übergehen,  welche  bei 
einer  Transformation  invariant  bleiben.  Es  wird  sich  darum  handeln, 
zunächst  zu  definieren,  was  unter  einer  invarianten  Schar  von  Curven 
verstanden  werden  soll,  alsdann  ein  analytisches  Kriterium  für  die 
Invarianz  einer  Curvenschar  bei  Ausführung  einer  Transformation  zu 
gewinnen  und  endlich  zu  untersuchen,  wann  eine  Curvenschar  bei 
allen  Transformationen    einer   eingliedrigen  Gruppe  ungeändert  bleibt. 

§   1.     Kriterium  dafür,   dass  eine  Schar  von  oo^  Curven  der  Ebene 
eine  Transformation  gestattet. 

Wir  sagen,  dass  eine  Transformation  eine  Curve 

in  eine  andere  Curve 

«i(^i;2/i)  =  0 
überführt,  wenn   sie  die  Punkte  (x,  y)  der  ersten  Curve  in  die  Punkte 
(x^,  i/i)  der  zweiten  Curve  überführt. 


Bcbar. 
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Wir  sagen  ferner,  dass  eine  Transformation  eine  Curvenschar  ^c^^^ven-^ 
CD  (x,  ij)  =  Const. 
invariant  lässt,  wenn  sie  jede  Curve  der  Schar  in  eine  Curve  der 
Schar  überführt.  Alsdann  benutzen  wir  auch  häufig  die  Redeweise, 
dass  die  Curvenschar  co  (x,  y)  =  Const.  die  Transformation  gestattet 
oder  mlässt,  oder  dass  sie  durch  die  Transformation  in  sich  übergeführt 
wird,  indem  ihre  einzelnen  Curven  durch  die  Transformation  unter 
einander  vertauscht  werden. 

So  z,  B.  wird  jede  Gerade  der  Schar  von  Parallelgeraden 
y  —  XX  =^  Const. 
bei  einer  Translation  (Verschiebung)  der  Ebene  wieder  in  eine  Gerade 
dieser  Schar  übergeführt.  Die  Schar  bleibt  also  bei  einer  Translation 
der  Ebene  invariant,  sie  gestattet  dieselbe.  Im  allgemeinen  wird  diese 
Translation  jede  Gerade  der  Schar  in  eine  andere  Gerade  derselben 
verwandeln;  wenn  jedoch  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Rich- 
tung der  Geraden  zusammenfällt,  so  wird  jede  einzelne  Gerade  in  sich 
verschoben,  bleibt  also  auch  für  sich  invariant. 

Ferner  sieht  man  z.  B.,  dass  die  Schar  der  oo^  Kreise  mit 
gleichem  Radius  r,  deren  Mittelpunkte  auf  der  a;-Axe  liegen: 

(x  —  cy  -\-  y^  =  r^ 
(mit  dem  Parameter  c)  bei  der  Translation  längs  der  x-kxQ 

x^  =  x-\-t,  y^=y 
invariant  bleibt.  Diese  Translation  führt  nämlich  den  Kreis  mit 
Mittelpunktsabscisse  c  in  den  Kreis  mit  Mittelpunktsabscisse  c  -\-  t 
über,  was  geometrisch  selbstverständlich  erscheint,  aber  sich  auch 
analytisch  ergiebt,  da  durch  Einführung  von  x^  und  y^  in  die  Kreis- 
gleichung diese  übergeht  in 

(x^—c  —  ty  +  ^/  ^r%  ■ 

also  in  die  Gleichung  des  Kreises  der  Schar,  dessen  Mittelpunkt  die 
Abscisse  c  +  ^  tiat.  Jeder  Punkt  des  ersteren  Kreises  (c)  wird  um 
die  Strecke  t  längs  der  x-Axe  verschoben,  sodass  er  in  einen  Punkt 
des  Kreises  (c  -\-  t)  übergeht.  Und  das  gilt  von  allen  Kreisen  (c) 
der  Schar. 

Wir  wollen  nun  eine  kurze  Bemerkung  aus  der  analytischen 
Geometrie  einschalten,  welche  wir  nachher  gebrauchen.  Wenn  zwei 
Gleichungen 

Ä  (x,  y)  =  Const. ,     B  {x,  y)  =  Const. 

dieselbe  Schar  von  cx)^  Curven  darstellen  sollen,  so  muss  eine  jede 
Curve     der    ersten    Schar    Ä(x,  y)  =  a    mit    einer    gewissen    Curve 
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B{x,  y)  =  h  der  zweiten  Schar  identisch  sein.  Zwischen  den  Con- 
stanten a  und  b  besteht  also  die  Beziehung^  dass  zu  jedem  a  ein 
bestimmtes  b  gehört,  d.  h.  b  ist  eine  Function  von  a: 

b  =  Sl(a). 
Liegt  nun  ein  beliebiger  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  etwa  auf  der  Curve 

Ä{x,ij)  =  a^, 

so  liegt  er  selbstverständlich  gleichzeitig  auf  der  Curve  JB(x,  y)  =  ^(^1) 
und  daher  besteht  identisch  die  Gleichung: 

JB{x,y)  =  il{Ä{x,y)), 
in  Worten: 

Zwei  Gleichungen 

A{x,y)  =  Const.,     B(x,  y)  ==  Const, 

stellen  dieselbe  Schar  von  00^  Curven  dar  dann  und  nur  dann,  wenn  B 
eine  Function  von  A  allein  ist: 

B{x,y)  =  Sl{A{x,y)). 

Von  diesem  Hülfssatz  aus  der  analytischen  Geometrie  werden  wir 
sogleich  Gebrauch  machen. 
^ftodi'e"  ^^  ^^^  nämlich 

Invarianz  Gi{x,  y)  =  Const. 

einer  Cur- 

eine  Schar  von  00^  Curven.  Wir  fragen  nach  einem  analytischen  Kri- 
terium dafür,  dass  dieselbe  die  Transformation 

(1)  x^  =  (p{x,  y),    2/1  =  t(x,  y) 
gestattet. 

Jede  Curve  05  (a;,  ?/)==  Const.  soll  durch  die  Transformation  (1) 
wieder  in  eine  solche  Curve  übergehen.  Um  dies  auszudrücken,  haben 
wir  zunächst  die  Gleichung  der  Curve  aufzustellen,  in  welche  eine 
Curve  G){x,  y)  =  Const.  durch  die  Transformation  (1)  übergeführt  wird, 
und  dazu  bedarf  es  der  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  x,  y.    Ist: 

(2)  00  =  ^(a^i,  y,),    y  =  W{x„  y,) 

diese  Auflösung,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche 
CO  (x,  y)  =  Const.  transformiert  wird : 

«(^(^n  Vi),  '^{^1,  Vi))  =  Const., 
allerdings    geschrieben    in    den    Coordinaten    ä;^,  y^^.     Diese   Gleichung 
soll   also   wieder   die   gegebene  Curvenschar  vorstellen,   die  wir,  wenn 
wir   auch   darin  die  Coordinaten   mit  x^,  y^    bezeichnen,   so  schreiben 
können: 

09  (x^ ,  y^)  =  Const. 
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Nach  unserem  vorausgeschickten  Hülfssatze  besteht  daher  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

G){0{x^,  2/1),  ^{^1,  Vi))  ^ "^(«(^1,  yd) 

oder  also  es  muss 

co{x,y)=  W{(o{x,,y^) 

sein  vermöge  (2)  oder,  was  dasselbe  ist,  vermöge  (1). 

Dies  notwendige  und  hinreichende  Kriterium  lässt  sich  auch  durch 
Auflösung  nach  ci{x^,y^  so  aussprechen:  Es  muss  vermöge  der  Trans- 
formation (1)  Gi(x-^,y^  eine  Function  von  Gi{x,y)  allein  sein: 

«(^i;^i)  =  '^(«(^;2/))- 
Dass  dies  Kriterium  auch  hinreicht,  ist  augenscheinlich,  denn  vermöge 
der  Transformation  geht  hiernach  die  Curve  G){x,y)  =  c  in  die  Curve 
«(iCi,  i/i)  =  iß(c)  über,  welche  ebenfalls  der  Schar  angehört, 
Satz  1:  Die  Schar  von  oo^  Curven 

co{x,  y)  =  Const. 
gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

x^  =  (p{x,y),     yx  =  tl^ix,y), 
wenn  vermöge  dieser  Transformation  «(a?i,  ^i)  eine  Function  von  c3(x,y) 

allein  ist: 

(o{x^,yi)  =  ü{cy(x,y)). 

Beispiel:  Die  oben  betrachtete  Schar  von  00^  Kreisen  mit  gleichem 

Radius  r: 

(x  —  cf  -{-  y^  =  r^ 

gestattet,  wie  wir  sahen,  die  Translation 

x^=x  +  t,     yi=y. 

Um  dies  durch  unseren  Satz  zu  verificieren,  müssen  wir  die  Gleichung 

der  Kreisschar  erst  nach  ihrem  Parameter  c  auflösen: 

(o  ^  X  —  Yr^  —  y"^  =  c. 
In  der  That  ist  nun 


G)(x^,  y^)  ^  x^  —Yr^  —  yj^  =  X  +  t  —  Y^^  —  2/^  =  «(^,  V)  +  ^, 
d.  h.  eine  Function  von  co  [x,  y)  allein. 

§  2.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Schar  von  00^  Curven  alle 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  wann  eine  Schar  von  00^  Curven  ^gchai^^ei 

r  \  r\  ,  einer  ein- 

Gi[X,  y)  =  (Jonst.  gliedrigen 

Gruppe. 

nicht    nur    eine,    sondern    alle   Transformationen    einer    eingliedrigen 
Gruppe    Uf=lj^-{-rij^^  gestattet. 
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Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe,  die 
jetzt  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  treten, 
lauten  nach  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3): 


X- 


(3) 


Unser  Verlangen  kommt  nach  Satz  1  darauf  hinaus,  dass  für  jedes  t 
(nämlich  für  jede  Transformation  der  Gruppe  JJf^  vermöge  (3)  eine 
Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(4)  (a{x^,y^  =  W{ci{x,y)\ 

Die  Substitution  der  Werte  (3)  in  eine  beliebige  Function  ist  schon 
in  dem  citierten  Theorem  angegeben.     Danach  ist: 

(5)  ca{x^,  y^)  =  (o{x,  y)  +  y  U(o -\-  ^-^  UUca  -\ . 

Dies  soll  nach  (4)  eine  Function  von  (o{x,y)  allein  sein  und  zwar  für 
alle  Werte  von  t.  Es  müssen  demnach  die  Coefficienten  der  verschie- 
denen Potenzen  von  t  einzeln  Functionen  von  g)(x,  y)  allein  sein,  ins- 
besondere der  Coefficient  von  V-.  Als  eine  erste  notwendige  Bedingung 
ergiebt  sich  folglich,  dass  eine  Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(6)  üm{x,  ^)  ,^  i  ll  +  ^  1^  =  ^{co{x,  y)) 

und    zwar   identisch   für    alle   Werte    von  x   und  y.     Aber    diese  Be- 
dingung ist  auch  völlig  hinreichend,  denn  nun  ist  identisch 
TTiT  TTrkf    \         i-  d9.     .         8Sl         dSl  /^  da     .        d  co\ 

dil  -TT  dSl  ^  /    V 

=  ,—  Uco  =  -j—  ^lia), 
da  da        ^    ^' 

also  auch  eine  Function  von  co  allein,  ebenso  TJUTJca  u.  s.  w.  In  (5) 
sind  also  wirklich  alle  Coefficienten  nur  Functionen  von  co(x,y),  so- 
bald (6)  erfüllt  ist. 

Wir  haben  hier  wie  in  §  1  immer  nur  die  Forderung  gestellt, 
dass  jede  Curve  der  Schar  (o(x,y)  =  Const.  vermöge  der  betreffenden 
Transformationen  wieder  in  irgend  eine  Curve  der  Schar  übergehe. 
Es  ist  nun  insbesondere  denkbar,  dass  jede  Curve  der  Schar  in  sich 
übergeführt  wird,  also  einzeln  invariant  bleibt.  Offenbar  ist  dies  nur 
ein  Specialfall  des  Obigen  und  das  Kriterium  (6)  bleibt  auch  dann 
noch  richtig.  In  diesem  Falle  ist  co(x,  y)  eine  Invariante  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  und  demgemäss  hat  dann  (6)  die  speciellere  Form 
Va  =  0.     (Vgl.  §§  1,  2  des  4.  Kap.) 
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Theorem  7:  Die  Schar  von  oo^  Curven 

CO  (x,  y)  =  Const. 

gestattet   dann    und  nur  dann  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf,  wenn  Uca  eine  Function  von  co  allein  ist: 

U(o  =  £l{co). 

Insbesondere    bleibt  jede    Curve    der   Schar    einzeln    bei    allen 
Transformationen  der  Gruppe  invariant,  wenn  Ucöe^O  ist*). 

Wir  forderten,  dass  die  Curvenschar  (o{x,y)  =  Const.  alle  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzengten  eingliedrigen  Gruppe  gestatte.    Wir 
wollen   jetzt   einmal  nur  verlangen,    dass   die   Schar   die  infinitesimale  ^gl^^Xci 
Transformation   Uf  der  Gruppe  gestatte.     Dieselbe  führt   alle  Punkte''^^^^^'.^^^^'^^" 
einer  Curve  Trans- 

in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte 

Xy^  =  x-\ridt,     9j^=y-\-ridt 

über,  und  diese  sollen  wieder  auf  einer  solchen  Curve  liegen.    Es  soll 
also  der  Ausdruck: 

co(Xi,y^)  =  a(x  -{-  idt,y  -{-  7]dt) 

oder,   wenn    man   von  unendlich  kleinen  Grössen  2.  Ordnung  absieht: 

dco    ,       d(. 


<^^y)  +  {^^l  +  n^^st 


eine  Function   von  ca  {x,  y)  allein  sein.     Daraus  folgt,  dass  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

^'^^^fl  +  ^li^^c«)    - 

bestehen  muss. 

Satz  2:  Die  Schar  von  oo^  Curven  ca  (x,  y)  ==  Const.  gestattet  die 
infinitesimale  Transformation  Uf,  sobald  Ua  eine  Function  von  ra 
allein  ist: 

Ua  EEE  Sl{(0). 

Die  Übereinstimmung  dieses  Kriteriums  mit  dem  im  Theorem  7 
aufgestellten  lehrt  ferner: 

Satz  3:  Gestattet  eine  Schar  von  oo^  Curven  der  Ebene  eine  infini- 
tesimale Transformation,  so  gestattet  sie  auch  alle  Transformationen  der 
von  dieser  infinitesimalen  Transfortnation  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania  1874. 
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§  3,     Beispiele. 

Wir  erläutern  das  Vorhergehende  an  einigen  einfachen  Beispielen. 

1.  Beispiel:  Die  Schar  von  oo^  Parallelgeraden 
(jö(x,y)^y  —  XX  =  Const. 
gestattet    alle  Translationen    der  Ebene,    vne    schon   in  §   1   bemerkt 
wurde.     Insbesondere    gestattet    sie    auch   alle   Translationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe 

ooi  =  X  -\-  at,  yi  =  y  ~\-  ht, 
in  der  a  und  b  gegebene  Zahlen  bedeuten  und  t  der  Parameter  der 
Gruppe  ist.  Wir  wollen  dies  mit  Hülfe  unseres  Theorems  verificieren: 
Die  identische  Transformation  der  Gruppe  ergiebt  sich  für  ^  ==  0,  die 
infinitesimale  also  für  t  =  dt  Es  kommt  für  dieselbe  dx==adt, 
öy  ==hdt,  sodass  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  der 
Gruppe  lautet: 

'  ex    '       dy 

Für  die  Geradenschar 

G)  ^y  —  KX  =  Const. 
ist  nun 

Uca  ist  also  bloss  eine  Constante,    Eine  Constante  ist  aber  auch  als 
Function  von  co  allein  aufzufassen,  sodass  das  Kriterium  stimmt. 

3.  Beispiel:    Wir   fanden  in  §   1   auch,    dass  die   Schar  von  oo^ 
Kreisen 

ca{x,y)^x  —  "j/r^  —  y^  =  Const. 

alle    Transformationen    der    eingliedrigen    Gruppe    der    Translationen 

längs  der  ic -Achse: 

x^=x-^t,    y^  =  y 

gestattet.     Die    infinitesimale   Transformation    dieser   Gruppe    hat  das 
Symbol 


und  es  ist  daher: 


ox  ' 


d.  h.    in    der  That   eine  Function    von  a    allein,   nämlich  bloss   eine 
Constante. 

5.  Beispiel:   Die  Schar  von  oo*  Geraden 


cj  ^       =  Const. 

X 
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durch  den  Anfangspunkt  gestattet,  wie  schon  geometrisch  klar  ist, 
alle  Rotationen  um  denselben: 

x^  =  X  cos  t  —  y  sin  t,     y^  =  x  sin  t  -j-  y  cos  t. 
Um  dies  analytisch  zu  beweisen,  bilden  wir  die  infinitesimale  Rotation: 

welche  die  Gruppe  jener  endlichen  Rotationen  erzeugt,  und  berechnen 
Uco.     Es  kommt: 

Ua>  =  -y^  +  x-^=^+l  =  (o'-i-l. 

^   8x     *        8y         x^    *  '      ' 

Uc3  ist  also  wirklich  nur  eine  Function  von  o. 

4.  Beispiel:  Die  Schar  der  concentrischen  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt 

CD^  x^  -\-  y^  =  Const. 

gestattet  offenbar  auch  die  soeben  betrachtete  eingliedrige  Gruppe 
von  Rotationen.  Um  diese  geometrisch  augenscheinliche  Thatsache 
analytisch  zu  beweisen,  haben  wir  zu  bilden: 

Ua^  =  -  y^-i^^  -^  x^-^y^  =  -  y  2x  +  X  .  2y  =  0. 

Hier  tritt  der  besondere  Fall  UtD  liE  0  ein,  der  aussagt,  dass  jeder 
Kreis  x'^  -{-  y^  =  Const.  einzeln  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  in- 
variant bleibt,  was  ebenfalls  geometrisch  einleuchtet,  weil  diese  Kreise 
die  Bahncurven  der  Gruppe  sind. 

5.  Beispiel:  Die  vorhergehenden  Beispiele  waren  nur  Verificationen 
des  Theorems  7.  Jetzt  wollen  wir  an  einem  Beispiel  zeigen,  wie  man 
dies  Theorem  benutzen  kann,  um  alle  Scharen  von  oo^  Curven  zu 
finden,  welche  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  üf  invariant  bleiben,  und 
zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe  gegeben  sei.  Wir  .wählen  die  eingliedrige  Gruppe 
der  Rotationen: 

Soll  die  Curvenschar  co  (x,  y)  =  Const.  diese  Rotationen  gestatten ,  so 
muss   Uo)  eine  Function  von  cj  allein  sein: 

TT        doO       ,  8(0  r»/\ 

Entweder  istß^O,  dies  liefert  natürlich  die  Bahncurven  a;^4~?/^  =  ^onst. 
Oder  aber  Sl  ist  verschieden  von  Null.    Es  kann  immer  erreicht  werden. 


94  Kapitel  5,  §  3.  Kapitel  6,  §  1. 

dass  dann  ^^  1  wird.  Denn  die  Curvenschar  co  =  Const.  kann  ja 
in  jeder  Form  i^{co)  =  Const.  geschrieben  werden  und  es  ist: 

^    ^         da)  dco       ^    -' 

Wählt  man  also  die  Function  ^(co)  so,  dass 

^P-  ß(«)  =  1 
dto         ^    ^ 

wird,  so  wird  ?7^(c3)  ^  1.  Wir  dürfen  also  annehmen,  die  Curven- 
schar to  =  Const.  sei  so  geschrieben,  dass   U(o  =  1  wird  oder: 

8cä      ,  8(0  ^ 

—  y  ^ r^ö-~  =  l- 

•^  ox    '        oy 

Zur  Integration   dieser   Gleichung  bemerken   wir,   dass   sie   äquivalent 

ist  dem  simultanen  System 

"  dx  dy dm 

—  y         X  1  ' 

und  dies  besitzt  ausser  x^  -\-  y^  noch  ein  Integral,  das  co  enthält  und 
sich  leicht  berechnen  lässt.     Es  ist  ja: 

xdy  —  ydx         -, 

oder: 

arc  tg  —  —  G)  =  Const. 

°     X 

Die  allgemeinste  Curvenschar  cj  =  Const.,  welche  alle  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  gestattet,  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

i^(a;2  +  2/^arctg^  -a3)  =  0 

durch  Auflösung  nach  «  in  der  Form: 

Gi{x,  y)  EE  arctg  -|-  +  f{x^  +  y^)  =  Const. 

Hierin  ist  f  eine  beliebig  annehmbare  Function  von  x^  -f-  y^.  Ins- 
besondere ergiebt  sich  für  /"  ==  a  lg  ]/a;^  +  i/'^  die  Schar  von  logarith- 
mischen Spiralen: 

arctg  ^-  -(-  a  lg  j/a;"'^  -\-y^  =  Const. 

Weitere  Beispiele  zur  Behandlung: 

1)  Zu  beweisen,  dass  die  Schar  der  oo^  Kreise  x^  -\-  y^  =  Const. 
bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

^1  =  ^'^7  yi  =  yi 

invariant  bleibt. 

2)  Zu   beweisen,   dass   dieselbe  Kreisschar  auch  alle  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  Gruppe 


Zusammenhang  zwischen  e.  infin.  Transformation  u.  e.  Integrabilitätsfactor.      95 

x^  =  (x  cos  t  —  y  ain  t)e* ,     y-^  =  {x  sin  t  +  y  cos  t)e' 

gestattet. 

3)  Zu  beweisen,  dass  die  soeben  angegebene  Gruppe  auch  die 
Schar  von  oo^  logarithmisciien  Spiralen: 

y 

f— arctg  — 

yx^  -\-  y^  —  ae,       ^  ==  Const. 
invariant  lässt. 

Natürlich  soll  jedesmal  das  Theorem  7  angewandt  werden.  Man 
verificiere  aber,  wo  es  nicht  evident  ist,  die  Invarianz  immer  noch 
nachträglich,  indem  man  vermöge  der  endlichen  Gleichungen  der  be- 
treffenden Gruppen  die  neuen  Veränderlichen  äJj,  y^  einführt  und  sich 
davon  überzeugt,  dass  die  neue  Gleichung  der  Curvenschar  sich  mit 
der  ursprünglichen  deckt. 
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Grewöhnliche  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine 
eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

In  den  bisherigen  Kapiteln  hat  sich  noch  keine  Gelegenheit  ge- 
zeigt, die  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  für  die  Differential- 
gleichungen zu  verwerten.  In  diesem  Kapitel  machen  wir  einen  ersten 
Schritt  in  dieser  Richtung. 

§  1.    Zusammenhang  zwischen  einer  infinitesimalen  Transformation 
und  einem  Integrabilitätsfactor. 

Wir  betrachteten  im  vorigen  Kapitel  eine  Schar  von  oo^  Curven, 
welche  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattete. 
Analytisch  werden  oo^  Curven  entweder,  wie  dort  geschehen,  durch 
eine  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constanten 

Ol  {x,  y)  =  Const. 
oder    aber    als    die    Integralcurven    einer    gewöhnlichen    Differential- 
gleichung zwischen  x  und  y 

(1)  X(x,  y)dy  -  Y(x,  y)dx  =  0 

definiert.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  uns  an  die  letztere  Definition 
halten,  also  annehmen,  die  endliche  Gleichung  der  Curvenschar  sei 
nicht  bekannt,  sondern  nur  ihre  Differentialgleichung  (1)  sei  vorgelegt. 
Andererseits  nehmen  wir  an,  dass  wir  zufälliger  Weise  wissen, 
dass  die  durch  (1)  dargestellte  unbekannte  Schar  von  oo^  Curven  eine 
gewisse  bekannte  infinitesimale  Transformation 
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gestatte. 

Das  unbekannte  Integral  ca{x,y)  der  Differentialgleichung  (1) 
erfüllt  identisch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(2)  ^r.  +  ^%  =  ^- 

C^gl-  §  5  des  1.  Kap.)  Überdies  muss  für  dasselbe,  da  die  Curven- 
schar  a  =  Const.  die  infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  nach 
Theorem  7  (5.  Kap.,  §  2)   Uco  eine  Function  von  o  allein  sein 

(3)  J7coEEE||^  +  ^|^  =  ß(«(^,2/)). 

Wie  bekannt  ist  mit  o  jede  Function  0  von  co  allein  ebenfalls  Integral 
der  Difi'erentialgleichung  (1),  denn  es  ist  ja: 

(4)  X 1^  +  r|^  =  ^^ .  Ix  l^  +  rl^)  =  0, 

^  -^  ex     '         cy  aco        \      ox    '         cyl  ' 

sobald   (2)   erfüllt  ist.     Auch  ist    U0{co)   als   Function  von    0   allein 

darstellbar,  denn  es  ist: 

(5)  ü^ico)  EEE  -^  .  Ua>  =  -^-  ß(«). 

Wenn  hieraus  co  vermöge  O  =  O{(o)  fortgeschafft  wird,  stellt  sich 
U0  als  Function  von  O  allein  dar. 

Setzen  wir  voraus,  dass  in  (3)  ^(aj)  eIe  0  sei,  d.  h.  dass  nicht 
einzeln  jede  Integralcurve  co  =  Const.  für  sich  hei  der  infinitesimalen 
Transformation  Uf  invariant  bleibe  (vgl.  Theorem  7),  so  können  wir 
uns  offenbar  die  Function  0  von  a  so  gewählt  denken,  dass  ÜQ^l 
wird.  Denn  nach  (5)  haben  wir  zu  diesem  Zwecke  0  nur  so  zu  be- 
stimmen, dass 


^.ß(co)  =  l 


wird,  also  zu  setzen: 


0 


Folglich  dürfen  wir  voraussetzen,  für  das  unbekannte  (soeben  mit  0, 
von  jetzt  ab  mit  o  bezeichnete)  Integral  co(x,y)  sei: 

ox    '         oy 
und 

TT  J.    ^«W        1  (^^  -I 

^'^  =  ^rx  +  'iiy  =  ^- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  ^  und  -g-   berechnen: 

cm  Y  da  X 

d^^~  Xri-YV      Jy"  Xri-Y^' 
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Von  der  unbekannten  Function  co  sind  also  die  partiellen  Differential- 
quotienten nach.  X  und  y  bekannt.  Daher  ist  auch  co  selbst  nach 
einem  Satze  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  durch  blosse 
Quadratur  zu  bestimmen,  denn  es  ist  jetzt 

-,  da   -,       .    dco   j  Xdy  —  Ydx 

den  =  :^  ax  -\-  -^  ay==>  -^ ^^r- 

cx  '    dy    "^  Xr]  —  Y^ 

notwendig   ein   vollständiges  Differential,   mit  anderen  Worten:  es  ist 

1 
Xr,-Y^ 

ein  Integrabilitätsfactor  oder  Euler' scher  Multiplicator  der  gewöhnlichen  ^'i^^^j^_^^'' 

Differentialgleichung  p"<=^*<''- 

Xdy  -  Ydx  =  0. 

Theorem  8*):   Weiss  man,  dass  die  Schar  der  Integralcurven 

einer  vorgelegten  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  bekannte  infinitesimale  Transformation 

^  8x    '     '  dy 
gestattet,   welche  jedoch   nicht  jede  Integralcurve  für  sich  in- 
variant lässt,  so  ist 


Xri-Y^ 

ein  -Integrabilitätsfactor   der   Differentialgleichung   und  diese 
also  durch  eine  Quadratur  integrierbar  in  der  Form: 


J 


Xdy  —  Ydx        r^       l 

—-£. ^^  =  (Jonst. 

Xri—  Yg 


Dieses  wichtige  Theorem  lehrt  also,  wie  die  Kenntnis  einer  in- 
finitesimalen Transformation,  welche  die  Schar  der  Integralcurven 
invariant  lässt,  für  das  Integrationsproblem  verwertbar  ist. 

Doch  hatten  wir  ausgeschlossen,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation jede  Integralcurve  für  sich  invariant  Hesse.  Dies  darf  nicht 
überraschen:  Mau  kann  nämlich  von  vornherein  jede  infinitesimale 
Transformation  angeben,  welche  jede  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 

einzeln  invariant  lässt.     Denn  die  Differentialgleichung   ordnet  jedem 
Punkte  {x,  y)  die  Tangentialrichtung 

*)  Dieses  merkwürdige  Theorem  wurde  zuerst  1874  veröfiFentlicht  in  den 
Verhandlungen  der  Gesellschaft  d.  Wiss.  zu  Christiania:  „Zur  Theorie  des  Inte- 
grabilitätsfactors"  von  Sophus  Lie. 

Lie,  Differentialgleichungen.  .  7 
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<^  _  r 

der  durch  ihn  gehenden  Integralcurve  zu.  Soll  aber  die  infinitesimale 
Transformation  die  Integralcurven  einzeln  stehen  lassen,  so  muss  sie 
jeden  Punkt  {x,  y)  längs  seiner  Integralcurve  fortbewegen.  Die  Rich- 
tung ^  ,  welche   die  infinitesimale  Transformation  t^  -\-  ri  -J-   dem 

Punkte    (a:,  y)    zuordnet,    muss    also    gleich    der    Tangentialrichtung 

Y 

y  sein.     Es  ist  also: 

l  =  Q{x,y)X,    r]  =  Q(x,y)Y 

zu  setzen.  Umgekehrt  lässt  jede  infinitesimale  Transformation,  deren 
I  und  rj  solche  Werte  haben,  die  also  das  Symbol 

hat  —  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  Q{x,y)  — ,  eine 
jede  Integralcurve  G)(x,y)  =  Const.  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

invariant.  Diese  begrifflich  einleuchtende  Umkehrung  erhellt  auch 
analytisch:  Es  ist  ja 

dx    '         öy 
und  daher  auch 

d.  h.  diese  infinitesimale  Transformation  giebt  auf  o  ausgeführt  Null, 
was  aber  nach  dem  früheren  Theorem  7  aussagt,  dass  jede  Curve 
(o  =  Const.  einzeln  die  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Da  wir  also  von  vornherein  alle  infinitesimalen  Transformationen 
kennen,  welche  jede  Integralcurve  der  Differentialgleichung 

Xdy  —Ydx==0 

in  sich  transformieren,  so  kann  auch  nicht  überraschen,  dass  eine 
solche  infinitesimale  Transformation,  die  nichts  neues  aussagt,  auch 
nichts  für  die  Integration  der  Differentialgleichung  nützen  kann. 
Sonst  wäre  ja  jede  beliebige  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  ==  0 
durch  unsere  Methode  integrabel. 
■mMfor-  Eine  derartige  infinitesimale  Transformation 


mation  einer 
Differential 
gleichung 


""•'"""■  p(^,j,)(xg+r|A 


dyf 
nennen  wir  daher  eine  für  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
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Xdy  -Ydx  =  0 


oder 


triviale. 


Um  einen  anderen  Ausdruck  unseres  Theorems  zu  finden,  machen 
wir  auf  Folgendes  aufmerksam. 
Zunächst  gilt  der  Satz: 
Satz  1:  Führt  man  in  eine  Differentialgleichimg 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 

und  in  ihr  Integral  (o{x,  y)  gleichmtig  neue   Veränderliche  x^,  y^  ein 
vermöge  einer  Transformation: 

so  hat  die  7ieue  Differentialgleichung  wieder  die  transformierte  Function 
CO  mm  Integral. 

Führt  man  nämlich  in  das  Integral  o  (x,  y)  die  neuen  Veränder- 
lichen a?!,  yi  ein,  so  geht  es  etwa  in  ä(xj^,y^)  über.  Dann  ist  ver- 
möge der  Substitution 

dco diö  dx^  j_  da  dyi  ',^ 

dx^  dx^Jx  ^  dy~i  ^x  '  ^ ^ 

dco dcö  dxi    |_  da)  dyi 

dy        dx^  ~dy     ""  dy^  dy  ' 

Da  CO  die  Identität  erfüllt 

ox    '         oy  ' 

weil   es  nämlich   Integral   der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 

ist,  so  ist  folglich 

^/3cö  dx^    ,    da  dyi\    ,    y-/^^  dxi    ,     d^  dy^X  __  ^ 
\dxi  dx    '    dyi  dxJ  "■"      \dx^  dy     '    dy^  dy) 

oder  geordnet: 

fx^^  +  r^^l  ^^  -h  ix ^^'  -4-  Y^^yA  -—  =  0. 

\      dx    '         dy)  dxi    '    \      fix    '         dy/  dy^ 

Wenn   man  in   den  Klammern  überall  x^,  y^  einführt,   so  stellt  also 
die  Gleichung 

diejenige   gew.  Differentialgleichung  dar,   deren  Integral  «(iCi;^i)  ist. 

7* 
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Andererseits  folgt,  da 

also: 

^^  =  ^  (ll  ^^1  -  I?  ^^0 
ist,  "WO 

dx   dy         dx   dy 
sein   soll,  dass  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  ==  0  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  übergeht  in 

und  dies  ist  bis  auf  den  Factor  — ,   der  gestrichen  werden  kann,    die 
soeben  schon  erhaltene  Differentialgleichung,  deren  Integral  w  (a^j ,  y^  ist. 

Damit  aber  ist  der  Satz  1  bewiesen. 

Noch    kürzer    ist    dieser    Beweis:    Ist    G}(x,y)    ein    Integral    der 
Gleichung 

X(x,  y)dy  —  Y{x,  ij)dx  =  0, 

so    existiert    eine    Function    M(x,  y)    (ein    Euler'scher   Multiplicator), 

sodass 

d(o{x,  y)  ^  M{X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx) 

ist    für    alle    Werte   von   x,   y    und    -^^     Erhalten    nun    o,    M  und 
Xdy  —  Ydx  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

x,  =  (p{x,y),    yi  =  il^(x,y) 
die  Formen: 

co{x,  y)  =  rä(rci,  y^),  JK(x,  y)  =  M{Xi^,  y,), 
X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  X(xj^,  y^jdy^  —  Y(xi,  y^)dxu 
so  bestehen  diese  drei  letzten  Gleichungen  identisch  vermöge  unserer 
Transformation.     Aus  der  Identität 

daix,  y)  =  M(x,  y) .  {X[x,  y)dy  —  Y(x,  y)dx) 
folgt  daher  die  andere  Identität: 

da{x^,  y^)  =  M{x„y,)  .  {X(x„  y,)dyj_  -^.  Y(x„  ij,)dx,), 
und    diese    sagt    aus,    dass    das    transformierte   Integral  ^{Xi,yi)   ein 
Integral  der  transformierten  Differentialgleichung 

Xdyi  —  Ydx^  =  0 
ist,  wie  behauptet  wurde. 
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Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ohne  weiteres  der  :  :  -^  -  .  .■ .  - 

Satz  2:    JLine  vorgelegte  Bifferentialgleicftung :  '..-  '/'".'  '^         ---'^ 

X(ä;,  y)dy  —  Y{x^  y)dx  =  0  :      /\  \    ^  ^  {';^v  'vj 

lewahrt  "bei  Einführung  neuer  Veränderlicher: 

x^  =  <p{x,y),  yx  =  -^{x,y) 
dann  und  nur  dann  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form, 
wenn  jedes  Integral  Gy{x,  y)  derselben  in  den  neuen  Veränderlichen  x^,  y-^ 
eine  solche  Form  ä{x^,  y^)  annimmt,  dass  rä(a;,  y)  eine  Function  von 
G)(x,y)  allein  ist,  anders  atisgesprochen,  wenn  a(x,y)  ein  Integral  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellt. 

Sagen  wir,  dass  eine  Differentialgleichung  '^gSung, 

X(X,  y)dy  —    Y{X,  y)dX  =  0  TranXr- 

mation 

eine  Transformation  gestattet,  sobald  sie  bei  Ausführung  derselben  bis  gestattet. 
auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form  bewahrt,  also  etwa  über- 
geht in 

q(x„  y,)  {X(x„  y,)dy,  —  Y{x„  y,)dx^)  =  0, 

so  können  wir  Satz  2  auch  so  aussprechen: 
Satz  3:    Eine  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet  eine  Transformation  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Schar  ihrer 
Integralcurven  diese  Transformation  mlässt,  anders  ausgesprochen,  wenn 
jede  Integralcurve  bei  der  Transformation  in  eine  Integralcurve  übergeht. 

Kehren  wir  nach  diesen  notwendigen  Auseinandersetzungen  zu 
unserem  Theorem  8  zurück. 

Es  war  damals  nur  die  Rede  davon,  dass  die  Schar  der  Integral- 
curven eine  infinitesimale  Transformation  üf  gestatte.  Aber  nach 
Satz  3  des  §  2,  5.  Kap.,  gestattet  sie  dann  auch  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Dann  ge- 
stattet aber  auch  nach  dem  jetzigen  Satz  3  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  oder, 
sagen  wir  kurz,  die  eingliedrige  Gruppe  selbst. 

Daher  können  wir  jetzt  unser  Theorem  8  kürzer  so  aussprechen: 

Satz  4:    Wenn  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
Xdy  -  Ydx  =  0 

eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  Uf^^-J--{-ri-^  gestattet,  so  ist 

1 

ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung,  sobald  Xrj  —  Y^  e[e  0  ist. 
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.^nd^rfi  ausgesprochen,  es  ist  dann 
"■>'--  Xdy—  Ydx 

"V:SI     o  A   ;^^  ^ri-  Yl 

ein  votlständiges  Differential  und  demnach 

Xdy-  Ydx 


I 


Xrj-Yl, 

ein  Integral  der  Differentialgleichung^). 

Im   Falle   Xtj  —  Y§  ^  0    wäre    Uf  eine   triviale  Transformation 
der  Differentialgleichung. 

Am  bequemsten  merkt  mau  sich  das  Integral  in  Determinanteuform : 


r 

dx 

dy 

X 

Y 

X 

Y 

J 

i 

V 

§  2.     Kriterium  dafür,   dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
1.  Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe   Uf  gestattet. 

Nun  fragt  es  sich,  wie  wir  praktisch  entscheiden  werden,  ob  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  ==  0  eine  vorgelegte  eingliedrige 
Gruppe  Uf  gestattet.  Unser  im  vorigen  Kapitel  gegebenes  Kriterium 
setzte  ja  die  Kenntnis  der  Integralcurven  voraus.  Es  liegt  aber  in 
der  Natur  der  Sache,  dass  es  möglich  sein  muss,  ein  Kriterium  an- 
zugeben, welches  sich  auf  die  Kenntnis  der  Differentialgleichung  und 
der  infinitesimalen  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  allein  stützt. 

Diese  Behauptung  wollen  wir  dadurch  erhärten,  dass  wir  ein 
solches  Kriterium  wirklich  ableiten.  Dazu  bedarf  es  einiger  Vor- 
bereitungen. 

Wir  betrachten  zwei  in  t,-   und   J-  lineare   und  homogene  Aus- 

c  X  cy  ° 

drücke  von  der  Form: 

Uf'=i{x,y)^£-\-  n(.^,!/)jy 
und 

Es    sollen    also    Uf  und  Äf  nur    abkürzende  Bezeichnungen    für   die 
beiden  rechts  stehenden  Differentialausdrücke  sein. 
Ausdrock  Alsdann  hat  der  Ausdruck 

-a{u7). U{Af)  —  A{Uf) 

*)  Lie,  Gesell,  d,  W.  zu  Christiania,  1874. 


Kriter.  dafür,  d.  e.  gewöhnl.  Differentialgl.  1.0Anx,')j  e.  eingl.  Gr.  CT/' gestattet.     103 

einen  ganz  bestimmten  Sinn,  denn  ü(Äf)  bedeutet,  es  soll  in  Uf 
an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Äf  gesetzt  werden,  während  umgekehrt 
zur  Bildung  von  Ä(Uf)  in  Äf  das  allgemeine  Functionenzeichen  /' 
durch   üf  zu  ersetzen  ist*).     Demnach  kommt 

dx\^dx~^^  dy)  dy\dx*^dy/ 

Führt  man  die  hierin  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  findet 
man,  dass  alle  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  allgemeinen 
Function  f  sich  gerade  wegheben;   so  liefert  z.  B.  die  erste  Klammer 

ein  Glied  |X>,   5,   das   auch   aus   der  dritten  Klammer,   aber  mit  ent- 

gegengesetztem  Vorzeichen,  hervorgeht.  Es  ergiebt  sich  also  die  be- 
merkenswerte Thatsache,  dass  der  Ausdruck 

UiAf)  -  Am ^  (£  II  +  4f  - X f i  -r§ii  + 

'^  \     dx  ^^  '  cy  dx  cyi  dy 

auch,  wie  TJf  und  Af  selbst,  nur  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten 5—,  -^  linear  und  homogen  enthält.  Kürzer  lässt  sich  die 
^  0 x^  cy  ^ 

Formel  schreiben,  wenn  man  bedenkt,  dass 

ex     ^         cy  ^  '  ox     '         cy 

ist.     Es  kommt  danach 

(6)     ■  U(Äf)  -  A{Un  =  (UX  -Ä^)l^  +  {UY-  An)  1^- 

Diese  wichtige  Formel,  die  von  Jacdbi  für  n  Veränderliche  auf- 
gestellt worden  ist,  liefert  nun  leicht  das  gewünschte  Kriterium  dafür, 
dass  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe   üf  gestattet. 

Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  nämlich  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 


*)  Im  allgemeinen  schreiben  wir  Uf  und  nicht  U{f).  Nur  wenn  für  f  ein 
längerer  Ausdruck  steht,  wie  oben,  setzen  wir,  um  Zweideutigkeiten  und  Irrtümer 
zu  vermeiden,  die  Klammer. 
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ex    '         cy 
äquivalent,  deren  linke  Seite  eben  der  oben  mit  Af  bezeichnete  Aus- 
druck   ist,    sodass    diese    lineare    partielle    Differentialgleichung    auch 
kürzer  so  geschrieben  werden  kann: 

Jedes  Integral  aicc^  y)  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
erfüllt  diese   lineare  partielle    Differentialgleichung  identisch,   d.  h.  es 
besteht  für  dasselbe  die  Identität: 

Aa  =  X  ^ h  1  -7^  =\j. 

öx    '         cy 

Damit  die  Curvenschar  co  (a;,  ?/)  =  Const.  die  eingliedrige  Gruppe  TJf 
gestatte,  ist  nach  unserem  Theorem  7  (§  2  des  5.  Kap.)  notwendig 
und  hinreichend,  dass   ÜGi  eine  Functipn  von  to  allein  sei: 

^  Uca  ^  ß(a)). 

Nun  ist: 

U{A(o)=U{())  =  0 

A{U<o)  =  A{^{co))  =  ^^-Aco=0. 
Die  oben  abgeleitete  Formel  (6)  giebt  daher,  sobald  f^  cd  gesetzt  wird: 

Es  ist  aber  Aa^^O  oder  ausführlich  geschrieben: 

ex    '         oy 
Die  beiden  letzten  Identitäten   ziehen   nach  sich,   dass   notwendig  die 
Proportion  besteht : 
n\  ux-  Ah,  ^  UY-  An 

Bezeichnen  wir  dies  Verhältnis  mit  X{x,y),  so  ergiebt  sich  also: 
UX~  Ai,  =  XX,     UY-  A7]  =  AT 
und  daher  ist  auch  bei  beliebig  gewähltem  f: 

(C7z-4|)g+(t;r-^,)|i^A(z|^+r|) 

Kriterium 

Yrf^"Il  Jv^  oder  mit  Benutzung  der  Formel  (6): 

^Äor-^ (8)  U(Af)  -A(TJf)  =  l-Af. 

mation   üf 
gestattet. 

Wenn  nun  umgekehrt  bei  beliebigem  f  eine  solche  Identität  be- 
steht,  also   U{Af)  —  A{Uf)  sich  nur  um   einen  Factor  K{x,  y)  von 
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Af  unterscheidet,  so  ergiebt  dieselbe,  wenn  03  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung Xdy  —  Ydx  =  0,  also  Aa  ^  0  und  demnach  auch 
U(Ag))  ^  0  ist,  sobald  f^E  cd  gesetzt  wird: 

A{Ug))  =  0 
oder  ausführlich  geschrieben 

ox      '  oy  ' 

d.  h.  ZJa)  ist  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung,  also  eine 
Function  des  Integrals  o  derselben: 

TJci  =  ß(a)) 

und  mithin  gestattet  die  Schar  der  Integralcurven  C3  ==  Const.  nach 
Theorem  7  (§  2,  5.  Kap.)  die  eingliedrige  Gruppe   TJf. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Theorem  9:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe  TJf,  wenn 
TJf  und  der  Ausdruck 

Af^X—  4-  Y— 
'  dx~^       dy 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  für  alle  Functionen  f{x,  y)  identisch 
eine  Relation  von  der  Form  erfüllen: 

UiAf)  -  A{Uf)  =  X  •  Af, 
in  der  k  eine  Function  von  x  und  y  allein  bedeutet*). 

Dass  dies  Kriterium  notwendig  ist,  hätten  wir  auch  so  in  ele- 
mentarerer Weise  einsehen  können.  Nach  unserer  in  §  1  eingeführten 
Terminologie  gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
alle  Transformationen 

X^  =  X-\-ti-\ ,     y^  =  y-{.tr]-}--'- 

der  eingliedrigen  Gruppe  TJf,  sobald  für  jedes  t  identisch  eine  Relation 
besteht  von  der  Form: 

X{x  +  t^  +  --',y-j-tri-{-..  .)d{y  -^  trj  +  ■  -  ■) - 

-  Y{x-i-t^ -{-••;  y-\-tr)  +  --  .)d{x  +  ^|  +  .  .  .)  = 
=  (3  {X{x,  ij)dy  —  Y{x,  tj)dx). 
Durch  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  t  kommt: 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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Xix,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  + 

=  Q{Xdy  —  Ydx). 
Der  Coefficient  von  t^  giebt  also  insbesondere 

\     oy  cy    '    ox  ^    '     oy    '/     ^ 

\  dx    ^        ox    * 


dx    '         d X    '     ex 
=  Q{Xdy 

oder,  da  diese  Relation  in  zwei  einzelne  zerfällt  und  aus  denselben  q 
zu  eliminieren  ist: 

c^2/  «72/  dx  dx    ' 

_  _  __ 

Wir  haben  hierin  davon  Gebrauch  gemacht,  dass 

ist.     Indem  wir  nun  beiderseits  ö—  +  ^  subtrahieren,   nimmt    unser 

öx    '    oy  ' 

Kriterium  die  Form  an 


oder,  da 


ist: 


ox  oy  ox  oy 

_  _____       ^ 


ox    '         oy  '  öic    '         C3/  ' 


J.|  +  f7X        — ^rj+t/r 


Dies  ist  wieder  die  frühere  Formel  (7).  Also  sind  wir  auch  auf  dem 
jetzigen  Wege  zu  dem  im  Theorem  9  angegebenen  Kriterium  gelangt; 
freilich  lehrt  unser  jetziges  Verfahren  nur,  dass  es  notwendig,  nicht 
aber,  wie  das  frühere,  dass  es  auch  'hinreichend  ist. 

Jedenfalls  lassen  es  die  letzten  Entwickelungen,  in  denen  wir  die 
Transformationen  der  Gruppe  direct  auf  die  Differentialgleichung  aus- 
übten, dann  aber  nur  die  Glieder  niederster  Ordnung  berücksichtigten, 
naturgemäss     erscheinen,    zu     sagen,    dass    die    Differentialgleichung 

X-dy  —  Ydx  =  0  die  infinitesimale  Transformation   üf  e=^^  ^ — 1~  ^  ^ 

gestattet,  wenn  die  Relation  (7)  oder,  was  ja  dasselbe  ist,  eine  Rela- 
tion von  der  P'orm 
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U(Af)  -  A{Uf)  =  l-  Af 

besteht,  wo  ^/-^  X  |{-  +  r  |^~  ist. 

Wir  können  danach  unser  Theorem  9  kürzer  so  aussprechen: 
Satz  5:    Bie  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  üf  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Transformation  Uf  mlässt. 

§  3.     Beispiele. 

Es  wird  an  der  Zeit  sein,  diese  Theorien  durch  Beispiele  und 
zwar  zunächst  durch  tnöglichst  einfache  Beispiele  zu  erläutern. 

1.  Beispiel.  In  einem  früheren  Beispiele  (vgl.  §§  1  und  3  des 
5.  Kap.)  fanden  wir,  dass  die  Schar  der  oo^  Parallelgeraden 

y  —  XX  ==  Const. 

die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

x^  =  X  -\-  at,    l/i  =  y  -{-  l>t 

gestattet,  wo  a  und  h  bestimmte  Constanten  bedeuten  und  t  der  Para- 
meter der  Gruppe  ist.  Das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
dieser  Gruppe  ist: 

Uf^a^  +  h^, 

'  ox    ^       öy  ^ 

während  die  Geradenschar  die  Differentialgleichung 

dy  —  üdx  =  0 
hat.     Wir  haben  hier  also  zu  setzen: 

Af^l^-^-^IL. 

'         ex    '        cy 

Prüfen  wir,  ob  eine  Relation 

ü(Af)  —  A{Uf)  =  ?.Af 
auch   wirklich  besteht.     Offenbar  ist   hier  in  der  That  im  besonderen 

U{Af)-A(üf)EBO, 

2.  Beispiel,  das  wir  ebenfalls  früher  (§§  1  und  3  des  5.  Kap.) 
betrachteten:  Die  Schar  der  oo^  Kreise  mit  gleichem  Radius  r,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Abscissenaxe  liegen: 

{x  —  o)^  -\-  y^  —  r^  =  0 
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gestattet  alle  Translationen  längs  der  a;-Axe,  d.h.  die  eingliedrige  Gruppe 

^--     Es  ist  hier  also 

ex 

Um  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  aufzustellen,  der  die  Kreis- 
schar genügt,  suchen  wir  zunächst  das  oben  mit  ca  bezeichnete  Integral 
durch  Auflösung  der  Gleichung 

{x  —  af  -\-  'f  —  r^  =  () 
nach  a.     Es  kommt 

CO  (ic,  2/)  ^  ^  —  Vif^  —  if' 

und  also 

d(ö ^         dm y 


dx  '     dy        y^2  _  yt 

Daher  genügt  co  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

und  die  gew.  Differentialgleichung,  deren  Integral  o)  ist,  lautet 

ydy  -\-  ]//^  —  qf  dx  =  0. 
Es  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  ergiebt: 

U{Af)-A{üf)  =  0, 
d.  h.  das  Kriterium  stimmt. 

Unbequem  ist  hier  das  Auflösen  der  Gleichung  der  Kreisschar 
nach  a.  Wir  hätten  allerdings  auch  ohne  Auflösen  die  Differential- 
gleichung finden  können ,  deren  Integralcurven  diese  Kreise  sind. 
Denn  aus 

{x  —  df  +  ^^  —  r^  =  0 

folgt  durch  Differentiation 

x  —  a-\-yy=^ 
oder  X  —  a  =  —  yy\  sodass 

ify  ^  -\-  y^  —  r^  =  0 

die  gesuchte  Differentialgleichung  ist.  Aber  um  Af  zu  bilden,  müssen 
wir  diese  Gleichung  in  der  Form  X.dy  —  Ydx  =  0  schreiben,  also 
doch  nach  y   auflösen,  wodurch  eben  die  obige  Form 

ydy  -f-  Yr^  —  y^  dx  =  0 

hervorgeht.  Wir  werden  späterhin  ein  Kriterium  dafür,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 

^'X^,  y,y)  =  o 
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eine  eingliedrige  Gruppe   gestatte,  kennen  lernen,  das  sieh  direct  an- 
wenden lässt,  ohne  dass  man  erst  nötig  hat,  nach  y    aufzulösen. 
3.  Beispiel:  Die  Schar  der  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus: 

^  =  Const. 

X 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen 

x^  ==  X  cos  t  —  2^  sin  ^,     y^^  =  x  sin  t  -\-  y  cos  t 
oder  also  die  eingliedrige  Gruppe: 

Die  Geradenschar  genügt  der  Differentialgleichung: 

xdy  —  ydx  =  0. 


Es  ist  hier  also 
und  es  kommt 


'  dx'^dy 


U{Af)-A(JJf)  =  0, 
sodass  auch  hier  die  Verification  ausgeführt  ist. 

In  allen  drei  Beispielen  hat  sich  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 

ü{Af)  -  A{Uf)  =  k  ■  Af 
auf 

U{Af)-A{Uf)  =  0 

reduciert.  Sie  ist  symmetrisch  in  Af\m^  Uf.  Wir  bemerkten  schon,  dass 

'  ex    '        oy 

die  Form  des  Symbols  einer  infinitesimalen  Transformation  bat.   Fassen 
wir  also  Af  als  eine  infinitesimale  Transformation  auf  und  betrachten 

wir   Uf^  I  -J-  +  ri  -J-  =  0  als  lineare  partielle  Differentialgleichung, 
die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

^dy  —  fjdx  =  0 
zugehört,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  Gleichung 

UiAf)-A(üf)=^0, 

dass   die  letztere  Differentialgleichung    ^dy  —  rjdx  =  0   die   infinitesi- 
male Transformation  Af  gestattet. 

Prüfen  wir  dies  am    letzten  Beispiel.     Hier  ist  die  neue  Differen- 
tialgleichung  Uf=0  diese: 


710  Kapitel  6,  §  3. 

und  die  zugehörige  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

ydy  +  xdx  =  0. 
Ihre  Integralcurven  sind  die  concentrischen  Kreise 

x^  -{-  y^  =  Const. 

Andererseits  ist  Af^^EiX- [■  V -^   das   Symbol    der   infinitesimalen 

'  ex    ^    ^  cy  •' 

Transformation    der    eingliedrigen    Gruppe    von    Ahnlichkeitstransfor- 
mationen : 

^1  =  ^^,   Vi  =  yi- 

In  der  That  führt  jede  solche  Ähnlichkeitstransformation  jeden  Kreis 
der  Schar 

x^  -{-  y"^  =  Const. 

wieder  in  einen  Kreis  dieser  Schar  über,  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3,  5.  Kap.). 
Die  Relation 

U{Af)-A{Uf)=^0 

lässt   also   zweierlei  geometrische  Deutungen  zu.     Wir  wollen  dies  in 
einem  Satze  aussprechen  und  dabei,  weil  Af  und  Uf  ganz  symmetrisch 
auftreten,  auch  die  Bezeichnung  gleichartig  wählen: 
^  f^*«  Satz  6:    Ist 

Deutung  der                                                              o  /•                     o  /•  o  o 

Relation  tt  r i-      ^ f      \  CT  tt  n i-     vf      ,  vf 

und  ist  identisch 

U,(U,f)  -  U,{UJ)  =  0, 

so  gestattet  einerseits  die  Differentialgleichung 

^idy  —  rj^dx  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  U^f,  andererseits  die  Differentialgleichung 

^2  dy  —  rj^dx  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  U^f. 

Wir  werden  später  eine  neue   schöne   Deutung  dieser   wichtigen 
Relation 

U,{U,f)-U,{UJ)==0 
geben.  — 

Nun  sei  noch  zu  unseren  Sätzen  ein  Beispiel  angeführt,  in  welchem 
ü(Af)  —  A{Uf)  nicht  identisch  verschwindet: 
4.  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Parallelgeraden 
X  —  y  =  Const. 
gestattet  jede  Ahnlichkeitstransformation : 

x^=xt,     y^=yt, 
denn  diese  führt  eine  Gerade 
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X  —  y  =  c 
der  Schar  in  eine  andere 

derselben  über.     Die  Differentialgleicliung  der  Geradensehar  lautet 

dy  —  dx  =  0 
und  es  ist  also 

'         dx     *^  dy  ' 
während  jene  Ähnlichkeitstransformationen  die  der  eingliedrigen  Gruppe: 


Uf'^EEx^  -j-  y  ^~ 

'  ox     '    ^  oy 


sind.     Hier  ist  nun 


d.  h.  es  besteht  in  That  eine  Relation  von  der  Form 

UiAf)  -  ÄiUf)  =  ^  •  Äf, 
indem  hier  X  =  — 1  ist. 

Noch  einige  geometrische  Beispiele  mögen  hier  Platz  finden. 

5.  Beispiel:  Man  sucht  die  Curven,  deren  Tangenten,  gemessen 
vom  Berührungspunkt  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  x-Axe,  die  con- 
stante  Länge  a  haben  (die  sogen.  Tractricen).  Offenbar  wird  jede 
solche  Curve  durch  eine  Translation  längs  der  x-Kne.  in  eine  eben- 
solche übergeführt.     Die   Schar   der   Curven   gestattet   also   die    infini- 

tesimale    Translation    -^ ,    ihre    Differentialgleichung    ist    also    durch 

Quadratur  integrierbar.     In  der  That,  diese  lautet 


^,2  J_     2/^    _  ^2 

oder: 


2/'  +  ^  =  «' 


yd^  —  y^  dy  —  ydx  ==  0 . 
Sie  gestattet  -J~  und  hat  den  Multiplicator  — 

6.  Beispiel:  Man  sucht  die  orthogonalen  Trajectorien  der  oo^ 
Kreise,  welche  die  x-  und  die  «/-Axe  berühren.  Diese  Kreise  werden 
durch  die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation 

^f^'^-fx+yj^ 

untereinander  vertauscht.  Da  diese  Transformation  sich  senkrecht 
schneidende  Curven  in  ebensolche  überführt,  so  erhellt,  dass  diese 
Ahnlichkeitstransformation  auch  die  Schar  der  gesuchten  orthogonalen 
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Trajectorien    invariant    lässt    und    die    Differentialgleichung    derselben 
einen  bekannten  Multiplicator  hat.     Es  ist 

x^  —  2ax  -{-  y^  —  2ay  -\-  o?  =  0 
die  Gleichung  der  Kreisschar.     Die  Differentialgleichung  dieser  Schar 
von  Kreisen  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 
X  —  a-\-  yy  —  ay  =0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form: 


oder; 


Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen   Tra- 
jectorien, wenn  y'  durch r  ersetzt  wird,  also  hat  sie  die  Form 


^firr  =  ^  +  ^ +1/2^2/ 


oder 


{y  +  y2xy)  y  —  X  —  y2xy  =  0. 

. df    ,    ^,  df_ 

dy 


Sie  gestattet,  wie  wir  wissen,   Uf  ^  x  -ö \-  y  ^    und    besitzt    dem- 
nach das  Integral 


CO 


dx  dy 

y-\-y2xy     x  +  y2xy 


y  -\-  y^xy     X  ■\-  y^xy 


y 


=  —  \g{x  —  y)-\- 


A- 


(I) 


(f-0('+f+]/^f) 


§  4.     Neuer  Beweis  und  Umkehrung  des  Theorems  8. 

Neuer  Be-  Unscr  unabhängig  von  Theorem  8  (§  1  dieses  Kapitels)  abgeleitetes 

Theorems  8.  Theorem  9  (in  §  2)  giebt  einen  neuen  Beweis  für  das  erstere.     Wir 
fanden  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung 

Xdy—  Ydx=.0 
die  eingliedrige  Gruppe   Uf^  |  -k \-  rj  -^  dann    und  nur  dann  ge- 
stattet, wenn  die  mit  (7)  bezeichnete  Relation  (in  §  2): 

n\  TJX-  AI  _  VY  -At] 

V)  X         ~         Y  ' 
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oder,  ausführlich  geschrieben,  die  Relation 

ax       dx        a|_        n'     .^,     ^_x^-r^ 

.Q.^  ^  +  "^  ä^  "  ^  dx         ^    dy  _  ^  dx  '^  "^  dy  dx  öy 

(Jj  ^  —  Y 

erfüllt  ist.   Diese  Bedingung  kann  aber  in  der  Form  geschrieben  werden: 

/-im  A ^ u  _L  ^ =  0 

^^^^  dx  Xri  -  Yi,  "^  dy  ~Xr]  -  Y^         ''' 

Wir  erinnern  nun  daran,  wie  man  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen einen  Integrabilitätsfactor  M  der  Gleichung 

Xchj  —  Ydx  =  0 
definieren  kann.  Es  soll  ]a.M{Xdy  —  Ydx)  ein  vollständiges  Differential 
sein  und  dazu  ist,  wie  bekannt,  notwendig  und  hinreichend,  dass 

(")    ■  T'  +  '-^-^ 

ist,    denn  MX  und   —  MY  sind  die  partiellen   Differentialquotienten 
eines  Integrals  nach  y  und  x. 

Vergleichen  wir  (10)  mit  (11),  so  erhellt,  dass 

(12)  ^=Xif^Xj 

ein  Integrabilitätsfactor  ist,  und  dies  war  die  in  Theorem  8  aufgestellte 

Behauptung. 

Diese   Folgerung   lässt    sich    auch    umkehren:    Ist   M  irgend   ein ^'"'^®^'"'^''» 
Multiplicator  unserer  Differentialgleichung  Theorems  s. 

Xdy  —  Ydx  =  0 
und  bestimmt  man  |  und  rj  in  irgend  welcher  Weise  so,  dass  wie  in 
(12)  der  Bruch 


gerade    gleich   M  wird,    so    folgt    aus   (11)    rückwärts   (10),   (9),   (8) 
und   (7),    d.   h.   die    Differentialgleichung    Xdy  —  Ydx  =  0    gestattet 

die  eingliedrige  Gruppe   CZ/'ee  |  ■—■  -j-  t}  —-•     Daher  kommt: 

Satz  7:  Ist  M  ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0, 
so  gestattet  diese  Gleichung  die  eingliedrige  Gruppe 

üf^iU  +  ^W' 

sobald  nur 

l ^M 

ist  ^'i  -  ^« 

L  i  e ,  Differentialgleichungen.  8 
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Durch  die  Gleichung  (12)  werden  |  und  rj  nicht  vollständig  be- 
stimmt. Zu  einem  bekannten  Multiplicator  M  lassen  sich  also  un- 
endlich viele  infinitesimale  Transformationen  (oder  eingliedrige  Gruppen) 
angeben,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  während  sich  aus 
einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  nur  ein  Multiplicator  ab- 
leiten lässt. 

Bekanntlich  besitzt  jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y  einen  Integrabilitätsfactor  (ja  sogar  un- 
endlich viele),  und  daher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Satz  8 :  Jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  gestattet  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen oder  eingliedrige  Gruppen. 

Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  gilt  ein  ähnlicher 
Satz  nicht. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  infinitesimalen  Transformationen  und  Multiplicatoren  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  in  x  und  y  zurückkommen  und 
insbesondere  die  Wichtigkeit  unserer  Theoreme  durch  viele  Beispiele 
illustrieren. 

§   5.      Integration    der    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    erster 
Ordnung  durch.  Einführung  canoniseher  Veränderlicher. 

Wie  wir  gesehen  haben,  lässt  sich  für  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

ein  Multiplicator  angeben  und  also  ihre  Integration  durch  eine  Qua- 
dratur leisten,  sobald  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  kennt, 
welche  sie  gestattet.  Es  giebt  nun  noch  eine  andere  sehr  bemerkens- 
werte Methode,  durch  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mation Uf,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  zur  Integration 
derselben  verwertet  werden  kann,  und  von  dieser  wollen  wir  zum 
Schluss  des  vorliegenden  Kapitels  noch  kurz  sprechen.  Doch  heben 
wir  sogleich  hervor,  dass  diese  neue  Methode  nur  dann  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Bahncurven  der  von  der  bekannten  infinitesimalen 
Transformation  erzeugten  Gruppe  schon  gegeben  sind. 
Einführung  Das   Verfahren   besteht  darin,    dass   wir    an   Stelle   von  x  und  y 

canonischer  _  _  _  ... 

veränder-  Dcuc  Veränderliche  r  und  t)  einführen,  sodass  die  bekannte   mfinitesi- 

licher.  c  /  ; 

male  Transformation   Uf  die  canonische  Form   ^5 —   annimmt.     In  §  2 
des  3.  Kapitels  erkannten  wir,  dass  wenn  die  Bahncurven 
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CO  (x,  y)  =  Const. 
der  Gruppe   C//"  bekannt  sind,   alsdann   einfach  ^  =  c3(x,y)   zu  setzen 
ist,  und  dass  sich  darauf  \),  das  die  Gleichung 

erfüllen  muss,  durch  eine  Quadratur  bestimmen  lässt.  Die  Curven- 
schar  t)  =  Const.  ist  hiernach  eine  von  den  Scharen,  welche  die  ein- 
gliedrige Gruppe  Uf  gestattet  (nach  Theorem  7,  §  2  des  5.  Kap.), 
und  zwar  eine  beliebige  solche  Schar,  denn  wir  sahen  früher  (S.  94 
u.  96)  gelegentlich,  dass  jede  invariante  Schar,  die  nicht  aus  lauter  in- 
varianten Curven  besteht,  eine  solche  Form  q)  {x,  y)  =  Const.  erhalten 
kann,  dass   üq>  gerade  gleich  1  wird. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  möge  nun 
in  den  neuen  Veränderlichen  j,  t),  aufgelöst  nach  di),  die  Form  haben: 

d\)-^(jc,t))d^  =  0. 
Sie  gestattet  die  infinitesimale  Transformation   Uf,  die  in   den  neuen 
Variabein  lautet: 

11 
dt)  ' 

Wir  werden  zeigen,  dass  hieraus  folgt,  dass  ^  frei  von  t)  ist.  Ob- 
gleich dies  auch  auf  andere  Weise  direct  eingesehen  werden  kann, 
wollen  wir  diese  Behauptung  durch  Benutzung  des  Theorems  9  (§  2) 
zur  Einübung  desselben  beweisen.  Wir  haben  statt  des  dortigen  Äf 
und   Uf  zu  benutzen : 

und  es  kommt: 

U(ä/)-Sl(U/)EEEf   f. 

Dies  soll  die  Form  A  •  51/"  haben.  Das  geht  aber  offenbar  nur  so  an, 
dass  A  =  0  ist  und 

dt)      ^' 

d.  h.  die  transformierte  Differentialgleichung 

ist  ganz  frei  von  \),  und  ihre  Integration  ist  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur zu  leisten: 

t)  —  Jg(j)f^jc  =  Const. 

Satz  9:     Gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  und  Icennt  man  die  Bahncurven  der  Gruppe,  so 


116  Kapitel  6,  §  5. 

hami  man  durch  eine  Quadratur  solche  neue  Veränderliche  j,  l)  angeben, 
dass  die  Differentialgleichung  dadurch  die  Form  annimmt: 

also  durch  eine  zweite  Quadratur  integrahel  ivird. 

Übrigens  braucht  nicht  notwendig  die  Curvenschar  \)(x,  y)  =  Const. 
so  gewählt  zu  werden,  dass  TJ\)  gerade  gleich  1  wird.  Wenn  diese 
invariante  Schar  ^  allgemein  so  genommen  wird,  dass  f/^  nur  nicht 
gleich  Null  ist  (denn  sonst  wäre  t)  =  Const.  die  Schar  der  Bahncurven 
J  =  Const.),  also  etwa: 

so  ist  die  in  j  und  \)  geschriebene  Differentialgleichung,  die  zunächst 
die  Form 

^t)  -  %{h  ^)dl  =  0 
hat,  auch  integrierbar.     Denn  sie  gestattet  ja 

und  es  ist  bei  ihr 
sodass  sich  ergiebt: 

U  (St/-)  -  a(U/-)  =  (If  ;i  -  i  (u)  5)  %  ■ 

Es  soll  dies  die  Form  l  •  %f  haben,  d.  h.  es  muss  A  =  0  und 

|f;t-;t'(»)5  =  o 

sein.     Es  ist  also 


—F-^ —  enthält  demnach  kein  J  und  es  kommt: 

igg  =  ;K(t))  +  ^(£)        \ 

oder 

Die  Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an: 

e-/(t))  cl\)  —  e^(£)  dl  c=  0, 
d.  h.  sie  ist  separiert  und  durch  eine  Quadratur  integrierbar. 
Satz  10:     Gestattet  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  Jcennt  man  die  Bahncurven  i{x,y)  =  Const. 
derselben,  so  bestimmt  man  zunächst  durch  eine  Quadratur  eine  beliebige 
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hei  Uf  invariante  Curvenschar  \)  (x,  y)  =  Const  Führt  man  alsdann  j 
und  t)  an  Stelle  von  x  und  y  als  Veränderliche  in  die  Differential- 
gleichung ein,  so  erscheint  sie  unter  separierter  Form,  ist  also  durch 
Quadratur  zu  integrieren. 

Man  sieht,  dass  die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Inte- 
grationsmethode nicht  so  viel  leistet  als  die  früher  in  Theorem  8  des 
§  1  gegebene,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  Bahncurven  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  üf  voraus.  Insbesondere  ist  sie  aber  immer  an- 
wendbar, wenn  die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  Uf  bekannt 
sind  (vgl.  Satz  7  des  §  2,  4.  Kap.). 

Diese  im  Jahre  1869  von  Lie  entdeckte  Integrationsmethode 
dürfte  wohl  die  erste  sein,  bei  welcher  Invarianten  einer  continuier- 
lichen  Gruppe  in  hewusster  Weise  zur  Integration  von  Differential- 
gleichungen angewandt  wurden.  Wir  werden  an  einer  späteren  Stelle 
eine  dieser  Methode  analoge ,  aber  allgemeinere  Integrationstheorie 
entwickeln,  welche  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungen  findet. 

Diese  Methode  giebt  das  allgemeinste  System  von  Veränderlichen, 
durch  deren  Einführung  alle  Differentialgleichungen,  welche  Uf  ge- 
statten, separiert  werden.  Unter  den  unendlich  vielen  Systemen  solcher 
Veränderlicher  kann  man  sodann  auch  nach  demjenigen  suchen,  welches 
der  transformierten  Differentialgleichung  die  einfachste  Form  erteilt 
und  dann  wird  man  im  allgemeinen  zu  eben  dem  neuen  Variabeln- 
paar  geführt,  durch  dessen  Benutzung  die  betreffenden  Differential- 
gleichungen in  den  gebräuchlichen  älteren  Lehrbüchern  integriert  zu 
werden  pflegen. 

1.  Beispiel:    Will  man  die  sogen,  homogene  Differentialgleichung 

integrieren,  so  führt  man  bekanntlich  —  neben  x  als  neue  Veränder- 
liche ein.  Dies  findet  seine  Begründung  durch  unsere  Methode.  Denn 
bei  der  vorstehenden  Differentialgleichung  ist  die  zugehörige  lineare 
partielle  Differentialgleichung 

und  die  Differentialgleichung  gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von 
Ahnlichkeitstransformationen : 


denn  es  ist  hier: 
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und  dies  ist,  da  q)  homogen  in  x,  y  und  also  nach  dem  Euler'schen 
Satze  über  homogene  Functionen 

ox    '    ^  oy 
ist,  gleich  —  Af.     Nach  unserem  Theorem   9  gestattet   also  die  vor- 
gelegte   homogene   Differentialgleichung    die    eingliedrige    Gruppe    der 
Ähnlichkeitstransformationen   Uf.     Die  Bahncurven  derselben  sind 

—  =  Const., 

während  die  Schar  x  ==  Const.  eine  invariante  Geradenschar  ist,  welche 
die  Gleichung  Ux  =  x  erfüllt.  Bei  Benutzung  der  Variabein  —  und  x 
wird  also  die  homogene  Differentialgleichung  nach  Satz  10  in  der  That 
durch  Quadratur  integrabel. 

Dies  ist  die  Art,  in  der  man  die  homogene  Differentialgleichung 
gewöhnlich  zu  integrieren  pflegt.  Unsere  Methode  leistet  aber  noch 
mehr,  wir  können  das  allgemeinste  Variabeinpaar  angeben,  welches 
alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert.  Zu  dem  Ende  be- 
stimmen wir  j  so,  dass 

U^  =  xp--{-yS^  =  0 
"^  ox     ^    '^  cy 

wird.     Diese  Gleichung  hat  das  allgemeine  Integral 

wo  X  eine  beliebige  Function  von  —  bezeichnet.  Ferner  bestimmen 
wir  ^  zunächst  so,  dass 

wird.   Die  Function  ^,  welche  dieselbe  erfüllt,  wird  einer  Gleichung 

genügen,  und  diese  Function  /  erfüllt  die  lineare  Differentialgleichung: 

df    .       ^f    \^f  _c\ 
^d^'^^Jy'^  di)  ~^' 

die  dem  simultanen  Systeme 

dx dy dt^ 

X  2/   ~~    1 

äquivalent  ist,  welches  —  und  Ig  x  —  t)  zu  Integralen  hat,  sodass 
oder  also 
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ZU   setzen  ist,   wo  ft  eine  beliebige  Function  von  —  bedeutet.     Noch 

allgemeiner  dürfen  wir  als  t)  jede  Function  des  gefundenen  Ausdruckes 
benutzen,  wie  oben  bemerkt  wurde,  so  dass  wir  als  allgemeinstes 
Variabeinpaar,  welches  alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert, 
dieses  finden: 

worin  X,  (i,  v  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Von  allen 
diesen  Variabeinpaaren  ist  das  gebräuchliche 

im  allgemeinen  das  bequemste. 

2.  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 
y  =  (p{x  +  %ij) 
gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

x^  =  X  —  %t,     y^  =  y  J^t, 
welche  von  der  infinitesimalen  Transformation 

'  dx    '    dy 

erzeugt  wird.     Denn  hier  ist 

also 

UiÄf)-Ä{Uf)  =  0. 

Die  Bahncurven  J  =  Const.  der  eingliedrigen  Gruppe  sind  die  Geraden 
X  -\-  icy  =  Const.  Ferner  bleibt  bei  den  Translationen  natürlich  jede 
Schar  von  Parallelgeraden,  z,  B.  die  Schar  y  =  Const.,  invariant.  Es 
ist  auch   Uy  ^  1.     Wir  werden  also  nach  Satz  9  setzen : 

ip^x  +  xy,     t)  =  y 
und  erhalten: 

d"^  =  dx  -\-  icdy, 

di)  =  dy, 

oder,  in  unsere  Differentialgleichung 

^y  —  ^'(^  +  ^y)dx  =  0 
eingesetzt : 

dt)  —  9d(j)  {dl  —  xdt))  =  0 
oder 

(1  +  ic(p{i))d\)  -  (pit)di  =  0. 
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Diese  Gleichung  ist,  wie  es  sein  muss,  frei  von  ^  und  giebt  durch 
eine  Quadratur  das  Integral 

oder  also  als  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 

3.  Beispiel:     Zur   Durchrechnung    empfehlen  wir    dem   Leser  die 
Differentialgleichung 

welche  die  infinitesimale  Rotation 

Uf^-y^  +  x^ 

gestattet.  Dies  weise  man  mit  Hülfe  des  Theorems  9  nach  und  führe 
dann  die  neuen  Variabein  ein.  Die  Bahncurven  sind  die  Kreise 
a;2  _|_  ^2  __  Const.    und    eine    invariante   Curvenschar  ist  z.  B.  die   der 

Geraden  durch  den  Anfangspunkt:  —  =  Const.    Es  ist  U  —  ^1  -\-  i~) 

^  ^  X  X  '    \x/ 

und  wir  werden  statt    -  lieber  arc  tg  —  wählen,  denn  es  ist 

lf(arctgf)=l. 

Demnach  wird  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  der  Polar- 
coordinaten 

r  =  yx^  -\-y\     (p  =  arc  tg  |- 

frei  von  (p,  also  durch  eine  Quadratur  integrabel.  Man  verificiere 
dies.  Hätte  man  als  neue  Veränderliche  ausser  j  =  Yx'^  +  V^  nicht 
arctg— ,    sondern  ^   selbst    als   's)   eingeführt,    so   wäre   der   Fall   des 

Satzes  10  da:  die  Gleichung  würde  in  den  neuen  Veränderlichen  g 
und  t)  separiert  sein. 
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Beziehungen  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen,   welche 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y 

gestattet. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  untersuchen,  welcher  Zusammen- 
hang zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  Uf  besteht,  die 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  gestattet.  Wir  werden  sehen, 
dass,  wenn  man  zwei  derselben  kennt,  sofort  ein  Integral  angegeben 
werden  kann  und  umgekehrt  die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
Transformation,  welche  die  Difi'erentialgleichung  gestattet,  aus  einer 
beliebigen  derselben  und  einem  Integral  sehr  leicht  abzuleiten  ist. 

Vorher  müssen  wir  jedoch  noch  einige  Bemerkungen  über  das 
Rechnen  mit  den  Symbolen   TJf  machen. 

§  1.    Bemerkungen  über  das  Rechnen  mit  Symbolen  infinitesimaler 

Transformationen. 

Es  sei 

jjf=  tKr^K 
^1  —^  dx^^  dy 

das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation.  Wird  ganz  von 
seiner  Deutung  als  infinitesimale  Transformation  abgesehen,  so  stellt 
es  einen  Difierentiationsprocess  dar,  ausgeführt  auf  eine  beliebige 
Function  f  von  x  und  y.  Deshalb  gelten  hier  Regeln  für  die  Aus- 
führung dieses  Processes  auf  Summen,  Producte  u.  s.  w.  genau  in  der 
Weise,  wie  in  der  Differentialrechnung.     So  ist 

U((p  •  ^)  ^^  t^  •  Uq)  -{-  q)  •  Ui) 

u.  s.  w.     Uc  ist  natürlich  Null,  wenn  c  eine  Constante  bedeutet. 
•  Seien  nun 

zwei  Symbole,  so  lässt  sich  aus  ihnen  der  Ausdruck 

construieren.  Derselbe  enthält,  wie  schon  im  vorigen  Kapitel  gelegent- 
lich gezeigt  wurde  (in  §  2),  bemerkenswerter  Weise  keine  zweiten 
Differentialquotienten  von  f,  da  diese  sich  sämtlich  paarweis  fortheben. 
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Er  ist  also  auch  ein  Symbol  wie  JJ^f  und  TJ^f.  Wir  werden  ihn  ab- 
kürzend mit  {TJ^  ZJg)  oder,  um  hervorzuheben,  dass  er  ein  auf  f  aus- 
geführter Process  ist,  mit  {U^fy   TJ<if)  bezeichnen: 

{U,  U,)  =  (UJ,  U,f)  =  U.iUJ)  -  U,{UJ). 
Den   Ausdruck  (JJiTJ^  nennen  wir  den   mit    C/^/"  und   TJ^f  gebildeten 
faXuck"  Klammerausdruch.     Auf  seine  begriffliche  Bedeutung  können  wir  hier 
noch  nicht  eingehen. 

Insbesondere  ist  offenbar 

Bedeutet  ferner  a  eine  Function  von  x  und  y  allein,  so  ist 

((o U„  U,)  =  oiU,U,)~U,co-  UJ, 
wovon  man  sich  durch  Ausrechnung  überzeugen  möge. 

überhaupt  empfehlen  wir  dem  Leser,  sich  mit  der  Bildung  des 
Klammerausdruckes,  der  eine  überaus  wichtige  Rolle  in  unseren  Theorien 
spielen  wird,  durch  mannigfache  Übung  recht  vertraut  zu  machen.  Je 
gewandter  man  in  seiner  Ausrechnung  ist,  um  so  besser  übersieht 
man  die  theoretischen  und  praktischen  Entwickelungen  der  späteren 
Kapitel. 

Bei   solchen  Rechnungen  ist  es  recht  bequem,   die  umständlichen 

Zeichen   k—  und  ^— ,  solange  f  eine  beliebige  Function  bedeutet,  durch 

kürzere,  nämlich  durch  p  und  q,  zu  ersetzen.  So  lautet  das  Symbol 
der  infinitesimalen  Rotation  um  den  Anfangspunkt  kurz  —  yp  -\-  ^Q. 
oder,  da  es  mit  einer  beliebigen  Constanten  multipliciert  werden  darf, 
yp  —  xq.  Die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  hat  das  Symbol  xp  -\-  yq,  die  infinitesimale  Translation 
längs  der  x-Axe  das  Symbol  p,  die  längs  der  y-Axe  q,  eine  beliebige 
infinitesimale  Translation  das  Symbol  ap-\-hq,  wo  a  und  h  Constanten 
sind.  Das  Symbol  der  in  §  3  des  1.  Kap.  betrachteten  infinitesimalen 
affinen  Transformation  ist  xp,  u.  s.  w. 

Doch  wollen  wir  in  den  folgenden  theoretischen  Entwickelungen 

zum   besseren   Verständnis   derselben   die   umständlicheren   Zeichen  -5— 

ox 

und   p—  beibehalten  und  erst  auf  einer  späteren  Stufe  die  Abkürzungen 

P  und  q  dafür  gebrauchen.  Immerhin  mag  der  Leser  sich  schon  jetzt 
damit  bekannt  machen. 

Schliesslich  heben  wir  noch  hervor,  dass  zwischen  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Ebene  (x,  y): 
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TT  J-  i-       ^f       l  ^f  TT  -C fc       ^f       I  ^f  TT  -f t       ^f      \       ^       ^f 

stets  eine  Gleichung 

identisch    besteht    für    alle   Werte   von  x,   y  und  f.     Eliminiert    man 

nämlich   die  Grössen  -J-  und  -ij-    aus    den    drei    obenstehenden    Glei- 

^  ox  cy 

chungen,  so  kommt: 
oder 

(l2%  —  ^3%)  uj-\-  (igT^i  —  i^nz)  Uif+  (li^2  —  hni)  W^  0 

und  diese  Identität  zwischen  UJ)  U^f  und  U^f  besteht  für  jedes  r,— 
und  -J- ,  d.  h,  für  jede  Function  f.     Ist  hierin 

§2%   —  ^3'^2=fO, 

unterscheiden  sich  also  ZJgf  und  U^f  nicht  nur  um  einen  (von  x  und 
y  abhängigen)  Factor,  so  können  wir  durch  la^a  —  ^3^2  dividieren 
und  erhalten  eine  Relation  von  der  Form 

UJeee  fi,(x,  y)  U^f  +  ^3(0;,  y)  U^f. 
Das  Symbol  einer  heliehigen  infinitesimalen  Transformation  in  x,  y  lässt 
sich  also  linear  (mit  Coefficienten ,  die  von  x  und  y  abhängen)  aus  den 
Symbolen  irgend  zweier  solcher  zusammensetzen,  vorausgesetzt  dass  die 
Symbole  der  beiden  letzteren  sich  nicht  bloss  um  einen  Factor  unter- 
scheiden, geometrisch  ausgesprochen:  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
letzteren  infinitesimalen  Transformationen  einem  beliebigen  Punkte  ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen  zuerteilen. 

Nach   diesen   Vorbemerkungen  kehren   wir  zu    den  Multiplicator- 
sätzen  des  vorigen  Kapitels  zurück. 

§   2.      Beziehung    zwischen    zwei    infinitesimalen    Transformationen, 
welche  eine  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gestattet. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  zusammcn- 

°  "  liang  zwi- 

Xdy  -Ydx  =  0  !S'°,p 

gestatte  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Differontiai- 

gleichung 

y-T-   /. k      ^  f      \  ^f  ^^^  einen 

^Xl  =  §1  ~^  "T  ^X   JZ}  Integral. 

TT     /■ t         ^f      _l  ^f 

t>2/ —  52  d^-rn^j^, 
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und  dabei  voraussetzen,  dass  keine  derselben  trivial,  d.  h.  von  der  Form 

oder  kurz  QÄf  ist,  wenn  nämlich  wie  früher  gesetzt  wird: 

ex    '         cy 
Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  sind  nun 

M  = - M  —  ^ 

-^1  -V,.     _.    Vt    }       -^"2 


Integrabilitätsfactoren  der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Bekannt- 
lich ist  der  Quotient  zweier  solcher,  wie  in  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen gelehrt  wird,  ein  Integral  oder  eine  Constante.  Wir 
wollen  den  Beweis  dafür  zum  Überfluss  kurz  andeuten:  31^  und  Jlfg 
erfüllen  die  Definitionsgleichung  eines  Euler'schen  Multiplicators,  d.  h, 

es  ist 

dM,X       dJI^Y  ^  Q 

dx     ~^     dy  '  .      «  /- 

dM.X    ,    dM.Y       ^  ■       ' 

ox       '       oy 

oder,  etwas  umgeformt: 

ox        '  dy        '    dx    '     dy  ' 

■^digM,     y  gigitf,     dx    gy_Q 

dx       "•  dy         '     gx  "'    gy 

Subtrahiert  man  beide  Identitäten  von  einander,  so  kommt 

d.  h.  lg  ^  oder  also  „^  selbst  ist   ein  Integral  der  vorgelegten  Dif- 

ferentialgleichung  oder  aber  nur  eine  Constante. 
Mithin  ergiebt  sich 
Satz  1:    Sind 

zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen,  welche  die  gewöhnliche 

Differentialgleichung 

Xdy  —Ydx  =  0 
gestattet,  so  ist 

Xt},  -  n, 
ein  Integral  derselben  oder  aber  eine  Constante. 
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Setzen  wir  zunächst  voraus,  dieser  Quotient  sei  ein  Integral.    Ist  Beziehung 

-r-w  •  •    1     1    •    1  •  1  zwischen 

03  (x,  y)   wie   früher    ein  Inteijcral   der  Differentialgleichung,    so  ist  aiso  zwei  infin. 

^    '  ^^  °  .  /NT  Transform. 

der  Quotient  allgemein  eine  Function  Sl[a)  desselben:  d. pifferen- 

d.h. 

X      "       r      ' 

sodass  I2  und  i^g  ^^^^  Formen  haben: 

l2  =  ß(ö)-  li  +  Q{x,y)  ■  X, 

^2  =  ß(«)  •  ^1  +  p(a:;,  y)  '  Y, 
wo  ()  eine  gewisse  Function  von  x,  y  bedeutet.     Mithin  ist 

oder  also 

(1)  U,f=^{co)-UJ-^Q{x,y)-Af. 

Wenn  jener   im   obigen  Satze   erwähnte   Quotient  nur  eine   Con- 
stante  ^  ist,  so  folgt,  indem  n  an  Stelle  von  £1  tritt,  ganz  analog,  dass 

(2)  U,f=x-ÜJ-^Q{:x,y)-Af 

ist.  Es  ist  hier  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  insbesondere  die  Constante  %  (die  sicher  nicht  Null  ist,  da 
sonst  nach  (2)  gegen  die  Voraussetzung  U^f  eine  triviale  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  wäre)  gleich  1  annehmen,  denn  mit 
U^f  ist  ja  auch  n  •  TJ^f  eine  infinitesimale  Transformation,  welche 
unsere  Differentialgleichung  gestattet.  Demnach  können  wir  statt  (2) 
auch  schreiben 
(2')  U,f^UJ+Q(x,y).Äf. 

Alsdann  transformieren  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
TJ^f  und  ü^f  die  Integralcurven  co{x^  y)  =  Const.  beide  in  genau  der- 
selben Weise.     Denn:  die  Curve 

a  (x,  y)  =  c 
geht  bei   U^f  über  in  eine  unendlich  benachbarte  Curve  der  Schar 

Die  Transformation   UJ'  lautet:  • 

Xj_  =  x  +  ^dt-\ ,     yi=y-{-ridt-\ 

und  es  ist  also 

a{x-j-ldt+---,-   y-{.ndt-\-'--)  =  C  +  ÖC, 
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oder  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

«(^,  y)  +  (^  1^  +  '^  ä^)  ^^  =  ^  +  ^^1' 

oder  endlich,  da  (o(x,  y)  =  c  ist: 

ü^ca  .  dt  =  dCj^. 

Nun  aber  wissen  wir,  dass  die  Curvenschar  g){x,  y)  =  c  die  infinitesi- 
male Transformation  U^f  gestattet  und  dass  infolge  dessen  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

U,(o  =  F{(a)  =  F{c) 

besteht.  Daher  führt  die  infinitesimale  Transformation  dx=i,dtj 
dy  =  i]dt  jede  Curve  der  invarianten  Schar  (o(x,y)  =  c  in  die  be- 
nachbarte Curve 

^(^1)  ^i)  =  c  -f-  F{c)dt  =  c  -\-  U^ca  .  8t 
über. 

In    entsprechender  Weise    geht    die    Curve    C3{x,  y)  =  c    bei    der 
infinitesimalen  Transformation   ^Jg/"  in  eine  benachbarte  Curve 

,  über,  wo  analog 

C/gOj  .  dt  =  dc.2 
ist.     Nach  (2')  aber  ist: 

weil  -4(0  ^  0  ist,  und  also  auch 

d.  h.  die  beiden  Curven,  in  welche  a  =  c  durch  die  infinitesimalen 
Transformationen  U^f  und  ü^f  übergeführt  wird,  sind  dieselben,  wie 
behauptet  wurde. 

Auch   auf  mehr   anschaulichem  Wege   geht  dies   aus  (2')  hervor: 
Fasst  man  nämlich 

'    '         dx  ''         dy 

als  infinitesimale  Transformation  auf,  so  ordnet  sie  einem  Punkte  p 
einer  Integralcurve  o  =^  c  eine  Fortschreitungsstrecke  zu,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  gleich  X8t  und  Y8t  sind,  und  führt  ihn  also 
auf  der  Integralcurve  selbst  weiter,  während  U^f  und  TJc^f  ihm  gewisse 
Fortschreitungssfrecken  zuordnen,  die  ihn  aus  dieser  Integralcurve 
hinausführen.     Die   Gleichung  (2')   aber   giebt  für  f^x  und  f^y. 
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Fig.  10. 


Demnach  ist  die  Fortschreitungsstrecke  ^t^^i -\- 'ni ,  welche  JJ^f  ^^va. 
Punkte  ^  erteilt,  nach  dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  aus  den 
Strecken  8t^lf^Vn?  und  p(J^l/X^ +T^,  welche  der  Punkt  _p  durch 
JJ-^^f  und  Af  erfährt,  zu  construieren.  UJ  führt  alle  Punkte  einer 
Integralcurve  o  =  c  in  die  Punkte 
einer  benachbarten  Integralcurve 
über,  und  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  liegen 
daher  auch  die  vierten  Ecken  jener 
Parallelogramme  der  Bewegungen, 
welche  für  die  Punkte  ^  der  Inte- 
gralcurve a  =  c  construiert  wer- 
den können,  auf  derselben  benach- 
barten Integralcurve.  (Fig.  10.) 
Wenn  ü^f  und  ü^f  in  der  Be- 
ziehung (2')  zu  einander  stehen, 
so  werden  wir  daher  U^f  gar 
nicht'  als  eine  wesentlich  von  üj^f 
abweichende  infinitesimale  Transformation  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0  auffassen.  Man  kann  ja  alle  solche  Transforma- 
tionen C/g/'  sofort  angeben,  sobald  U^f  gegeben  ist,  und  für  das  Inte- 
grationsgeschäft bringt   Ü2f  keinen  Nutzen,  da 

Xy,  -  rg, 

Xvi  -  r^i 
kein  Integral,  sondern  nur  eine  Constante  ist. 

Deshalb  wollen  wir,  wenn  von  0wei  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf  und  ZJg/"  die  Rede  ist,  welche  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Yäx  =  0  gestattet,  dabei  im  allgemeinen  stillschweigend 
voraussetzen,  dass  ü^f  und  U^f  ivesentlich  von  einander  in  Hinsicld 
dieser  Differentialgleichung  verschieden  seien,  also  keine  Relation  von 
der  Form  (2')  oder  noch  allgemeiner  von  der  Form: 

U,f=^ü,f-^QAf 
bestehe,  in  der  %  eine  Constante  bedeutet. 

Unsere  Formeln  (1)  und  (2)  können  wir  in  dem  Satze  zusammen- 
fassen : 

Satz  2:  Zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen  ü^f  und 
U^f  einer  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0, 
deren  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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'  ex    '         cy  ' 

erfüllen  immer  eine  Relation  von  der  Form 

U,f=^{a>)UJ+Q{x,y)Äf, 
wo  ö  ein  Integral  der  Differentialgleichung  bedeutet. 

Wir  können  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  mehreren  anderen 
Wegen  gelangen,  welche  erwähnt  zu  werden  verdienen,  da  die  be- 
trefifenden  Methoden  an  sich  Interesse  darbieten. 

§  3.    Andere  Ableitungen  derselben  Ergebnisse  und  ihre  Umkehrung. 

Abieitun  Um  auf  einem  anderen  Wege  zu  unserer  Formel  (1)  zu  kommen, 

joner     denken  wir  uns  an  Stelle  von  x  und  y  neue  Veränderliche  eingeführt, 

Beziehung.  *'  o  ? 

etwa  g  und  t),  für  welche 

^  cx    '        dy 

ist,  also  sogenannte  canonische  Veränderliche  des  Ausdrucks  Af,  der 
dadurch  übergeht  in 

^'  —  dt) 

(Vgl.  Satz  4  des  §  2,  3.  Cap.)    Dabei  geht  Uif  (nach  Satz  2  desselben 
Paragraphen)  über  in 

während 

cf 
wird.  Da  jetzt  Af  die  einfache  Form  -^  hat,  so  lautet  die  Differen- 
tialgleichung Xdy  —  Ydx  =  0  in  den  neuen  Veränderlichen  einfach 
dx,  =  0,  d.  h.  die  Integralcurven  sind  die  Curven  j  =  Const.  Diese 
Schar  gestattet  aber  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  nur  dann, 
wenn  diese  dem  j  ein  nur  von  j  abhängiges  Increment  erteilt,  also 
die  Form  hat: 

Da    U^f   und    TJ^f   infinitesimale    Transformationen    der    Differential- 
gleichung sein  sollen,  so  müssen  sie  folglich  die  Formen  haben: 

?7,/-==ß,(j)|^+F,(s,^)|^. 
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Hiernach  ist  eine  Relation  vorhanden: 

die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

ü,f-a{i)UJ=W{i,^)Af, 

da  Af  =  -Jr  ist,  oder: 

Kehren  wir  nun  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x,  y  zurück, 
so  ist  i  wegen  J.J  =  0  ein  Integral  a  der  Differentialgleichung  Af=0, 
während    W{l,  l))  eine  Function  q{x,  y)  wird,  sodass  sich  ergiebt: 

U,f=^{<o)UJ-{-Q{x,y)Af, 
was  zu  beweisen  war. 

Wir   können    zu    demselben    Ergebnis    auch    durch    das    folgende  ^^^^1**^^ 
Vorgehen  gelangen:  ^       BeiiZmg. 

Da  Uyf  sich  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  unterscheidet 
(sonst  wäre  ja  U^f  eine  triviale  Transformation  der  Differential- 
gleichung), so  ist  nach  dem  in  §  1  Gesagten  klar,  dass  U^f  sich 
linear  durch   U^f  und  Af  ausdrücken  lassen  muss: 

(3)  U,f=6UJ+QAf. 

Hier  sind  6  und  q  gewisse  Functionen  von  x  und  t/.  Sollen  nun  TJ^f 
und  JJ^f  infinitesimale  Transformationen  sein,  welche  die  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  oder  also  die  Schar  co  =  Const.  der  zu- 
gehörigen Integralcurven  invariant  lassen,  so  müssen  C/,  o  und  U^a 
Functionen  von  o  allein  sein  (siehe  Satz  2,  §  2,  Kap.  5): 

t/j  (O  '-^  ßj  (cj) ,       C/g  03  ^  ißg  ('*')? 

während  ^o^O  ist.  Setzen  wir  also  in  der  sicher  vorhandenen  Re- 
lation (3)  fEEia,  so  reduciert  sie  sich  auf: 

H^ica)  ^  (5ßi(a)), 
d.  h.  6  ist  eine  Function  ^{p),  sodass  sich  ergiebt: 

U,f^Sl{ai)UJ+QAf. 
Dies  ist  wieder  unsere  Formel  (1). 

Complicierter    ist    die    Ableitung    unserer   Formel   aus   der  Rela-  A,bieuun 
tion  (3),  wenn  wir  das  Theorem  9  (§  2  des  6.  Kap.)  benutzen.    Danach  gJ^Jj^^J 
müssen   nämlich,   wenn    U^f  und   JJ^f  infinitesimale   Transformationen 
sein  sollen,  welche  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  gestattet, 
Relationen  bestehen  von  der  Form 

(4)  {U,A)EEEk,{x,y)Af,     {U,A)  =  X,ix,y)A,f. 

Lie,  DiffereDtialgleichuugen.  9 
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Nach  (3)  aber  ist: 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  an  die  Bemerkungen  in  §  1  erinnern: 

{U,Ä)  =  6iU,Ä)  -  Ä0  .  UJ+  q{ää)  —  ÄQ  .  Af, 

wo  noch  {AA)^0  ist.  Substituieren  wir  hierin  die  Werte  (4),  so 
kommt: 

X^Af=  (?Ai  .  Af—A6  .  UJ—  Aq  .  Af 
oder: 

(aX,  —  Ag  —  AQ)Af=  Aö  .  ÜJ. 

Hierin  sind  öA^  —  Ag  —  Aq  und  Aa  Functionen  von  x,  y.  Nach 
Voraussetzung  soll  sich  U^f  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  unter- 
scheiden. Es  ist  also  notwendig  einzeln  jeder  dieser  beiden  Coeffi- 
cienten  Null,  insbesondere  der  zweite: 

AceeeO, 

woraus  folgt,  dass  6  ein  Integral  Sl{(o)  unserer  Differentialgleichung 
ist.     Danach  giebt  (3)  wieder  unsere  gesuchte  Formel: 
(5)  U,f=^{io)UJ  +  QAf 

Tmkehrung.  Nchmcn  wir  nun  umgekehrt  an,  U^f  sei  eine  infinitesimale  Trans- 
formation, welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  iß((o)  sei  eine 
beliebig  gewählte  Function  des  Integrals  (o  und  q  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  alsdann  auch  die 
durch  (5)  bestimmte  infinitesimale  Transformation  ü^f  die  Differential- 
gleichung invariant  lässt.  In  der  That  giebt  ja  die  Formel  (5)  für 
f  ^  Gl,  da  Ac3  ^  0  und  nach  Voraussetzung  TJiO  eine  Function 
ißi(aj)  ist: 

d.  h.  auch  TJ^a  ist  eine  Function  von  ra  allein.  Die  Schar  ra  =  Const. 
gestattet  also  die  infinitesimale  Transformation   Uif. 

Daher  werden  wir  unseren  Satz  jetzt  so  aussprechen: 
Theorem  10:  Ist  U^f  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Trans- 
formation, welche  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet,  und  setzt  man 

Af=X^^Ylt 

'  ox    '         cy  ' 

SO  gestattet  die  Differentialgleichung  auch  jede  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form 

U,f=a{m)UJ+Q{x,y)Af, 
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Geo- 
metrische 


WO  iß((o)  eine  heliehige  Function  des  Integrals  co  der  Differen- 
tialgleichung und  Q  eine  beliebige  Function  von  x  und  y  be- 
deutet. Andererseits  ist  dies  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation  inx,y,  welche  die  Differentialgleichung  zulässt. 
Dies  Resultat  lässt  sich  auch  in  eleganter  Weise  rein  geometrisch 
ableiten.  Seien  nämlich  U^f  und  JJ.^f  irgend  zwei  infinitesimale  Trans-  ^Weitung 
formationen,  welche  die  Schar  der  Integralcurven  a  =  Const.  invariant 
lassen.  Eine  beliebige,  aber  bestimmte  Curve  dieser  Schar  sei  (X){x,  y)  ==  c. 
Sie  wird  von  ü^f  in  eine  infinitesimal  benachbarte  Curve  der  Schar, 
etwa  in 

übergeführt.     Alsdann  ist,  wie  wir  früher  schon   (in  §  2)  fanden: 

(6)  U^(o-dt=dc2 

und  hierin  hat  die  linke  Seite  ebenso  wie  die  rechte  denselben  Wert 
längs  der  Curve  co  =  c.     Dies  gilt  für  jede  Curve  ca  =  c. 
Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck 

derselbe    stellt   eine  infinitesimale  Transformation   dar,    die   sich   von 

Ulf  nur  um  einen  Factor  w-^,    der   eine   Function  von   co   allein    ist, 

unterscheidet.  Diese  infinitesimale  Transformation  Uf  lässt  auch  die 
Schar  CO  =  Const.  invariant,  es  ist  ja  Ucj 
eine  Function  von  co  allein,  nämlich  gleich 
ü^cj.  Nach  (6)  führt  mithin  Uf  die 
beliebige  Curve  co  =  c  in  genau  dieselbe 
Curve  CO  =  c  -{■  dc^  über,  in  die  sie 
durch  ü^f  verwandelt  wird.  Die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen  U^f  und 
Uf  führen  aber  nicht  notwendig  die 
Punkte    der    Curve    co  =  c    in    dieselben 

Punkte   der  benachbarten  Curve  o  =  c  -f-  dcg  über,   vielmehr  im  all- 
gemeinen in  verschiedene.     (S.  Fig.  11.) 

Wenn  Uf  die  beliebige  Curve  ra  =  c  in  die  Curve  co  =  c  +  dc^ 
transformiert,  so  wird  die  infinitesimale  Transformation  —  11/'  alle 
Punkte  der  letzteren  Curve  in  die  der  ersteren  zurückbringen  (wenn, 
wie  überhaupt  bei  dieser  Betrachtung,  von  unendlich  kleinen  Grössen 
zweiter  Ordnung  abgesehen  wird),  denn  sie  erteilt  den  Coordinaten 
gerade  entgegengesetzte  Incremente  wie  Uf     Führen   wir  nun  zuerst 


Fig.  11. 
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TJ^f  und  darauf  —  U/"  aus,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  wir  die  infini- 
tesimale Transformation   Uc^f  —  U/"  ausgeführt  hätten.     U^f  führt  die 

Curve  to  ==  c  in  die  Curve  o  =  c  -f-  dc^  über, 
und  —  Vif  führt  diese  zurück.  (Fig.  12.) 
Dabei  gelangen  zwar  die  Punkte  wieder  auf 
ihre  ursprüngliche  Curve,  aber  nicht  gerade 
notwendig  auf  ihre  ursprünglichen  Plätze 
zurück.  Sie  können  vielmehr  längs  der 
Curve  infinitesimal  verschoben  sein.  Aber 
jede   solche    infinitesimale   Transformation    hat 


Fig.  12. 


die  Fortschreitungsrichtung 


8y 
8x 


X 


(die   von  der  Differentialgleichung  ^dy  —  Ydx  =  0  bestimmt  wird), 
also  ein  Symbol  von  der  Form 

oder  Q  •  Äf.     Demnach  ist: 

UJ-Uf=Q-Äf 

oder: 

U,f=Sl{m)ÜJ-j-Q-Äf 

und  dies  ist  unsere  obige  Formel  (5). 

Das  ivichtigste  Ergebnis  dieses  Kapitels,  das  in  Satz  1  ebenso  wie 
in  der  Formel  (5)  seinen  Ausdruck  findet,  ist,  dass  die  Kenntnis  zweier 
in  Hinsicht  auf  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  wesentlich 
verschiedener  infinitesimaler  Transformationen  U^f  und  ü^f  der  Diffe- 
rentialgleichung die  Kenntnis  eines  Integrals  nach  sich  zieht,  das  in  dem 
Satz  1  in  der  Form 

in  (5)  in  der  Form  i2(o)  geschrieben  wurde. 

Da  die  Formel  (5)  wieder  zu  jenem  ersten  Satze  zurückführt, 
denn  aus  (5)  folgt 


also: 


Xt],  -  Y^, 


so  können  wir  sagen,  dass  wir  die  Möglichkeit  der  Verwertung  von 
Ulf  und  UJ'  zur  Bestimmung  des  Integrals  von  zwei  verschiedenen 
Punkten  ausgehend  bewiesen  haben,  einmal  mit  Hülfe  der  im  vorigen 
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Kapitel  entwickelten  Multiplicatortheorie  (in  §  2)  und  dann  auf  mehr 
begrifflichem ,  von  früheren  Entwickelungen  unabhängigeren  Wege 
(in  §  3).  Letztere  Methode  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  sie  auf 
partielle  Differentialgleichungen  ausgedehnt  werden  kann,  wie  wir 
später  sehen  werden. 

§  4.     Beispiele. 

Wir  erläutern  unsere  Theorien  durch  mehrere  einfache  Beispiele. 
1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 
dy  —  xdx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

denn  es  ist  hier 

'        Sic    '        dy 
und 

(Vgl.  Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.)     Mithin  ist  U.J  von  der  Form 

U,f=U{p)ü,f-\-QAf, 
also  (für  f^x  und  ^y): 

X  =  Sl  ■  1  -{-  Q 

y  =  Sl-0  -\-  QK, 

daher   0  =  —,    Sl  ==  x  —  0  ==  x  —  — •     Es    ist    also    x  —  —    oder 

xx  —  y  ein  Integral.  In  der  That  giebt  dies  differenziert  sofort  die 
Differentialgleichung  wieder.  Kürzer  hätten  wir  das  Integral  nach 
Satz  1  gefunden  durch  Bildung  des  Quotienten: 

^fli  —  ria  ^^  \  ■  y  —  V.  •  X y  —  %x 

Xtji  ~rii      i-o  —  x-i^ —         X 

/8.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung  , 

xdy  —  (y  —  x^)dx  ==  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 


denn  es ,  ist 
und 


UJ^xf^,      U,f^xl{^-2y'l^, 


wie  die  Ausrechnung  lehrt.     Mithin  hat   C/a/"  die  Form: 
UJ=^Sl{co)ÜJ+QÄf. 
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Dies  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichungen: 

2y  =  Si-x-\-Q{y  —  x^), 
d.  h.  Q  =  1,  also 


Es  ist  somit  ^-^ —    ein    Integral.     In    der    That    folgt   daraus    durch 

Differentiation  wieder  die  Differentialgleichung.    Schneller  ergiebt  sich 
das  Integral  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xt)^  —  Ygg  ^^  X  ■  2y  —  (y  —  x^)  ■  X  __  y -{-  x^  ^ 
Xriy  —  r^i  x  •  x  —  {y  —  x'^)  •  0  x 

3.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

dy  —  {x  —  yx^  —  2y)  dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 

und  also 

Folglich  ist  der  Quotient: 

1  •  2y  —  (x  —  Vx^  —  2w)  •  X  ,/-s ^T— 

- — - — 7 \  V —  ^x  —  yx^  —  2y 

1  ■  X  —  {x  —  Yx^  —  2tj)  •  1 
ein  Integral. 

Weitere  Beispiele,  die  der  Leser  selbst  durchführen  möge,  sind  diese: 

4.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

x^  dy  —  2y^  dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 

5.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

xydy  —  {tf  -\-  x)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 
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Kapitel  8. 

Über  die  Bestimmung  der  Scharen  von  oo^  Curven  und  der 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  eine  vorgelegte 

eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

In  dem  vorletzten  Kapitel  war  davon  die  Rede,  wann  eine  vor- 
gelegte Curvenschar  co  (x ,  y)  =  Gonst.  oder  eine  vorgelegte  Diiferential- 
gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  eine  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  eine  infinitesimale  Transformation  üf  gestattet. 
Nunmehr  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  zu  einer  bekannten  eingliedrigen 
Gruppe  alle  invarianten  Curvenscharen  und  Differentialgleichungen  be- 
stimmen. 

§  1.     Ausführung  aller  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  auf  eine  beliebige  Curve. 

Wir  stellen  uns  also  jetzt  die  Frage: 

Gesetzt,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt,  wie  findet  man 
alsdann  alle  Scharen  von  oo^  Curven,  welche  diese  Gruppe  gestatten? 

Dabei   wollen  wir  annehmen,  die  endlichen  Gleichungen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  seien  vorgelegt: 
(1)  x^  =  (p{x,  y,  a),    «/i  =  ip(x,  y,  a), 

wo  a  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet.  Um  uns  später  recht 
knapp  ausdrücken  zn  können,  schicken  wir  einige  nicht  nur  für  die 
vorliegende  Frage,  sondern  für  die  ganze  Gruppentheorie  wichtige 
formelle  Bemerkungen  voraus. 

Wie  schon  früher  gelegentlich  (vgl.  §  2  des  4.  Kap.)  bezeichnen *)symboiische 
wir    die   Transformation    der    Gruppe,    welche    dem    Parameter  wert    a   nungen. 
zugehört,   mit  2«.     Die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta 
und  Tb  ist   einer  gewissen  Transformation  Tc  der  Gruppe  äquivalent: 

-Ta  T(,  =  Tc, 

wo  dann  c  eine  gewisse  Function  von  a  und  &  ist: 

c  =k{a^h). 

Führen  wir  insbesondere  die  Transformationen  auf  einen  Punkt  p 
oder  auf  eine  Curve  h  aus,  so  schreiben  wir  die  Äquivalenz  sym- 
bolisch so: 


*)  Die  im  Text  eingeführte  Symbolik  ist,  wie  der  Leser  bemerken  wird,  von 
der  Substitutionstheorie  herübergenommen. 
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{p)TaT,={p)T„ 

Es  hat  jeder  Ausdruck  (p) TaT^Tc  .  .  .  und  (k) TaT^To.  .  .  einen  ganz 
bestimmten  Sinn.  Der  erste  z.  B.  bezeichnet  den  Punkt,  in  welchen 
p  übergeht,  wenn  man  auf  ^nacheinander  die  Transformationen 
Ta,  To,  Tc .  .  .  der  Gruppe  anwendet.  Führen  wir  dieselbe  Transfor- 
mation Ta  zweimal  nach  einander  aus,  so  werden  wir  TaTa  kürzer 
mit  TJ  bezeichnen  können,  ebenso  TaTaTa  kürzer  mit  TJ^  u.  s,  w. 
Alsdann  gewinnt  der  Ausdruck  TaT^Tc...  der  Reihenfolge  mehrer 
Transformationen  grosse  Ähnlichkeit  mit  den  Producten  der  gewöhn- 
lichen Arithmetik.  Um  diese  für  die  Anwendungen  recht  erwünschte 
Analogie  noch  vollständiger  zu  machen,  werden  wir  die  identische 
Transformation  mit  Ta  =  T^^  =  -  •  -  =  1  und  die  zu  Ta  inverse 
Transformation,  welche  ja  nach  der  Definition  der  Gruppe  (vgl.  §  1 
des  2.  Kap.)  in  ihr  vorhanden  ist,  mit  T«"  bezeichnen.  Dann  ist 
nämlich: 

J'    rp  —  l   rp  0  ^ 
a-i-a         -L  a     J- 

und  (vgl.  denselben  §)  auch: 

rp—^rp     rp  0  -i 

■*-a       -'-a  -*-a     -*- > 

während 

m      1   7^  1     7^  0 T 

J-a  '   ^   -*•  a     ■   -*•  (i     -*•  a 

ist.  T^^  würde  natürlich  die  Reihenfolge  T^  T^  bedeuten  u.  s.  w. 
Wenn  T«  den  Punkt  jp  oder  die  Curve  h  nach  ^^  resp.  \  führt: 

(2)  (Wn  =  (i)0;      Q^)Ta  =  {h), 

so  führt  Ta~^,  die  inverse  Transformation,  p^  resp.  \  nach  p  resp.  h 
zurück: 

(3)  -    {P,)Ta-'  =  (j^),    {h)T-'  =  Qc). 

Wir  hätten  dies  auch  rein  rechnerisch  aus  (2)  ableiten  können,  denn 
führen  wir  auf  beide  Seiten  von  (2)  die  Transformation  T^  aus,  so 
kommt: 

{p)TaT-'={p,)T-\    Qi)TaT-'  =  {\)Tr' 

oder,  da  TaTJ~^=  Ta^  =  1  die  identische  Transformation  und  also 
(p)l  =  {p),  {k)l  =  (k)  zu  setzen  ist: 

Diese  Gleichungen  sind  aber  dieselben  wie  (3). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  jetzt  nach  allen  Scharen 
von    oo^    Curven    fragen,    welche    bei    der    eingliedrigen    Gruppe    (1) 
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invariant  bleiben.  Eine  solche  Schar  ist  die  der  Bahncurven,  denn 
es  bleibt  ja  jede  Bahncurve  bei  der  Gruppe  einzeln  invariant,  also 
auch  die  Schar  derselben.  ■ 

Wollen  wir  eine  andere  invariante  Schar  von  oo^  Curven  k  finden, 
so   haben   wir   anzunehmen,   dass   wenigstens   eine  Curve  Icq   derselben 
Jceine  Bahncurve    sei.     Führen   wir   auf  diese   Curve  /c^   alle  Transfor-^JI^^^^™^''^^ 
mationen    der   Gruppe    aus,    so    sollen    dieselben  l\  in   Curven  k  Jer *f '■™^*^°"°'^ 

11/  u  «er  viTuppo 

gesuchten   Schar    überführen.     Durch   Ausführung    aller  oo^   Transfer-   ^"^ ''""' 

O  "  Liirve. 

mationen  der  Gruppe  geht  aber  k^  gerade  in  oo^  Curven  über*, 
denn  ist 

(4)  =  ^(x,  y)==0 

die  Gleichung  von  kQ,  so  findet  man  die  Curven,  in  welche  kQ  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  verwandelt  wird,  durch  Elimination 
von  X  und  y  aus  (1)  und  (4)  ausgedrückt  in  a^^  und  i/j,  und  die  sich 
ergebende  Gleichung  enthält  einen  Parameter  a.  (Derselbe  würde  nur 
dann  wegfallen,  wenn  k^  gegen  die  Voraussetzung  Bahncurve  wäre.) 
Die  cx)^  Curven,  in  welche  somit  k^  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  übergeht,  bilden  nun  offenbar  eine  invariante  Schar.  Denn 
sei  k  eine  beliebige  dieser  oo^  Curven,  die  aus  k^  etwa  durch  Aus- 
führung von  Ta  hervorgegangen  ist,  so  ist: 

(5)  {K)Ta-{l)- 

Führen  wir  auf  k  eine  beliebige  Transformation  T^  der  Gruppe  aus, 
so  geht  k  über  in  die  Curve  (li)Tb  oder  nach  (5)  in  die  Curve 
(k^TaTf,  oder  (Ji^Tc,  also  in  eine  Curve,  die  aus  k^  durch  Ausführung 
einer  Transformation  Tc  der  Gruppe  hervorgeht  und  daher  jener  Schar 
angehört. 

Es  ist  offenbar  gleichgültig,  wie  die  ursprüngliche  Curve  k^  in 
der  Ebene  gewählt  ist,  wenn  sie  nur  nicht  Bahncurve  ist.  Immer 
erzeugt  sie  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  eine  invariante 
Schar  von  oo^  Curven. 

Dass  diese  Schar  keine  Bahncurve  enthält,  ist  leicht  zu  sehen. 
Sei  nämlich  angenommen,  eine  Curve  Z:^  der  Schar  sei  doch  Bahn- 
curve.    Sie  gehe  aus  k^  etwa  durch  die  Transformation  Ta  hervor: 

{k,)Ta=={k,). 
Führen  wir  rechts  und  links  T^    aus,  so  kommt: 

{k,)  =  {k,)Tr\     ' 

d.  h.  die  zu  Ta  inverse  Transformation  T~^  führt  k^  in  die  Lage  k^ 
zurück.  Wenn  aber  k^  Bahncurve  ist,  so  ist  dies  unmöglich,  da  jede 
Bahncurve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  also  auch  bei  T^^ , 
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invariant  bleibt,  d.  h.  (Jc^)  T^  =  (\)  und  nicht  =  (k^)  ist.  Wir  haben 
also  gefunden: 

Theorem  11:  Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  vor, 
so  gehört  jede  Curve  der  Ebene  einer  und  nur  einer  Schar  von 
oo^  Curven  an,  welche  die  Gruppe  gestattet.  Ist  jene  Curve 
Bahncurve  der  Gruppe,  so  sind  alle  Curven  der  Schar  Bahn- 
curven,  ist  jene  Curve  keine  Bahncurve,  so  ist  auch  keine 
andere  Curve  der  Schar  Bahncurve.  In  diesem  Falle  geht  die 
invariante  Schar  dadurch  hervor,  dass  man  auf  die  eine  Curve 
alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführt. 

m 

Sei  etwa 

die  Gleichung  der  beliebig  gewählten  Curve,  die  keine  Bahncurve  sein 
soll.  Anstatt  alle  Transformationen  jT«  auf  sie  auszuführen,  führen 
wir  die  inversen  TJ~  aus.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  denn 
jede  Transformation  der  Gruppe  ist  ja  die  inverse  einer  anderen.  Dies 
Verfahren  ist  analytisch  bequemer,  denn  T^  hat  die  Gleichungen  (1), 
wenn  man  darin  x^^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als  die  transfor- 
mierten Variabein  auffasst.  Wir  werden  demnach  die  Gleichung  der 
vorgelegten  Curve  so  schreiben: 

und  hierin  die  Werte  (1)  substituieren.  Dadurch  geht  dann  die  in- 
variante Curvenschar,  welcher  jene  vorgelegte  Curve  angehört,  in  der 
Form  hervor: 

(6)  ß(qp(^;  y,  a),  ti^,  y, «))  ==  O- 

Dies  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  einer  bei  der  Gruppe 
invarianten  Schar  von  oo^  Curven,  von  denen  nicht  jede  einzeln  in- 
variant ist.  Si  darf  ganz  beliebig  gewählt  werden,  nur  nicht  so,  dass 
Sl(x,  y)  =  0  gerade  eine  Bahncurve  ist,  denn  dann  würde  (6)  den 
Parameter  a  in  Wirklichkeit  gar  nicht  enthalten. 

§  2.     Bestimmung  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Um  nun  die  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  zu  finden, 
welche  die  vorgelegte  Gruppe  (1)  zulassen,  haben  wir  nur  noch  einen 
Schritt  zu  thun: 

Die  cx)^  Curven  (6)  sind  ja  die  Integralcurven  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung   erster  Ordnung  zwischen  x  und  y.     Man  findet 
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diese    also   durch  Elimination   von  a  aus  (6)  und  der  differenzierten 
Gleichung   dSl{(p,  ip)  =  0.     Damit    hat  'man    dann    den    allgemeinen  j^^^^^^^'^'^^^Jj 
Ausdruck  einer  gewöhnlichen  Diiferentialgleichung  erster  Ordnung  ge- ^^'''''(^'"^f?" 
funden,  welche  unsere  eingliedrige  Gruppe  gestattet.     Man  darf  nicht  ^'°^^°^p''^^*'''' 
vergessen,   dass   man  hierdurch   eine  Differentialgleichung,   welche  die 
Gruppe    gestattet,    nicht  erhält,   nämlich   die   der  Bahncurven.     A-ber 
die  Bahncurven   sind   mit   den   endlichen  Gleichungen    der  Gruppe  be- 
kannt (vgl.  Satz  7,  §  2  des  4.  Kap.),  also   ist  auch   ihre  Differential- 
gleichung durch  Differentiation  und  Elimination  zu  finden.     Daher: 

Satz  1:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  in  x,  y,  so  Jcmm  man  allein  durch  Differentiation  und  Elimi- 
nation alle  gewöhnlichen  JDiff'erentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
X  und  y  bestimmen,  welche  die  Gruppe  gestatten. 

Das  hier  vorgetragene  Verfahren  liefert  alle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, ihre  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  lässt  sich  daher  zu  jeder  dieser  Differentialgleichungen, 
mit  Ausnahme  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven,  ein  Multipli- 
cator  angeben,  und  sie  sind  mithin  durch  Quadratur  integrierbar. 

Man  könnte  durch  dieses  Verfahren  unbegrenzt  viele  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auffinden,  die  integrierbar  sind,  denn  es 
sind  uns  ja  alle  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene  bekannt  in  der 
Darstellungsform 

"^(^1,  ^i)  =  ^{^,  y),    ^{^1,  yi)~-i  =  ^{x,  y), . 

(vgl.  Theorem  1,  §  4  des  2.  Kap.).  Allein  diese  Methode  leidet  an 
dem  wesentlichen  Übelstande,  dass  sie  keine  rechte  Übersicht  über 
die  mannigfaltigen  Formen  solcher  Differentialgleichungen  gewährt. 
Später  geben  wir  eine  andere  Methode,  die  in  dieser  Hinsicht  voll- 
kommener ist. 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  unser  Verfahren  natürlich  alle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ergeben  muss,  denn  jede  solche 
Differentialgleichung  gestattet  eingliedrige  Gruppen.  (Vgl.  Satz  8  des 
§  4,  6.  Kap.)  Damit  ist  nun  aber  keineswegs  gesagt,  dass  man  auch 
alle  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  integrieren  könne.  Die 
Schwierigkeit  ist  eben  die,  wenn  eine  solche  Differentialgleichung 
integriert  werden  soll,  eine  eingliedrige  Gruppe  zu  finden,  welche  sie 
invariant  lässt  und  ihre  Integral  cur  ven  nicht  zu  Bahncurven  bat. 

Wenn  nun  nicht  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen 
Gruppe  vorgelegt  sind,  sondern  nur  ihre  infinitesimale  Transformation 
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■     ^1  r~^  dx^^  dy 

bekannt  ist,  so  findet  man  alle  invarianten  Curvenseharen 

co{x,y)  =  Const. 
aus  der  Bedingung 

Uco  =  Si{(o), 

die  sieh,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde  (siehe  §  1  des  6.  Kap.), 
durch  Benutzung  einer  passenden  Function  0{coi)  anstelle  von  «  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  noch  specieller  annehmen  lässt  in 
den  Formen: 

Uco  =  0,      üco  =  l. 

Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Integration  die  Schar  der  Bahncurven. 
Die  Ermittelung  der  Functionen  o,  welche  Uco  ==  1  machen,  deckt 
sich  bekanntlich  mit  der  Integration  des  simultanen  Systems 

dx  dy doo 

und  erfordert,  wie  wir  früher  zeigten  (vgl.  S.  33  u.  55),  bloss  eine 
Quadratur,  sobald  die  Bahncurven  bekannt  sind.  Übrigens  haben  wir 
hierzu  schon  früher  ein  Beispiel  gegeben.  Es  ist  dies  das  5.  Beispiel 
des  §  3,  5.  Kap.,  wo  alle  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  invarianten  Curvenseharen  gesucht  wurden. 

Man  könnte  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  erkennen,  dass  zu 
jeder  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  auch  invariante  Scharen  von 
öo^  Curven  gehören,  auch  wäre  es  leicht,  alle  derartigen  Scharen  aus 
den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  zu  bestimmen.  Aber  auf  diese 
und  ähnliche  weitergehende  Probleme  wollen  wir  uns  hier  nicht 
einlassen. 

§  3.    Beispiele:  Klassen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  07,  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten  und  daher 

integrabel  sind. 

Die  Entwickelungen  der  §§  1  und  2,  welche  uns  gestatten,  alle 
bei  einer  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden,  sollen  jetzt  durch  mehrere  Bei- 
spiele illustriert  werden.  Dabei  heben  wir  noch  einmal  ausdrücklich 
hervor,  dass  eine  später  zu  entwickelnde  Methode  in  allen  diesen 
Beispielen  schneller  zum  Ziele  führen  wird,  wie  wir  seinerzeit  zeigen 
werden. 
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1.  Beispiel:  Sei  vorgelegt  die  eingliedrige  Gruppe  der  Trans- 
lationen längs  der  iC-Axe: 

Um  alle  invarianten  Seharen  von  oc^  Curven  zu  finden,  muss  man 
von  einer  Curve  ausgehen.  Entweder  ist  ihre  Gleichung  frei  von  x 
oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  sie  Bahncurve,  bleibt  also  bei  allen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  invariant.  Die  Schar  der 
invarianten  Bahncurven  wird  dargestellt  durch 

y  =  Const. 
oder  durch  die  Differentialgleichung 

dy  =  0. 
Enthält  dagegen  die  Gleichung  der  Curve  x,  so  ist  sie  nach  x  auflösbar: 

X  —  q)(y)  =  0. 
Durch   die  Translationen   der  Gruppe   geht   sie  über  in  die  Schar  von 
oo^  Curven: 

X  —  fp{y)  =  Const,, 

deren  Differentialgleichung  die  Form  hat: 

Alle  Differentialgleichungen  also,  welche  frei  von  x  sind,  gestatten 
die  eingliedrige  Gruppe  der  Translationen  längs  der  x-Axe.  Insbesondere 
ist  dy  =  0  die  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 

Die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  lautet  ö— ,  und  die 

allgemeine  Form  der  invarianten  Differentiialgleichung,  mit  Ausschluss 
von  dy  =  0,  ist: 

F(y)dy  —  dx  =^  0. 

Bestimmt  man  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kap.,  hieraus  einen  Multi- 
plicator  der  Differentialgleichung,  so  ergiebt  sich  derselbe  gleich  1. 
In  der  That  ist  ja  auch  schon  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
ein  vollständiges  Differential. 

3.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  affinen 
Transformationen : 

x^  =  ax,     y^  =  y. 

Um  alle  invarianten  Curvenscharen  zu  finden,  müssen  wir  auf  eine 
beliebige  Curve  alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführen.  Zunächst 
kann  die  Gleichung  dieser  Curve  frei  von  x  sein.  Dann  bleibt  die 
Curve  invariant,  und  so  ergiebt  sich  die  Schar  der  Bahncurven 

y  =  Const. 
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mit  der  Differentialgleicliung 

Enthält  die  Curvengleichung  x,  so  können  wir  sie  so  schreiben: 

^  —  fp{y)  =  0- 

Durch  Ausführung  aller  Transformationen   der  Gruppe  liefert   sie  die 
Curvenschar 


oder 


f  -  9iy)  =  0 


""^y^  =  Const. 


X 

mit  der  Differentialgleichung 

x(p{y)dy  —  (p{y)dx  =  0 
oder  also: 

xdy  —  F(y)dx  =  0. 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Transformationen  längs  der 
x-Äxe  lässt  also  unbegrenzt  viele  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
invariant,  welche  die  Formen: 

dy  =  0 
und 

xdy  —  F{y)dx  =  0 
haben. 

Die  Differentialgleichung 

xdy  —  F{y)dx  =  0 

gestattet  also  auch  die  infinitesimale  Transformation  x  -J-  der  Gruppe. 

Nach  Theorem  8  hat  sie  folglich  den  Multiplicator 

1 

In  der  That  ist 

äy  dx 

ein  vollständiges  Differential. 

3.  Beispiel:  Sei  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  von  Ahnlichkeits- 
transformationen : 

x^  =  ax,     7/i  =  ay 

die  Gleichung  der  Curve,  von  der  wir  ausgehen,  zunächst  wieder  frei 
von  Xy  also  y  ==  c.  Die  Transformationen  der  Gruppe  führen  sie  über 
in  die  Geradenschar 

y  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dy  =  0. 
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Enthält  die  Curvengleichung  x,  so  hat  sie  etwa  die  Form 

und  liefert  daher  die  Curvenschar 

oder  bequemer 

ax  —  (piay)  =  0. 

(Zu  letzterer  Form  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  wie  im  vorigen 
Paragraphen  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Curve  in  x^,  y^  ge- 
schrieben hätten.)  Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  zu  -finden, 
müssen  wir  differenzieren: 

dx  —  (p'iay)  dy  =  0 

und  a  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  eliminieren.  Die  letzte 
giebt  ay  in  der  Form: 

und  also: 

Setzen  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  kommt 

oder,  wenn  nach  i/  aufgelöst  wird,  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

y  -  ^(1)  =  0- 

Es  ist  etwas  mühselig,  auf  directem  Wege  (indem  man  auf  die  Ent- 
stehung  dieser    Gleichung  recurriert)   einzusehen,  dass   hierin  F  eine 

beliebige  Function  von  —  sein  kann.  Wir  bestätigen  es  indirect,  in- 
dem wir  bemerken,  dass  die  letzte  Differentialgleichung  die  infinitesi- 
male Transformation 

TTJ"—  ^f       I  ^f 

TJf^x^-\-y^ 

'  ox    '    ^  cy 

unserer  Gruppe  bei  beliebig  gewähltem  F  gestattet.  Denn  die  zu 
unserer  Gleichung  gehörige  partielle  Differentialgleichung  lautet: 

Af^—-\-F('^\^  =  (} 
'        dx*        \x/  dy 

und  es  ist  also,  wie  Ausrechnung  lehrt: 

{UÄ)  =  -Af. 

Die  Differentialgleichung  y  —  jp  ==  0  ist  also  wirklich  die  allgemeine 
homogene. 
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Bequemer  hätten  wir  dies  einsehen  können,  wenn  wir  uns  des  Kunst- 
griffes bedient  hätten,  die  beliebig  angenommene  Curve  nicht  in  der  Form 
X  —  g)(y)  =  0,  sondern  in  dieser : 

zu  geben.     Alsdann  ist  die  Gleichung  der  Curvenschar: 

Sie  giebt  difiFerenziert : 

sodass  die  Elimination  von  a  die  gewünschte  Differentialgleichung  giebt: 

die  offenbar  homogen  ist.     Durch   passende   Wahl   der  Function  q)  er- 
hält man  offenbar  jede  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Die  eingliedrige  Gruppe  von  Ahnliclikeitstransformationen  vom  An- 
fangspunhte  aus  lässt  die  homogenen  Differentialgleichungen 

und  Iceine  weiteren  invariant. 

Man    beachte ,     dass     die    Differentialgleichung    der    Bahncurven 

—  ==  Const.,  nämlich 

/ y 

schon  in  unserer  allgemeinen  Form  enthalten  ist,  ebenso  wie  die  zu- 
erst gefundene  invariante  Differentialgleichung  dy  =  0  oder  y'  =  0. 
Weil  nun  die  homogene  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Ahn- 
lichkeitstransformation  oc  ^  -{-  y  ^  gestattet,  so  folgt  nach  Theorem  8  : 
Die  homogene  Diffa-entialgleichung 

dy  -  F{£)dx  =  0 
hat  den  Multiplicator*) 


y 


Ihr  Integral  wird  also  in  bekannter  Weise  aus  dem  vollständigen 
Differential 

*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 
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durch  Quadratur  bestimmt.  Man  bemerkt,  dass  sieh  kein  Multiplicator 
ergiebt,  wenn  jP(-)  sich  auf   -  reduciert,  da  dann   der  Nenner  Null 

ist.     Die  betreffende  Differentialgleichung  xdy  —  ydx  =  0  ist  nämlich 
die    der    Bahncurven,    für    welche    die    infinitesimale    Transformation 

K 

dx   ^  ^  dy 


00  yr-  -\-  y  -^  trivial  ist. 


4.  Beispiel:    Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt 

x^  =  X  cos  a  —  y  sm  a,     y^  ^=  x  sm  a  -\-  y  cos  a 

sei  vorgelegt.  Die  Curve,  auf  welche  wir  alle  Transformationen  der 
Gruppe  ausführen,  denken  wir  uns  in  x-^^  und  y^  geschrieben: 

Alsdann  ergiebt  sich  durch  Ausführung  der  zur  obenstehenden  in- 
versen  Transformation,  die  ja  ebenso  wie  diese  die  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  ist,  die  Curvenschar: 

^{x  cos  a  —  ^  sin  a,     x  ^in  a  -\-  y  cos  d)  =  0. 

Um  nun  die  Differentialgleichung  dieser  Schar  aufzustellen,  haben  wir 
zu  differenzieren: 

■K-, -■ — ;  (dx  cos  a  —  dy  sin  d)  + 

0  {x  cos  a  —  y  sma)  ^  ^  ^ 

4-  KT — : i ;  (dx  sin  a  -4-  dy  cos  a)  =  0 

'    o{xsm  a  -{-  y  cos  a)  ^  i       ^  / 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  a  zu  eliminieren.  Dies  ist 
etwas  unbequem:  Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  beiden  hierin 
vorkommenden  Differentialquotienten  von  Si  mit  u  und  v,  so  giebt 
die  letzte  Gleichung 

dy         u  cos  a  -}-  «J  sin  a 
dx        u  sin  a  —  v  cos  a 
und  also: 

xdy  —  ydx        u{x  cos  a  —  y  sin  d)  -\-  v{x  sin  a  -\-  y  cos  a) 
xdx  +  ydy        u{x  sin  a  -\-  y  cos  a)  —  v{x  cos  a  —  y  sin  a) 

Nun  aber  ist 

(x  cos  a  —  y  ^m  af  -\-  (x  sin  a  -\-  y  cos  df  =  x^  -\-  y^. 

Daher  kann  die  rechte  Seite  der  vorletzten  Gleichung  als  Function 
von  X  cos  a  —  y  '&\ua  und  x^  ■\-  y^  betrachtet  werden.  Ebenso  lässt 
sich  ü  =  0  in  der  Form 

X  cos  a  —  «/  sin  a  =  ^(x^  -\-  y^) 

Lie,  Differentialgleichungen.  10 
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schreiben.     Also    wird    die    rechte  Seite    der    obigen   Gleichung    nach 

Elimination  von  a  eine  Function  von  x^  -f-  y^  allein,  sodass  sich 
ergiebt: 

xdy  —  ydx  -r^r   •=>    \       o\ 

xdx  -f-  yay  ^        '    ^  / 
"oder  auch: 

X  -\-  yy  ^       \    ^  J 

Dass  jede  Difi'erentialgleichung  dieser  Art  bei  beliebiger  Wahl  der 
Function  F  von  x^  -\-  y^  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  ge- 
stattet, wissen  wir  schon  aus  dem  letzten  Beispiel  des  §  5,  6.  Kap. 

Auf  einem  weniger  künstlichen  Wege  wären  wir  zu  dieser  Differen- 
tialgleichung durch  Einführung  canonischer  Variabein,  nämlich  der 
Polarcoordinaten  r,  qp,  in  die  Gruppe  der  Rotationen  gelangt.  Dann 
nämlich  lauten  die  Gleichungen  der  Gruppe  einfach 

Ist  also 

die  Gleichung  der  Ausgangscurve  in  Polarcoordinaten,  so  stellt 

a{r,  (p  -\-  a)  =  Q 
die  invariante  Curvenschar  dar.    War  die  ursprüngliche  Curvengleichung 
03  (^1,  cp^  =  0  frei  von  qo^,  so  enthält  auch  die  neue  den  Parameter  a 
nicht,  d.  h.  jede  Curve  r  ==  CoDst.  ist,  wie  wir  ja  auch  schon  wissen, 
Bahncurve.    Eine  invariante  Curvenschar  ist  also  die  Schar  der  Kreise 

x^  -\-  y'^  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

xdx  -\-  ydy  =  0. 

Enthält  aber  die  ursprüngliche  Curvengleichung  qp^,  so  ist 

a{r,cp  -\-  a)  =  0 
oder  aufgelöst 

(p  —  f{r)  -■=  Const. 

eine  invariante  Schar.    In  rechtwinkligen  Coordinaten  lautet  sie  etwa: 

arc  tg  -  —  Fl  {x^  -f  y^)  =  Const. 

und  ihre  Differentialgleichung  hat  die  Form: 

^V=^^  =  F(x^  +  2/2). 
x-\-  yy  ^        '    ^  ^ 

Da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Rotation 

df    ,       cf 

—  y  ä — r  ^ä- 
^  ex    ^        oy 

gestattet,  so  liefert  Theorem  8  einen  Multiplicator  derselben.  Zu  diesem 
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Zwecke  muss  aber  die  Differentialgleichung  erst  linear  in  y'  gemacht 
werden:  ^ 

(x  -  yFix'  +  y'))dy  -  (y -\-  xF{x'  +  y''))dx  =  0. 

Es  ergiebt  sich  alsdann  der  Multiplicator: 

1 1 

{x  —  yF)x  +  {y-fxF)y  =  x^  +  y^ ' 

In  der  That  ist: 

x-yFjx^  +  y')   .     _  y -^  xFjx'' +  y')  ^^ 

^.2  _j_  2^2  *^  +  y^ 

ein  vollständiges  Differential. 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt  lässt 
also  ausser  der  Differentialgleichung  ihrer  Bahncurven: 

xdx  -j-  ydy  ==  Q 

noch  alle  Differentialgleichungen  von  der  Form 

xy'  —  y 


Vtw  =  ^("^  +  ^') 


invariant.  Eine  derartige  Differentialgleichung  besitzt,  ivenn  sie  in  der 
Form 

{x  —  yF)dy  —  (y  -\-  x'F)dx  =  0 

geschrieben  wird,  den  Multiplicator  -^-^^ — ^  •  *) 

5.  Beispiel:     Auch  die  Gleichungen  Differenr  i 

/■n\  t  /    \  gleichung 

\i)  X-^=  X,       y^=  y  -\-  a(p(X)  erster  Ord- 

nung in  a;,j(. 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     Wenn  man  nämlich  ansetzt: 

^2  =  ^1,   y^  =  yx  +  «1  g'C^i); 

so  folgt  durch  Elimination  von  x-^^  und  y^: 

x^  =  x,     ^2  =  «/  +  (a  4-  aj  (p{x). 

Um  die  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Differentialgleichungen  zu  finden, 
führen  wir  alle  Transformationen  derselben  zunächst  auf  eine  Curve 
aus,  deren  Gleichung  frei  von  y  ist.  Offenbar  bleibt  sie  invariant,  sie 
ist  Bahncurve  wie  alle  Curven  der  Schar 

X  ==  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dx  =  0. 


")  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 

10^ 
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Enthält    dagegen    die    Gleichung   der    beliebig    angenommenen    Curve 
wirklich  y,  ist  sie  also  in  der  Form 

y  —  ■^{x)  =  0 
darstellbar,    so    führen    die   Transformationen    der   Gruppe   sie  in   die 
Schar  über: 

y  —  aq){x)  —  ■^(x)  =  0. 

Ihre  Differentialgleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

dy  —  {oifpix)  +  ■4)'(x))dx  =  0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form 

Setzen  wir 

(p{x)        ^W 

(8)  I  und 

^'{x)-t{x).^^==W{x), 

so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

dy  —  {^(x)y  -\-  W(x))dx  =  0 
oder 

y  —  ^{x)y  —  W{x)  =  0, 

ist  also  eine  sogenannte  lineare  Differentialgleichung. 

Umgekehrt  können  wir  zu  jeder  linearen  Differentialgleichung 

(9)  y'  -  Q{x)y  -  W{x)  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  (7)  angeben,  welche  sie  gestattet.  Wir  brauchen 
ja  nur  rückwärts  aus  (8)  (p  und  ^  zu  bestimmen.     Es  kommt: 

\g  (p(x)  =  I  0(x)dx 

oder 

(p{x)  =  e-^'^^'^"'' 
and 

ilf'(x)  —  tl;{x)  ■  0{x)  =  W{x), 

woraus  sich  ^  bestimmen  lässt. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
y  —  0(x)y  —  W{x)  =  0 
gestattet  mithin  die  eingliedrige  Gruppe 

I  /<?>  (x)  dx 

x^=x,     y^=y  -{-  ae^ 
Diese  eingliedrige  Gruppe  besitzt  die  infinitesimale  Transformation 

rff>(x)dx      df 

dy 
Also  hat  unsere  Differentialgleichung  nach  Theorem  8  den  Multiplicator 
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1     _ 

In  der  That  ist 

ein  vollständiges  Differential. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 

y'  —  ^{x)y  —  ^{x)  =  0 
besitzt  den  Multiplicator 

Indem   man  das  Integral   durch  Quadratur  bestimmt,  findet  man 
die  bekannte  Form  desselben. 

Diese  Theorie  lässt  sich  auch  folgendermassen  entwickeln:   Sei 

(10)  g  -  ^{x)y  -  W{x)  =  0 

eine  beliebige  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  und  y  ==  y^  eine 
particulare  Lösung  derselben,  während  z  die  allgemeine  Lösung  der 
verkürzten  Gleichung 

(11)  %  -  ^(.^^  =  0 

bedeute.     Alsdann  ist: 

^^-0ix)y,~Wix)  =  O 
und  demnach  auch 

y  =  yo  +  c^ 

eine  Lösung  von  (10)  und  zwar,  da  sie  eine  Constante  c  enthält,  die 
allgemeine  Lösung,     z  hat  nach  (11)  die  Form: 

und  es  ist  also 

+  r't>(x)dx 

Wir  können  dies  auch  so  aussprechen:     Jede  Transformation 

führt  die  Gleichung  (10)  in  sich  über.  Diese  oo^  Transformationen 
aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  der  infinitesimalen  Trans- 
formation : 

f<Ji(x)dx   df_ 

dx 


*)  Auch  dieser  Satz  ist  längst  bekannt. 
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oder  z  -J- ,  und  so  kommt  man  zum  selben  Ergebnis  wie  oben.     Wir 

können  es  aber  jetzt  so  aussprechen: 

Die  Integration  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung 

y  —  ^{x)y—  W{x)  =  0 
ist  durch  eine  Quadratur  zu  leisten,  sobald  die  allgemeine  Lösung  z  der 
verkürzten  Differentialgleichung 

z  —  ^{x)z  =  0 
bekannt  ist.     Diese  aber  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden. 


Kapitel   9. 
Geometrische  Anwendungen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  die  Theorien  der  vorangegangenen 
Kapitel  in  ausgedehnter  Weise  auf  eine  Beihe  an  sich  interessanter 
geometrischer  Probleme  amvenden.  Wir  heben  jedoch  hervor,  dass  die 
Entwickelungen  dieses  Kapitels  in  der  Folge  nicht  unentbehrlich  sind. 
Der  erste  Paragraph  wird  jedem  Leser  verständlich  sein,  während  die 
übrigen  Paragraphen  beim  Leser  die  Kenntnis  der  Grundzüge  der 
Flächentheorie  voraussetzen.  Nur  noch  §  3  macht  hiervon  eine  Aus- 
nahme, der  ein  Problem  über  gewisse  Differentialgleichungen  behandelt, 
das  eine  gute  Übung  in  unseren  Theorien  liefert. 

Hiernach  mag  der  Leser  selbst  darüber  entscheiden,  wieviel  er 
von  diesem  Kapitel  mitnehmen  will. 

§  1.     Geometrisclie  Deutung  des  Integrabilitätsfactors. 

Bei  den  geometrischen  Anwendungen  unserer  Theorien  erweist 
sich  eine  sehr  einfache  und  schöne  geometrische  Deutung  des  Integra- 
bilitätsfactors von  grossem  Nutzen.     Diese  soll  jetzt  abgeleitet  werden. 

Wenn  die  Differentialgleichung 

Xdij  —  Ydx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestattet,    so    besitzt    sie    nach   Theorem   8   des   §  1,   6.  Kapitel,    den 
Multiplicator 

^"^  —  Xt]  -  ri 
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Es  mögen  nun  a  {x,  y)  =  Const.  die  Integralcurven   der  Differen-  i^'^^^^g^^l";, 
tialgleichuug  sein.    Alsdann  wird  die  infinitesimale  Transformation  C^/'j^ojJ^e^ri; 
jede  Curve  co  =  c  in  eine  benachbarte  co  =  c  -\-  de  überführen.    Dabei  ^°8.||f.^_ 
beschreibt  jeder  Punkt  (x,  y)  eine    infinitesimale  Strecke  dt^^^  +  rf^ 
deren  Projectionen  auf  die  Axen 
gleich  i,8t  und  iqdt  sind,   wo  dt 
eine  für  alle  Punkte   gleiche  in- 
finitesimale   Constante    bedeutet. 
Im  Punkte  (x,  y)  wollen  wir  uns 
noch   die  Tangente    an   die  hin- 
durchgehende Integralcurve  03=  c 
gezogen  und  auf  ihr  die  Strecke 
]/X''*  +  Y^  (mit  den  Projectionen  X  und  Y  auf  die  Axen)  abgetragen 


denken  (Fig.  13).  Die  beiden  Strecken  d^  j/f^  ^  rf  und  /X^  +  Y^ 
bestimmen  ein -Parallelogramm  mit  dem  Inhalt 

Dieses  Parallelogramm  ist  nun  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  inhaltsgleich  mit  dem  Rechteck  über  "|/X^  +  Y^,  dessen  Höhe 
die  Breite  ds  des  Streifens  ist,  den  die  beiden  Integralcurven  a  =  c 
und  ci  =  c-\-  8c  einschliessen,  gemessen  an  der  Stelle  {x^  y).    Es  ist  also: 

^^^8t=^8s-yw:fY' 

oder: 

St 


M- 


ds-  ]/X''-\-  Y^' 
in  Worten: 

Satz  1:     Ein  MuUipUcator  M  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
ist  iimgelceJirt  proportional  dem  Inhalt  des  üechteckes,  dessen  eine  Seite 
der  Normalahstand  im  Funhte  {x,  y)  zivischen  der  durch  den  Punkt  hin- 
durchgehenden und  einer  infinitesimal  henachharten  Integralcurve,  die  andere 
die  auf  der  Tangente  dieses  Punktes  abgetragene  Strecke  |/X^  -f-  Y^  is^*). 

Ursprünglich    ist  Lie    zu    dem    obigen   Satze   auf  einem   anderen  zweite  Ab- 

•iT-k-  ...  mp  •         leitung  der 

Wege  gelangt,  ohne  mit  dem  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation  geometri- 

*=      °  1 .   1  sehen  Deu- 

zu  operieren,  nämlich  so  :  tucg  des 

.  itv--r»..  -r.-  •     Multipli- 

Es  seien  ox  und  oy  die  Projectionen  der  Breite  ds  des  von  zwei     cators. 
benachbarten  Integralcurven  a  =  c  und  a  =  c  -\-  de  eingeschlossenen 

*)  Lie,  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  1874. 
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Streifens    an   der    Stelle    (x,  y).     Da    diese    Breite    ds   senkrecht  zur 
Tangente  der  Curve  to  =  c  ist  und  die  Richtung  y'  ?  andererseits  die 

Tangente  die  Richtung  ~  besitzt,  die  sich  aus 


ao  ^  5—  ao;  +  -^-  aw  =  0 


bestimmt,  so  ist 

also  etwa 
Demnach  ist  auch 

(1) 


dx  dy 

dm         dco  ' 

dx        dy 


ox  =  A  w     ,        011  =  1  ^— 

cx^         "^  oy 


dco         ,   ^ö>  «  

_öx  +  ^öy  ^  ^  ^       yj^+dy' 

Nun  ist  -^  dx -\- -^  dy  die  Änderung,  welche  (o(x,  y)  beim  Fort- 
schreiten längs  ds  erfährt,  wobei  die  Curve  to  =  c  in  die  benachbarte 
(0  ^  c  -\-  de  übergeht.    Jene  Änderung  ist  also  gleich  de.    Ferner  ist 

Ydx^  4"  ^y^  =  ^s  und  endlich,  wenn  M  einen  Multiplicator  der  Dif- 
ferentialgleichung bezeichnet: 


daher 

sodass: 


dco^-j-  dx  -{-  o—  dy  ^  M{Xdy  —  Ydx) , 


wird.     Unsere  obige  Formel  (1)  liefert  also 

de  Ss 


oder 

Sc  1 


M^ 


Ss  Y'x^  +  Y^       ^    i/ ymty"^ 

Sc  '  ^^     "•" 


als  Multiplicator  unserer  Differentialgleichung.  Der  Zuwachs  de,  den 
CO  beim  Übergang  von  einer  Curve  oj  =  c  zu  einer  benachbarten 
(o  =  c  -\-  de  erfährt,  hat  längs  der  Curve  a  =  c  denselben  Wert  und 
ist  somit  eine  Function  von  co   allein.     Welche  Function  von  co  dies 
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ist,  ist  gleichgültig,  da  der  Multiplicator,  mit  einer  beliebigen  Function 
des  Integrals  multipliciert,  wieder  in  einen  Multiplicator  übergeht. 

Diese    geometrische   Deutung    des    Multiplicators    wollen    wir    zu- 
nächst auf  einige  sehr  einfache  Beispiele  in  Anwendung  bringen. 

1.  Beispiel:  Wenn  man  auf  allen  Normalen  einer  vorgelegten  Curve  Beispiele. 

gleichlange  Strecken  n  abträgt,  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  neue 
Curve.  Lässt  man  n  variieren,  so  erhält  man  eine  Schar  von  oo^ 
Curven,  welche  bekanntlich  die  Parallelcurven  zur  ursprünglichen  Curve 
heissen.  Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  ==  0  einer  solchen 
Parallelcurvenschar  lässt  sich  stets  durch  eine  Quadratur  integrieren, 
denn  man  kann  einen  Multiplicator  derselben  angeben.  Weil  nämlich 
der  Normalabstand  zwischen  zwei  infinitesimal  benachbarten  Parallel- 
curven constant  ist,  so  muss  nach  unserem  Satze  1 

1 

ein  Multiplicator  sein.     Also: 

Weiss  man  von  einer  Differentialgleichung  Xdy —  Ydx  =  0,  dass 
ihre  Integralcurven  Parallelcurven  sind,  so  ist 

1 


ein  Multiplicator   derselben,   sodass   man   die   Integralcurven   durch   eine 
Quadratur  bestimmen  kann. 

Eine  Parallelcurvenschar  besitzt  eine  gemeinschaftliche  Evolute, 
die  Eingehüllte  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen.  Daraus  folgt, 
dass  man  die  Evolventen  einer  vorgelegten  Curve  stets  durch  eine  Qua- 
dratur finden  Jcann,  was  allerdings  auch  aus  andern  Gründen  evident  ist. 

Z.  B.  die  Evolventen  der  Parabel  y  =  x^  haben  die  Differential- 
gleichung 

2(a;  -f  yx^'^)dy  +  dx  =  0. 
Daher  muss 


y4:{x-{.yx'-yy.\.i 

ein  Multiplicator  dieser  Gleichung  sein.     In  der  That  ist 
2  (a;  -f  Yx*  —  y)dy  +  dx 

ein  vollständiges  Differential. 
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2.  Beispiel:*)  Die  Evolventen  sind  Curven,  welche  eine  Geraden- 
scbar  orthogonal  schneiden.  Man  kann  aber  auch  die  Differential- 
fjleichimg  einer  Schar  von  Curven,  ivelche  eine  gegebene  Geradenschar  tmter 
beliebigem,  aber  constanten  Winkel  &  schneiden,  durch  eine  Quadratur 
integrieren,  denn  auch  hier  kann  der  Abstand  zweier  infinitesimal  benach- 
barter Curven  bestimmt  werden.    Schneiden  nämlich  zwei  infinitesimal 

benachbarte  dieser  Curven  auf  einer 
als  Anfangsgerade  der  Schar  gewählten 
Geraden  g^  die  Strecke  d«o  ab,  so  be- 
stimmen sie  auf  der  nächsten  Geraden 
gi,  die  mit  g^  den  Winkel  dd"  bilde, 
die  Strecke 

d«!  =  <Jöo(l  -f  ctg&'dd-), 
auf  der  folgenden  wieder  um  dd"  gegen 
g^    geneigten    Geraden    g^    die    Strecke 
^«2  =  ^(^1  (1  +  ctg  ®  '  dd'),  also 
^.^  ^^  da,  =  da,  (1  +  ctg  &  .  d^y 

u,  s.  w.,    auf  der   n^^"^  Geraden  g»,    die 
mit  g,  den  Winkel  ndd^  bildet,  die  Strecke 

dttn  =  da,  (1  +  ctg  @  •  dd-y 
(Fig.  14).     Lässt  man  n  unendlich  gross  werden,   sodass  ndd'  in  den 
endlichen  Winkel  &  übergeht,  den  eine  beliebige  Gerade  g  der  Geraden- 
schar mit  der  Anfangsgeraden  g,  bildet,  so  erhält  man  den  Abschnitt 

(Um  M  =  X)     da  =  da,  (l  +  ctg  ®  •  —J, 
d.  h.  nach  einer  bekannten  Formel  der  Analysis: 

da^da^e'^'''«^, 
und  daher  ist  hier  der  Abstand  ds  der  beiden  Curven 

ds  =  da-  sin  C)  =  öa,  e^  '=*»  w  sin  dd. 
Nach  Satz  1  besitzt  somit  die  Differentialgleichung  XtZ«/  —  Ydx  =  0 
der  Curvenschar  den  Multiplicator 

^-  9  ctg  W 


sin  0  yx^  +  Y^  ' 
wo  d-  natürlich  eine  Function  des  Punktes  {x,  y)  ist,  nämlich  der 
Winkel,  welchen  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  g  der  ge- 
gebenen Schar  mit  der  Anfangsgeraden  g^  bildet,  und  wo  der  Factor 
sin  @  als  blosse  Constante  gestrichen  werden  kann.  &  =  -„-  führt  zu- 
rück zum   1.  Beispiel. 

*)  Dieses  Beispiel  wurde  von  Scheffers  angegeben. 


Geometrische  Deutung  des  Integrabilitätsfactors. 


155 


In  dem  speciellen  Falle,  dass  die  gegebenen  Geraden  sämtlich 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wird  man  auf  die  Bestimmung  der 
logarithmischen  Spiralen  geführt.  Wir  fragen  dann  nach  allen 
Curven,  welche  alle  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  unter  constantem 
Winkel  0  schneiden.  Wählen  wir  den 
Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  zum 
Anfangspunkt  und  die  positive  x-Axe 
zum  Anfangsstrahl,  so  ist  -9-  der  Winkel, 

dessen  Tangente  gleich  ~  ist.    Bezeichnet 

r  den  Radiusvector,  so  ist  offenbar  hier 
(Fig.  15) 


tfif@  = 


dr 


Nun  ist 


-9-  =  arctg4,      r^yx^-\'f; 


berechnet    man    hiernach    dd'    und    dr    und   setzt  ihre   Werte   ein,    so 

kommt 

,      „        xdy  —  ydx 

tg  @  ==      /    ,       ,    ■ 

^  xdx  -f-  ydy 

Bezeichnen  wir  noch  ctg  0  mit  —  a,  so  können  wir  diese  Diffe- 
rentialgleichung so  schreiben: 

{x  —  ya)dx  -\-  {y  -\-  xa)dy  =  0. 
Nach  unserer  Theorie  muss 


ein  Multiplicator  derselben  sein.     Es  ist  hier 

X^  +  Y^  =  (^  —  yaf  +{y-\-  xaf  =  {x^  +  y'){l  +  a^). 

Der  Multiplicator  kann  also,  da  constante  Factoren  gestrichen  werden 
dürfen,  in  der  Form  angenommen  werden 


In  der  That  ist: 


a  arctg  — 


^/x'  +  y' 


(x  —  ya)dx  -\-  {y  -\-  xa)dy    a  «ctg 


Vx^  +  y^ 
ein  vollständiges  Differential,  nämlich  von 

yjr  -\-  y^ .  e 
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Dies    gleich  Const.    gesetzt    stellt    also    die    logarithmischen    Spiralen 
dar,  deren  Winkel  mit  den  Radienvectoren  gleich  arc  ctg  ( —  a)  ist. 

§.  2.     Isothermen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 

■^^'il!'de™'^"  Die  Isothermenscharen  in  der  Ebene  geben  ein  weiteres  Beispiel, 

Ebene,    fjjj.  ^jjg  Anwendung  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  einer  Isothermenschar  eine  Schar 
von  oo^  Curven,  welche  zusammen  mit  ihren  orthogonalen  Trajectorien 
ein  Netz  von  infinitesimalen  Quadraten  bilden. 

Ist 
(2  a)  Xdy—Ydx  =  0 

die  Differentialgleichung  einer  Isothermenschar,  so  hat  die  dazu  ortho- 
gonale Isothermenschar  die  Differentialgleichung 
(2  b)  Ydy-\-Xdx  =  0. 

Man  kann  nun  diese  beiden  Gleichungen  durch  Quadratur  inte- 
grieren. 

Denn  betrachten  wir  zwei  aufeinander  folgende  Curven  der  einen 
und  der  anderen  Schar,  welche  alle  vier  zusammen  an  der  Stelle  {x,  y) 
ein  infinitesimales  Quadrat  bilden,  so  haben  die  beiden 
Curvenstreifen  des  einen  und  des  anderen  Paares  die- 
selbe  Breite   8s,  nämlich   die  Quadratseite  (Fig.  16). 
Ss  Nach  unserem  Satze  ist  daher 

8t 


(JCJ/) 


-^ 


Fig.  16. 


wo  8  t  eine  beliebige  infinitesimale  Zahl  bedeutet, 
ein  Multiplicator  sowohl  von  (2  a)  wie  von  (2  b).  Wenn  aber  zwei 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  M  haben, 
so  kann  man  diesen  immer  durch  Quadratur  finden:  Der  Multiplicator 
muss  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Gleichungen 

dMX   .    dMY  _  ^ 


dx 
dMY 


dy 
dMX 


=  0 


dx  dy 

erfüllen,  die  sich  umformen  lassen  in  diese: 


(3) 


-^      7^^     '^  ^     dy  dx         dy  ' 

-^dlgM  ^  _  dY_,dX^ 
dy  dx     '    dy 


dx 

dlgM 

dx 


Hieraus   aber  lassen  sich  —^ —  und  -~ —   als   Functionen   von  x,  y 

dx  öy 

berechnen,    lg  M  oder  also  M  selbst  ist  folglich  durch  eine  Quadratur 
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zu  bestimmen.  Hat  man  so  den  Multiplicator  gefunden,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  (2  a)  und  (2b)  nur  noch 
je  eine  Quadratur,  daher: 

Satz  2:    Ist  Xdy  —  Ydx  =  0  die  Differentialgleichung   einer  Iso- 
thermenschar in  der  Ebene,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Nebenbei   bemerkt  kann  man  hieraus  auch  eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür  ableiten,  dass  die  Differentialgleichung  (2  a)  eine 

d\<y  M            dig  M 
Isothermenschar   darstellt.     Denn   aus  (3)   müssen   sich  — ^ —  und    ->, 

so  bestimmen,  dass  die  Integrabilitätsbedingung 

8   d\g  M  _   a    dlg^ 
dy     dx  dx     dy 

auch   wirklich  erfüllt  ist.     Stellt  man  diese  Bedingung  auf,  so  erhält  man 

Y 

eine    gewisse   Eelation   zwischen   X  und   Y,    welche   aussagt,    dass   ^    die 

Form  haben  muss: 

-  =  tg  {Q{x  +  iy)  +  W{x  —  iy)). 

Wenn  umgekehrt  diese  Eelation  erfüllt  ist,  so  kann  man  \g  M  und  damit 
auch  M  bestimmen,  d.  h.  (2  a)  und  (2  b)  haben  einen  gemeinsamen  Multi- 
plicator, woraus  rückwärts  folgt,  dass  die  Breite  jener  beiden  Streifen  an 
der  Stelle  (rc,  ?/)  dieselbe  ist,  dass  die  vier  Curven  also  ein  Quadrat 
bilden,  mit  anderen  Worten,  dass  (2  a)  eine  Isothermenschar  definiert. 

1.  Seispiel:  Die  Differentialgleichung:  Beispiele. 

(2  a')  2xydy  —  {y^  —  x^)dx  =  0, 

welche    eine  Isothermenschar   definiert,    soll  integriert  werden.     Hier 
lautet  die  Gleichung  (2)  der  Orthogonalschar: 
(2  b')  {y^  —  x^)dy-{-2xydx  =  0. 

Die  Gleichungen  (3)  werden: 


(3') 

und  ergeben ; 


81gJf__-    —  4a;  d\gM  —  Ay 


dx  x'^ -\- y^'         dy  x^ -\- y^ 

also 

d\gM==-2^~^^^±^fy- 

oder 

\gM===-2\g{x'  +  y'), 

M= ^- 
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Dies  ist,  wie  es  sein  muss,  ein  Multiplicator  von  (2  a'),  denn 

2xydy  -—  (y^  —  x^)dx 

ist  ein  vollständiges  Differential.    Eine  Quadratur  liefert  das  gesuchte 
Integral; 

-^-7 — z  =  Const., 

während  das  Integral  von  (2b')  lautet: 

-3-T — 5  =  Const. 

Die    erste    Isothermenschar    ist    die    Schar    aller    Kreise,    w-elche    die 
y-Axe   im  Anfangspunkt  berühren,   die  zweite  die  Schar  aller  Kreise, 
welche  die  x-Axe  im  Anfangspunkt  berühren. 
3.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 

2xydy  -\-  {x^  —  y'^  -\-  \)  dx  =  0 
stellt    eine    Isothermenschar    dar.      Sie    soll    integriert    werden.      Man 
findet  —  die   Ausrechnung   überlassen   wir  dem   Leser  —  den  Multi- 
plicator 

Jf=  1 

4aj*2/^  -f  (x*  —  y-'  +  1)'^. 

und  das  Integral  zunächst  in  der  Form: 

iarctg       ^^^ 

Also  ist: 

x^  -\-  y^  —  \         ^       , 
— ^' =  Const. 

die  Isothermenschar.     Die  Orthogonalschar  hat  die  Gleichung 

5l+J^l  +  i  =  Const. 

2y 
Die   ersterien  Curven  sind  alle  Kreise  durch  die  Punkte  y  =  -^z^  ^^^ 
der   y-kxe,    die    letzteren    die    dazu    orthogonalen    Kreise    (durch    die 
imaginären  Punkte  ic  =  +  «  auf  der  ic-Axe). 

Beziehung  Um   Weitere  Probleme  mit  Hülfe  der  geometrischen  Deutung  des 

zwischen   Intcgrabilitätsfactors  zu  behandeln,  leiten  wir  zunächst  den  Hülfssatz  ab: 

den  Multi- 

^^zweü!?"  ^^^^    ^'    ^^^'^^'^   zwischen   einem    Midtiplicator   M  der   vorgelegten 

^^x^^ll^^l]',  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

und  einem  Multiplicator  M^  einer  zweiten  vorgelegten  Differentialgleichung 

X^dy  —  Y^dx  =  0 
eine  Relation 

My=^tp{x,y)M, 
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in  der  g?  eine  heJcannte  Function  von  x,  y  ist,  so  kann  man  die  beiden 
Multiplicatoren  durch  eine  Quadratur  bestimmen,  also' jede  der  beiden 
Differentialgleichungen  durch  eine  fernere  Quadratur  integrieren. 

Im  Fall  9)  ^E  1  haben  wir  diesen  Satz  schon  oben  (S.  156)  be- 
wiesen. Der  allgemeine  Beweis  ist  fast  genau  derselbe  wie  damals: 
Da  nämlich  M^  =  cpM  ist,  so  hat  die  Differentialgleichung 

(pX^dy  —  (p  Y^dx  =  0, 

die  sich  mit  der  zweiten  Differentialgleichung  deckt,  denselben  Multi- 
plicator  M  wie  die  erste  gegebene  DiflFerentialgleichung.  Damit  liegt 
aber  wieder  der  früher  betrachtete  Fall  vor,  dass  zwei  gegebene 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  haben,  der 
sich  also  durch  Quadratur  (vgl.  die  Formeln  (3))  bestimmen  lässt. 

Mit   Hülfe   dieses  Satzes  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  man  z.  B.  ^g^^fJ'^J 
zwei  vorgelegte  Differentialgleichungen 

Xdy  —  Ydx  =  0,     X^dy  -  Y,dx  =  0, 

deren  Integralcurven  ein  Netz  von  infinitesimalen  Parallelogrammen 
bilden,  deren  Seitenverhältnis  an  jeder  Stelle  x,  y  der  Ebene  bekannt 
ist,  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  integrieren  kann.  In  der 
That,  es  besteht  dann  zwischen  den  infinitesimalen  Parallelogramm- 
seiten da  und  öa^   an  der  Stelle  {x,  y)  eine  bekannte  Beziehung  von 

der  Form: 

Sa 


Anwendung 
hiervon. 


da^ 


^{x,y). 


Da  sich  in  dem  Parallelogramm  die  Seiten  wie  die  Höhen  ds  und  ds^ 
verhalten,  so  ist  also 

Andererseits  aber  sind  ös  und  ds^  die  Breiten  der  von  je  zwei 
Integralcurven  der  einen  und  der  anderen 
Differentialgleichung  gebildeten  Streifen 
an  der  Stelle  (x,  y).  (Fig.  17.)  Be- 
zeichnet 8  t  eine  infinitesimale  Zahl, 
so  sind  also 

8t 


M  = 


M,= 


st 


Fig.  17. 


Ss,VX,^JrY.' 

Multiplicatoren     der    beiden    Differentialgleichungen     (nach    Satz     1). 
Wegen   der  obigen  Beziehung  zwischen  8s  und  8s^  kommt  dann: 
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d.  h.  zwischen  den  Multiplicatoren  M  und  M^  besteht  eine  Beziehung 
von  der  Form,  wie  sie  in  Satz  3  vorausgesetzt  wurde.  Demnach 
verlangt  die  Bestimmung  von  M  und  M^  nur  eine  Quadratur.  Eine 
zweite  Quadratur  liefert  das  Integral  der  ersten,  eine  von  dieser 
Quadratur  unabhängige  dritte  Quadratur  das  der  zweiten  Differential- 
gleichung. 

Also  gilt  der  folgende  Satz,  von  dem  Satz  2  nur  ein  Special- 
fall ist: 

Satz  4:  Weiss  man,  dass  die  Integrälcurven  zweier  vorgelegter 
Differentialgleichungen 

Xdy—Ydx=0,     X^dy—Y^dx  =  0 
die   Ebene   in   solche   infinitesimale  Parallelogramme   zerlegen,   dass   das 
Verhältnis  der  Seiten  des  an  der  Stelle  (x,  y)  befindlichen  Parallelogramms 
gleich  einer  bekannten   Function  i^ix,  y)  des  Ortes  ist,   so  verlangt  die 
Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Dieser  Satz   hat  auch  für  die  Bestimmung  von  Curvenscharen  auf 
einer  krummen  Fläche  Bedeutung.    Wir  zeigen  dies  an  einem  Beispiel: 
auf  Flächen.         Gcgcbcn  sci  ciuc  Fläche 

z  ==  F{x,  y). 

Ein  Punkt  auf  ihr  wird  durch  die  Coordinaten  x,  y  bestimmt,  durch 
die  allein  wegen  z  =  F{x,  y)  sich  alle  Gleichungen  von  Curven  auf 
der  Fläche  ausdrücken  lassen.  Vorgelegt  sei  nun  noch  die  Differential- 
gleichung einer  Isothermenschar  auf  der  Fläche: 

(4)  Xdy—  Ydx  =  0, 

wo  also  X  und  Y  gegebene  Functionen  von  x,  y  bedeuten.  Sie  soll 
integriert  werden. 

Zunächst  kann  man  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
Isothermenschar  aufstellen.  Es  seien  nämlich  zur  Unterscheidung  d^x, 
d^y,  d^z  die  Incremente  von  x,  y,  z  längs  einer  Isotherme  dieser 
zweiten  Schar  im  Funkte  {x,  y,  z),  während  dx,  dy,  dz  die  Incremente 
von  X,  y,  z  längs  der  durch  den  Funkt  {x,  y,  z)  gehenden  Isotherme 
der  ersten  Schar  bedeuten  sollen.  Da  beide  Isothermen  sich  senk- 
recht schneiden,  so  ist 

(5)  dx  ■  d^x  -f-  dy  •  d^^y  -f-  dz  •  dj^z  =  0. 

Q  7^  rj  TT 

Ferner  ist  wegen  z  ==  F{x,  y),  wenn  ^  und  ^-  zur  Abkürzung  mit 
P  und  q  bezeichnet  werden: 
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(6) 


pdx   +  <ldy  —  dz  =0, 

pd^x  -\-  qd^y  —  d^s  =  0. 
Durch  Elimination    von  dx,  dy,  ds,  d^z   aus   (4),   (5)  und  (6)   geht 
dann  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Isothermenschar  hervor: 
(7)         (r(l  +  q')  +  Xpq)d,y  +  (X(l  +  p')  +  Ypq)d,x  =  0. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7),  die  von  z  frei  sind,  kann  man 
natürlich  auch  auffassen  als  die  Differentialgleichungen  der  Curven- 
scharen,  welche  die  Projectionen  der  beiden  Isothermenscharen  auf 
die  (a;i/)-Ebene  sind.  Die  Gleichung  (7)  wollen  wir  abkürzend  auch 
so  schreiben: 

(7')  X^d^y  —  Yid^x  =  0. 

Die  Isothermen  auf  der  Fläche  teilen  diese  in  infinitesimale  Quadrate 
und  zwar  habe  das  an  der  Stelle  (x,  y)  befindliche  Quadrat  die  Seiten- 
länge ds.  Die  Projectionen  der  Quadrate  auf  die  (a;^)-Ebene  sind 
Parallelogramme  (Fig.  18)  und  das  Verhältnis  der  Seiten  dö  uud  dö^ 
dieser  Parallelogramme  lässt  sich  berechnen.  Es  sind  ja  dö  und  dö^^ 
die  Projectionen  von  ds  auf  die  {xy)-Woene, 
und  zwar  ist  das  eine  Mal  ds  zur  (Ä;^)-Ebene 
unter  einem  Winkel  cp,  das  andere  Mal  unter 
einem  Winkel  cp^^  geneigt,  wo 

2  dx^ -\- dy^ 

^^^    ^  ^  dx'-\-dy'-\-dz'' 

d^x^  +  d^y^ 


ist. 


cos      (p^    —   ^^^._|_^^2,2_J_^^22 

Die   Parallelogrammseiten   verhalten   sich 


Kg.  18. 


ZU   einander    wie   cos  (p   zu   cos  cp^.     Diese   Cosinus    aber    lassen    sich 
als   Functionen    von  x  und  y  allein   darstellen,  denn   es  ist  nach  (4) 

und  (6): 

2      _  X^  +  Y^ 

cos   9^  — xä  + r«  +  (^X  +  2r)' 
und  nach  (7')  und  (6): 

cos  ^x  —  x,^-{-Y,^  +  {pX,-\-gYy 
Es  liegt  hier  mithin  der  Fall  vor,  auf  welchen  sich  Satz  4  be- 
zieht: Wir  wissen,  dass  die  Integralcurven  der  vorgelegten  Dijfferential- 
gleichungen  (4)  und  (7)  oder  (7'),  diese  aufgefasst  als  Differentialglei- 
chungen in  der  {xy^EihGue,  die  Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme 
teilen,  deren  Seiten  in  einem  Verhältnis  cos  (p  :  cos  (p^  stehen,  das  als 
Function  des  Ortes,  d.  h.  als  Function  von  x  und  y,  bekannt  ist. 
Die  beiden  Differentialgleichungen  lassen  sich  somit  durch  drei  Quadra- 
turen  integrieren.     Dadurch   werden   die  Projectionen   der  Isothermen 


Ijie,  DiflereiitialgleicLungen. 


11 
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und  folglich  diese  selbst  bestimmt.  Die  Integration  der  ersten  Glei- 
chung (4)  benötigt  nur  zwei  von  diesen  drei  Quadraturen.     Daher: 

Satz  5:  Ist  eine  Isoihermenschar  auf  einer  gegebenen  Fläche  durch 
ihre  Differentialgleichung  definiert,  so  Icann  die  Integration  der  letzteren 
durch  zwei  Quadraturen  geleistet  werden. 

übrigens  werden  wir  die  Zurückführbarkeit  der  Integration  später 
auf  einem  anderen  Wege  in  eleganterer  Weise  darthun  (vgl.  §  4). 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  überhaupt  der  Satz  4  auf  krumme 
Flächen  ausdehnen  lässt,  denn  bilden  auf  einer  solchen  zwei  durch 
ihre  Differentialgleichungen  vorgelegte  Curvenscharen  infinitesimale 
Parallelogramme,  deren  Seitenverhältnis  eine  bekannte  Function  des 
Ortes  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Projectionen  dieser  Curvenscharen 
auf  die  {xy)-WoenQ.     Satz  5  ist  also  nur  ein  Specialfall. 

§  3.  Integration  dreier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 
Xj  y,  welche  mehr  als  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation 

gestatten. 

Um  im  folgenden  §  4  auf  elegante  Weise  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Integration  von  Differentialgleichungen,  welche  Curvenscharen 
auf  krummen  Flächen  definieren,  ableiten  zu  können,  schicken  wir 
jetzt  eine  Theorie  voraus,  die  auch  abgesehen  von  dieser  ihrer  nach- 
herigen Verwertung  Interesse  darbietet. 
r^ntiafgw-  ^^  seicn  drei  Differentialgleichungen 

chungen  mit  v     7  ta    7  a 

Integralen  j^l«^  —    Jt ,  rt^  =  U, 

(8)  lx,dy-Y,dx  =  0, 

[Xc^dy  —  Y^dx  =  0 

vorgelegt,  und  es  sei  ferner  vorausgesetzt,  dass  ihre  Integrale  sich  in 
solcher  Form  u,  v,  w  annehmen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  coustanten  Coefficienten  A,  ft,  v  besteht: 

Xu  -f-  iiv  -\-  VW  ^  0. 

Wir  können  zeigen,  dass  ihre  Integration  durch  im  ganzen  drei 
Quadraturen  geleistet  werden  kann. 

Natürlich  sind  die  Constanten  X,  fi,  v  alle  verschieden  von  Null. 
Mit  u  ist  auch  Xti  ein  Integral  der  ersten  Differentialgleichung  (8). 
Ebenso  ist  auch  (iv  ein  Integral  der  zweiten  Differentialgleichung  (8) 
und  —  VW  eines  der  dritten.  Jene  lineare  Relation  darf  also  ins- 
besondere so  angenommen  werden: 

w^u  -{-  V. 
Es  muss  nun  Multiplicatoren  M^,  M^,  M^  geben  derart,  dass  identisch: 
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(du  =  Mi(X^dy  —  Yj^dx), 

(9)  \dv  =  M^X^2(^y  —  Y^<^^)y 

[dtv  =  M^iX^dij  —  Y^dx) 
ist.     Wegen  dw  =  du  -\-  dv  folgt  aber  hieraus: 

3I,Y,^M,Y,  +M,Y,, 
und  also  durch  Elimination  von  M^'. 

M,  {X,  Y,  -  X,  Y,)  +  M,(X,  Y,  -  X,  Y,)  =  0, 
d.  h. 

M   _   _.  ^1  ^3  —  ^3  ^1    -nr- 

Zwischen  den  Multiplicatoren  M^  und  Jfg  ^^r  beiden  ersten  Differential- 
gleichungen (8)  besteht  also  eine  bekannte  Beziehung  von  der  Form: 

M,  =  <p{x,y)M,. 
Nach   Satz  3    des   vorigen   Paragraphen   lässt  sich   folglich   31^    durch 
eine  Quadratur  bestimmen.     Damit  ist  dann  auch  M^  und 

gefunden.     Nun  berechnet  man  durch  je  eine  Quadratur  aus  (9)  auch 
u  und  V  und  kennt  damit  ohne  weiteres  das  Integral  tv  =  u  -\-  v. 

Satz  6:  Weiss  man  von  drei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y,  dass  sich  ihre  Integrale  in  solcher  Form  u,  v,  tv 
wählen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Helation  mit  constanten 
Coefficienten  besteht,  insbesondere  etwa  diese:  w':Ee^u-{-v,  so  Jcann  man 
sie  alle  drei  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  integrieren. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Differential- 
gleichungen noch  in  anderer  Weise  charakterisieren.  Zu  dem  Zwecke 
wollen  wir  einmal  alle  infinitesimalen  Transformationen  aufsuchen, 
welche  alle  drei  Differentialgleichungen  gemeinschaftlich  gestatten. 
Wir  führen  dazu  am  besten  neue  Veränderliche  ein,  etwa  die  Integrale 
u  und  V  der  beiden  ersten  Gleichungen.  Dann  nehmen  die  drei 
Differentialgleichungen  die  einfachen  Formen  an: 

du  =  0,     dv  =  0,     du  -\-  dv  =  0. 

Soll    die    erste    die    in    den    neuen    Veränderlichen  «*,  v    geschriebene 
infinitesimale  Transformation 

Wf=  (p{u,  v)  ^{  +  ^{u,  v)  -^ 

gestatten,  so   darf  das  Increment,  das  Wf  dem  u  erteilt,  nur  von  u 

11* 
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abhängen.    Soll  die  zweite  sie  gestatten,  so  darf  analog  das  Inerement 
von  V  nur  von  v  abhängen,  sodass  also  Wf  zunächst  die  Form  hat: 

Die  dritte  Differentialgleichung  du  -{-  dv  ==  0  ist  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

■  Cf^  ^~  —  ^  =  0 
'        du        dv 

äquivalent.     Soll  sie  Wf  gestatten,  so  muss  nach  Theorem  9  des  §  2 
des  6.  Kap.  eine  Relation  bestehen: 

(^WG)  =  XCf. 
Ausgerechnet  kommt: 

-  g,  (u)  ^  +  ^  (^)  a^  =  Mä^  -  ä^j' 


d.  h. 

und  somit: 
sodass 


(f'{i{)  =  f^'iv)  =  Const. 

fpiu)  ==  a  -\-  cu, 
ip  (v)  =  h  -\-  cv , 

wird.     Unsere   drei  Differentialgleichungen   gestatten   also  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen: 

dl       df  M.  A^^K 

du'     dv'        du  ~^      dv' 

die  sich  durch  Nullsetzen  je  zweier  Constanten  ergeben,  und  jede, 
welche  sich  aus  diesen  linear  mit  constanten  Coefficienten  a,  h,  c  zu- 
sammensetzen lässt,  also,  wie  wir  uns  ausdrücken,  von  ihnen  abhängig  ist. 
Satz  7:  Lassen  sich  die  Integrale  dreier  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  in  x,  y  auf  solche  Formen  u,  v,  w  bringen, 
dass  w^u  -\-  V  wird,  so  gestatten  die  drei  Gleichungen  gemeinschaftlich 
gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 
Dieselben  lassen  sich  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  u,  v 
auf  die  Form  bringen: 

df       df      ^Ka.^  K. 
du'     dv'        5 w    '        dv 

Drei  \Yir  werden  nunmehr  durch  ein  allerdings  längeres  Raisonnement, 

Differential-  ..  o  a  ; 

gieichungen,jr^g    iedoch   gutcu    Ubungsstoff  für  früher  Vorgetragenes   bietet,    um- 

welche  melir  J  O  o  o  o  /  ^ 

als  eine    cjekehrt  einsehen,   dass  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 

gem.  iuf.  Trf.ra  '  ....  . 

haben,     x,  «/,   wclchc   gemeinsam    mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation 
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gestatten,  gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen zulassen.     Wir  werden  dadurch  zu  dem  Satz  gelangen*): 

Satz  8:  Wenn  drei  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  X,  y  gemeinschaftlich  mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, so  lassen  sich  ihre  Integrale  auf  eine  solche  Form  u,  v,  w  bringen, 
dass  w  ^u  -{-  V  wird. 

Dieser  Satz  wird  übrigens  bei  den  Problemen  des  nächsten  Para- 
graphen nicht  benutzt,  kann  daher  auch  übergangen  werden. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  wie  vorhin  die  Einführung  zweck- 
mässiger neuer  Variabein.  Wenn  u  ein  Integral  der  ersten  und  v 
eines  der  zweiten  vorgelegten  Differentialgleichung  ist,  so  benutzen 
wir  diese  als  neue  Veränderliche.  Alsdann  haben  die  beiden  ersten 
Differentialgleichungen  die  Form 

du  =  0,    dv  =  0, 
während  die  dritte  zunächst  die  allgemeine  Form  hat: 

dv  —  0(u,  v)du  =  0. 

Nach  Voraussetzung  sollen  die  drei  Differentialgleichungen  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation 

Wf^  <p{u,  v)  |{  +  t{u,  v)  1^ 

gestatten.  Wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde,  darf  wgp  nur  von  u,  tff 
nur  von  v  abhängen,  wenn  du  =  0  und  dv  =  0  diese  infinitesimale 
Transformation  gestatten  sollen.     Also  ist: 

(10)  W=9'W|{  +  K^)|{- 

Die  dritte  Differentialgleichung  ist  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

Cf=^-\-  0^  =  0 


*)  Der  hier  zu  gebende  Beweis  ist  elementar.  Kürzer  und  eleganter  gestaltet 
er  sich  durch  Benutzung  der  Theorie  der  Transformationsgruppen:  Daselbst  wird 
gezeigt,  dass  alle  mehr  als  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene,  welche  drei  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  invariant  lassen,  durch  Einführung  zweck- 
mässiger Variabein   auf   eine  der  beiden  Formen  p,  g^,  xp  -\-  yq  und  p,  xp  -\-  yq 

gebracht  werden  können.     (Hier  ist  p  ^  ~ ,  q^H  -^  •)     Alsdann  übersieht  man 

leicht,  dass  die  drei  Differentialgleichungen  die  Form  adx  -{-  bdy  =  0  haben, 
wo  a  und  b  Constanten  sind.  Die  Integrale  haben  also  die  Form  a^x  -{-  h^y, 
a^x  -{■  \  y,  ttg  X  -f-  Ö3  y  und  für  diese  ist  der  Satz  evident.  Diese  Methode  be- 
nutzte Lie  iu  seinen  Vorlesungen.  Die  mehr  elementare  Methode  des  Textes 
gehört  Scheffers. 
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äquivalent.     Da  sie    Wf  gestatten  soll,  so  muss  nach  Theorem  9  des 
§  2,  6.  Kap.,  eine  Relation  bestehen  von  der  Form: 

(WC)  =  kCf 
oder  ausgerechnet: 

\^  du    '        dv/  öv       ^   du  ^    cv  cu    '  ov 

.J  fr. 

Hier  bedeutet  natürlich   cp'  den   Differentialquotienten  -j-  ,  ebenso  wie 
tb' ^  T-^  sein  soll.     Da  diese  Relation  für  alle  Werte  von  /  bestehen 

soll,  so  muss 

A  ==  —  (p' 
und  demnach: 

(11)  OD  ^     -i- tb  t-  =  ib' 0  —  w' (p 

sein.     Jede  infinitesimale  Transformation  also,   welche  alle  drei  Diffe- 
rentialgleichungen invariant  lässt,  hat  die  Form  (10),  in  der  zwischen 
9?  und  ip  die  Beziehung  (11)  besteht. 
Es  sei  nun 

eine  dieser  infinitesimalen  Transformationen.    Alsdann  werden  wir  an 
Stelle  von  n  und  v  die  Grössen: 


/du  r  dv 


V) 

als  Veränderliche  benutzen,  wodurch    W^f  in  ^^^  -4-  ^^  übergeht.    Die 

'  "'  cu         ov  ° 

beiden    ersten    Differentialgleichungen    lauten    dann    dn  =  0,    dv  =  0 

und  die  dritte   erhält  eine  Form  dv — 0(üjv)dü  =  0.     Wir   können 

deshalb  annehmen,  unsere  Verändlichen  u,  v  seien  schon  so  gewählt, 

dass     eine    der    infinitesimalen    Transformationen,     welche    alle    drei 

Gleichungen  dti  =  0,  dv  =  0,   dv  —  ^du  =  0    invariant  lassen,    die 

einfache  Form  hat: 

(12)  wj=^-h^' 

^     ^  ^''        du    '    ov 

Aber  freilich  geht  dies  dann  nicht,  wenn  g)^  oder  ^^  identisch 
verschwindet.  Diesen  Ausnahmefall  können  wir  aber  schnell  erledigen. 
Ist  nämlich   etwa  ^^  ^  0,   aber  qp^EpO,   so  führen  wir  nur  an  Stelle 

von  u  die  Function    /  — -  ,   als  neue  Veränderliche  u  ein.    Dann  dürfen 
wir  also  annehmen,  dass   WQf  die  Form  hat 

^'        du 
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Hier  liefert  (11),  da  g)  eee  1,  jp^O  ist,  .,-  =0,  d.  h.  die  dritte  ge- 
gebene Differentialgleichung  hat  die  Form  du  —  0(v)dv  ==  0.  Indem 
man  dann  —  fO(v)dv  als  neues  v  einführt,  erkennt  man,  dass  die 
drei  Differentialgleichungen  auf  die  Form 

du  =  0,     dv  =  0,     du  -\-  dv  =  0 

zu  bringen  sind,  sodass  das  Integral  w  der  letzten  gleich  der  Summe 
u  -\-  V  der  Integrale  der  beiden  ersten  ist.  In  diesem  Ausnahmefall 
sind  wir  also  zu  dem  gewünschten  Ergebnis  gelangt,  ohne  die  in 
Satz  8  aufgestellte  Voraussetzung,  dass  die  drei  Differentialgleichungen 
mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  im  Beweise 
völlig  benutzt  zu  haben. 

Ist  hiermit  der  Ausnahmefall  erledigt,  so  handelt  es  sich  jetzt 
noch  darum,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  eine  der  infinitesi- 
malen Transformationen  Wf  die  besondere  Form  hat: 

(12)  ^^f^ru  +  %- 

Hier  ist  g)  ^  t/>  ^  1  und  (11)  liefert  also 

d.  h.  Q  ist  eine  Function  von  u  —  v  allein,  sodass  die  drei  vorgelegten 
Differentialgleichungen  lauten : 

(13)  du  =  0,     dv  =  0,     dv  —  0{u  —  v)du  =  0. 

Nun  sollen  sie  mehr  als  die  eine  infinitesimale  Transformation  Wßf 
gestatten.     Es  sei  also: 

eine  zweite,  von  W^f  unabhängige;  es  dürfen  sich  also  (p  und  ^ 
nicht  etwa  auf  eine  Constante  a  reducieren.  Hier  liefert  die  Be- 
dingung (11),  da  O  eine  Function  von  u  —  v  allein  ist,  wenn  -y-, r 

kurz  mit  0'  bezeichnet  wird: 

{(p  —  t)^' =  {i^' —  fp')^ 

oder: 

(14)  f^=-*^-^ß(«-«). 

Es  kommt  nun  darauf  an,  diese  Bedingung  zu  interpretieren. 
Dabei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  q)  eine  Function  von  «,  ^  eine 
von  V  und  O  eine  von  ti  —  v  sein  soll,  und  dass  cp  und  t/;  sich  nicht 
beide  auf  eine  Constante  a  reducieren  dürfen.     Man  findet  durch  eine 
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allerdings   etwas  umständliche  Erwägung,    dass   der   Bruch  (14)   eine 
Constante  ist. 

Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  wegen  (14)  jedenfalls  eine  Function 
Q  von  u  und  v  existiert,  sodass  einzeln: 

'(p(u)    —   ^{v)    =  Q, 


(15) 

.g?'(w)  —  ip'iv)  =  qSI 

ist.  Welche  Form  q  haben  muss,  ist  leicht  zu  sehen,  denn  die  erste 
Gleichung  giebt  nach  u  und  nach  v  dififerenziert: 

sodass,  wenn  dies  in  die  zweite  eingesetzt  wird, 

hervorgeht  oder: 

du      *      cv  ^  ^ 

Diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  für  lg  q  ist  äquivalent  dem 
simultanen  System 

du        dv d\g  Q 

T  ^  1  ß~' 

von  welchem  u  —  v  und  \g  q  —  \Sl{%i  —  v)  •  {u  -\-  v)  Integrale  sind, 
sodass  zu  setzen  ist: 

lg  ?  -  i  ^  •  (w  +  v)  =  \g  W{u  -  v) 
oder: 

(16)  ^=  ^6^^''+'')^. 

Hier  bedeutet  'F  wie  Sl  eine  Function  von  u  —  v  allein.  Setzen  wir  den 
Wert  (16)  in  die  erste  Gleichung  (15)  ein,  so  kommt: 

(17)  (p(u)  -  ip{v)  =  JFei('^  +  ^)^. 

Die  rechte  Seite  soll  sich  in  der  links  stehenden  Form  darstellen  lasseD, 
d.  h.  die  rechte  Seite  muss,  wenn  sie  nach  u  und  das  Ergebnis  weiterhin 
nach  V  differenziert  wird,  ebenso  wie  die  linke  Null  ergeben.  Dies  giebt  die 
Bedingung: 

+  [»?'+  ^  ?p-ß  +  -^  WSl'(u  +  v)]  [^Ä  —  i^Sl'{u  +  v)]  =  0. 

Hierin  sind  ^,  'F',  W",  5i,  Sl',  Sl"  Functionen  von  n  —  v  allein.  Ausserdem 
kommt  noch  u  -\-  v  vor  und  zwar  quadratisch.  Da  die  Gleichung  für  alle 
Werte  von  u  -\-  v  und  u  —  v  bestehen  soll,  so  müssen  notwendig  die 
Coefficienten  von  (u  -f-  vf^  (u  -\-  v)  und  {u  -j-  vf  einzeln  verschwinden. 
Dies  liefert  die  drei  Relationen: 

W^  ^  =  0 ,      W'Sl'  -\-  ^  WSi"  =  0 ,      T"  —  \  T^-  =  0. 
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Entweder    ist    also   Sl' =  0,    d.   h,    Sl    eine    Constante,   was    wir   beweisen 
wollten,  oder   ^=0.     Dann  aber  giebt  (17): 

(p{u)  —  tpiv)  =  0, 
d.  h. 

cp(ii)  =  a,     ip{v)  ==  a, 

wo  a  eine  Constante  ist.    Die  Möglichkeit,  dass  q)  und  ip  sich  auf  dieselbe 
Constante  reduciereu,  wurde  aber  oben  ausdrücklich  ausgeschlossen. 
Demnach  hat  sich  ergeben,  dass  Sl  eine  Constante  ist. 

Es  Avar  Sl  zur  Abkürzung  für  —  -^  gebraucht.  Es  ergiebt  sich 
mithin,  dass 

^  =  a  (=  Const.), 

d.  h. 

^  =  aca(M-»)     (a  =  Const.) 

ist.     Somit  lauten  unsere  drei  Differentialgleichungen  (13): 

du  =  0,    dv  ^^  0,     (f'^dv  —  ac^'^du  =  0. 

Hier  ist  a  -\=  0.    Wenn  wir  e"""  und  —  ae""  im  Falle  a  =p  0  an  Stelle 
von  V  und  u  als  Variabein  benutzen,  gehen  sie  über  in: 

du  =  0,    dv  =  0,     dv  +  du  =  0, 

d.  h.  ihre  Integrale  tt,  v,  w  stehen  in  der  Beziehung  w  =  li,  -{■  v.     Ist 
«  ==  0,  so  ist  dies  evident,  wenn  —  au  als  neues  %{,  benutzt  wird. 
Damit  ist  Satz  8  völlig  bewiesen. 

Wenn  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  ic,  y  vor- 
liegen, so  sind  drei  Fälle  denkbar.  Entweder  gestatten  sie  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation.  Diesen  Fall  haben 
wir  soeben  erledigt,  auf  ihn  beziehen  sich  die  Sätze  6,  7  und  8.  Oder 
aber  sie  gestatten  mir  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation, 
oder  endlich  sie  gestatten  lieine  gemeinsame. 

Auch  im  zweiten  Fall  kann  man  die  Integration  auf  Quadraturen 
zurückführen,  indem  sich  alsdann  die  betreffende  infinitesimale  Trans- 
formation durch  Quadratur  finden  lässt,  sodass  damit  ein  Multiplicator 
jeder  der  drei  Gleichungen  zu  bestimmen  ist.  Wir  werden  jedoch 
hierauf  nicht  näher  eingehen. 

§  4.     Anwendungen  auf  Probleme  der  Flächentheorie. 

Wir  werden  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Integrations- 
theorie auf  einige  Probleme  anwenden,  die  sich  auf  die  Bestimmung 
gewisser  Curvenscliaren  auf  gegebenen  Flächen  beliehen. 
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Auf  einer  krummen  Fläche  sind  drei  Doppelscharen  von  je 
oo^  Curven  von  besonderem  Interesse,  nämlich  die  Haupttangenten- 
ciirven  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  die  asymptotischen  Curven,  die 
Krümmung slinien  und  die  Minimalmirven,  d.  h.  die  (imaginären)  Curven, 
deren  Bogenelement  ds  =  0  ist.  Wir  nennen  diese  Scharen  Doppel- 
scharen,  weil  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  im  allgemeinen  zwei 
Curven  jeder  Art  hindurchgehen,  analytisch  ausgedrückt:  weil  die 
Differentialgleichungen  dieser  Scharen  hinsichtlich  der  Differential- 
quotienten quadratisch  sind. 

Wenn  nämlich  die  Punkte  der  als  gegeben  betrachteten  Fläche 
durch  zwei  Parameter  u,  v  bestimmt  werden  und  wenn  e,  f,  g  die 
Gauss'schen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F,  G  die  zweiter 
Ordnung  (nämlich  in  Gauss'  Bezeichnung  D,  D',  D"),  aber  noch 
dividiert  durch  t=yeg  —  f^,  bezeichnen,  so  lautet  die  Differential- 
gleichung der  Haupttangentencurven 

(18)  Edu^-  -f-  2Fdudv  -f  Gdv'  =  0, 
die  der  Krümmungslinien 

'  dv'^     —  dudv    du^ 

(19)  \    e  f  g      =0 

EEG 
und  die  der  Minimalcurven  von  der  Bogenlänge  Null: 

(20)  edu-  +  2fdudv  -f-  gdv^  =  0. 

Die  linken  Seiten  dieser  drei  Differentialgleichungen  lassen  sich  in  je 
zwei  in  du  und  dv  lineare  Factoren  zerlegen,  sodass  wir  also  sechs 
Differentialgleichungen  vor  uns  haben  von  der  Form 

Vdu—^dv  =  0. 

Im  allgemeinen  werden  nun  zwischen  gewissen  dreien  derselben 
keine  solche  Beziehungen  bestehen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Para- 
graphen betrachteten.  Besonderes  Interesse  Meten  deshalb  die  Flächen- 
gattungen dar,  hei  welchen  die  Integrale  gewisser  dreier  dieser  Gleichungen 
auf  eine  solche  Form  gebracht  wenden  können,  dass  zwischen  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefßcienten  besteht.  Wir  werden  hier 
nur  einzelne  dieser  Fälle  näher  besprechen. 

Sie  beziehen  sich  ihrer  Natur  nach  auf  besondere  Flächengattungen. 
Dem  gegenüber  lassen  sich  aber  auch  andere  Probleme,  welche  sich 
auf  gewisse  Curvenscharen  auf  ganz  beliebigen  Flächen  beziehen,  mit 
Hülfe  unserer  Theorie  erledigen,  so  die  Integration  der  Differential- 
isothermcn  (flcichumi  einer  Isothermenschar  auf  einer  beliebigen  Fläche.  Wir  fanden 
in   §   2,    dass    diese   Integration   immer    durch    Quadraturen    geleistet 
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werden  kann.  Dies  hat  den  folgenden  tieferen  Grund:  Man  weiss  aus 
der  allgemeinen  Flächentheorie,  dass,  wenn  «i(m,  v)  =  Const.  und 
v^(u,  v)  =  Const.  die  Minimalcurven  darstellen,  alsdann  jede  Isothermen- 
schar durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

UM  +  viv,)  =  0 

oder  bei  passender  Wahl  von  ii^  und  v^  durch: 

^'i  "f"  ^1  =  Const. 
dargestellt  wird.    Demnach  stehen  die  in  (20)  enthaltenen  Differential- 
gleichungen der  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  und  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  einer  Isothermenschar: 

U{u,  v)dv  —  V(u,  v)du  =  0 
(jetzt  bei  beliebiger  Wahl  der  Flächenparameter  u,  v)  in  der  Beziehung, 
dass  zwischen  ihren  Integralen  u^,v^,Wi  eine  lineare  Relation  ii\==u^-\^Vi 
besteht.  Ihre  Integration  verlangt  also  nach  Satz  6  des  vorigen 
Paragraphen  nur  Quadraturen*).  In  §  2  bewiesen  wir  dies  auf  einem 
etwas  umständlicheren  Wege. 

Nunmehr  wollen  wir  jene  oben  charakterisierten  Einzelprobleme 
in  einigen  Beispielen  erläutern  und  erledigen. 

1.  Beispiel:    Vorausgesetzt    wird,    dass    sivischen   den   Differential-  i'iäciien, 
gleichungen  der  beiden  ScJiare^i  von  HaupUangentencurven  und  der  einen    naupt- 

^  -^  ....  tangeuten- 

Scliar  von  Krümmungslinien  die  Beziehung  besteht,  tvonach  ihre  Integrale  curven 
7ii,  7^2,  ^1  auf  eine  Form  gebracht  werden  können,  in  welcher  eine  biuicn. 
lineare  Belation  mit  constanten  Coefficienten  zivischen  ihnen  stattfindet: 
\  =  \  -\-  h^.  Übrigens  ist  dann  k.^  =  h^  —  /ig  das  Integral  der 
Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schar,  da  die 
vier  durch  einen  Flächenpunkt  gehenden  Curven  der  betrachteten  Art 
in  ihm  Richtungen  mit  dem  Doppelverhältnis  —  1  haben,  denn  die 
Haupttangentencurven  halbieren  die  Winkel  der  Krümmungslinien, 
und  da  andererseits  die  Differentialgleichungen  dhj^  =  0,  dh2  =  0; 
dh^  -f-  d\  =  0,  dh^  —  dh2  vier  harmonische  Richtungen  bestimmen. 
Man  kann  dann  nach  unserer  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Theorie  die  beiden  Scharen  der  Haupttangentencurven  und  die  der 
Krümmungslinien  durch  Quadraturen  bestimmen.  Um  nun  aber  zu 
erkennen,  welche  geometrische  Eigentümlichkeit  diesen  jetzt  betrach- 
teten Flächen    zukommt,   wollen    wir  für   den   Augenblick   annehmen, 

*)  Dieser  Satz  wurde  zuerst  aufgestellt  von  Lie  in  der  Abhandlung:  „All- 
gemeine Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (2.  Abteil.)", 
Math.  Ann.  XI  (1877),  S.  556.  Später  haben  Weingarten  und  Darboux  einen 
speciellen  Fall  dieses  Satzes  bewiesen. 
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die  Parameterlinieu  ii  ==  Const.,  v  ==  Const.  seien  gerade  die  Haupt- 
tangentencurven.  Dann  ist  nach  (18)  E  =  G  =  0,  so  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung (19)  der  Krümmungslinien  sich  reduciert  auf: 

(Yedu  +  Ygdv)  (Yedu  —  Ygdv)  =  0. 
Nach  Voraussetzung  sollen  sich  die  Krümmungslinien  in  der  Form 

cp{u)  -j-il)(v)  =  Const. 
ergeben,    denn    q){u)    und    Tp(v)    sind    die    allgemeinen   Integrale    der 
Differentialgleichungen    du  =  0,    dv  =  0    der    Haupttangenteucurven. 
Folglich  muss  Ye  sich  bis  auf  einen  Factor  q  auf  die  Function  q>(ti)f 
Yg  sich  bis  auf  denselben  Factor  q  auf  die  Function  t/'(m)  reducieren: 

Ye  =  Q(p{u),     Y9  =  Qt{v), 
wo    Q    eine  Function    von  u,  v  ist,    sodass    das   Quadrat  des   Bogeu- 
elementes  der  Fläche  die  Form    erhält,  wenn  /"  gleich  x{ti,v)Q^  ge- 
setzt wird: 

ds^  =  Q^{(p{u)du^  +  2%dudv  -\-  f(v)dv^). 

Wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall,  dass  e^F^O  oder  g^O  ist,  d.  h. 
dass  die  eine  oder  andere  Haupttangentencurvenschar  aus  Minimal- 
curven  besteht,  absehen,  so  können  wir  durch  Einführung  einer 
Function  von  u  als  neues  u  und  einer  Function  von  v  als  neues  v, 
wodurch  das  Bisherige  nicht  wesentlich  berührt  wird,  erreichen,  dass 
9>(m)  ^  1,  ^(v)  ^  1  wird,  sodass  dann: 

ds^  =  Q^(du^  -\-  2%dudv  +  dv^) 

ist.  Hiernach  ist  das  Bogenelement,  welches  die  Curven  u  =  Const. 
und  u  -{-  du  =  Const.  auf  einer  Curve  v  =  Const.  abschneiden,  gleich 
Qdu,  und  Entsprechendes  gilt  für  die  Bogen  auf  den  Curven 
ti  =  Const.  Nimmt  man  also  die  beiden  Differentiale  du  und  dv 
gleich  gross  an,  d.  h.  überzieht  man  die  Fläche  mit  den  Haupt- 
tangenten curven     U  =  Uq,     U  =  IIq  -f-  £,     U  =  Uq  -{-  2s,    .   .   .,     V  =  Vq, 

V  =  Vq  -{-  €,  V  =  Vq  -{-  2s,  .  .  .,  wo  s  eine  infinitesimale  Grösse  be- 
deute, so  erhält  man  ein  Netz  von  infinitesimalen  Ehomhen.  An 
der  Stelle  (m,  v)  besitzt  der  betreffende  Rhombus  die  Seite  q(u,  v)s. 
Wenn  umgekehrt  das  Netz  der  Haupttangentencurven  aus  Rhomben 
besteht,  so  folgt,  dass  yedu  und  Yff^^  für  du  =  dv  gleich  sind,  d.  h. 
]/e  =  j/(7  =  ^(m,  v)  ist  u.  s.  w.,  es  ergiebt  sich  also  rückwärts  die 
zu  Anfang  dieses  Beispiels  gemachte  Annahme.  Übrigens  lauten  bei 
unserer  Wahl  der  Parameter  u,  v  die  Differentialgleichungen  der 
Krümmuugslinien 

du  ^dv  =  0, 
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d.  h.  die  Krümmungslinien  sind,  wie  auch  geometrisch  erhellt,  die 
Diagonalen  jener  Rhomben. 

Satz  9:  Kann  man  auf  einer  Fläche  die  Haupttangentencurven  so 
ziehen,  dass  sie  ein  Nets  von  infinitesimalen  Hhomben  bilden,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Haupttangentencurven  und 
Krümmungslinien  nur  Quadraturen. 

Zu  den  Flächen  dieser  Art  gehören  insbesondere  alle  Flächen 
Constanten  Gauss'schen  Krümmungsmasses.  Wenn  man  nämlich  auf 
einer  solchen  Fläche  die  Haupttangentencurven  als  Parameterlinien 
w  =  Consi,  V  =  Const.  einführt,  so  werden,  wie  Dini  und  Enneper 
zuerst  zeigten,  e  und  g  Functionen  von  u  resp.  v  allein.     Also  folgt: 

Satz  10:  Die  Haupttangentencurven  und  Krümmungslinien  einer 
Fläche  constanter  Krümmung  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen*). 


Nun  können  wir  übrigens  auch  auf  directem  geometrischen  Wege 
einsehen,  dass  auf  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
curven in  infinitesimale  Rhomben  zerteilt  werden,  diese  Curven  durch 
Quadraturen  gefunden  werden  können. 

Es  seien  nämlich  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter,  z.  B. 
die  Coordinaten  x,  y,  und  es  sei  q(u,  v)dt,  wo  dt  eine  infinitesimale 
Grösse  bedeute,  die  noch  unbekannte 
Seitenlänge  des  an  der  Stelle  (u,  v) 
der  Fläche  befindlichen  Rhombus.  Er- 
teilen wir  nun  dem  daselbst  befind- 
lichen Punkt  {x,  y,  0)  die  infinitesimale 
Fortschreitung  QÖt  längs  einer  der  hin- 
durchgehenden beiden  Haupttangenten- 
curven und  verfahren  wir  so  mit  allen 
Punkten  der  Fläche,  so  geht  offenbar 
jede  Haupttangentencurve  der  anderen 
Schar  in  eine  ebensolche  über.  Auch 
die  Krümmungslinieu,  die  Diagonalen 
der    Rhomben,    werden    unter    einander    vertauscht.     (Siehe   Fig.    19.) 

Diese  geometrische  Thatsache  verwerten  wir  analytisch.  In  dem 
beliebig  angenommenen  Parametersystem  w,  v  hat  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  allgemein  die  Form 

(21)  ds^  =  edu^  +  2fdudv  -f  gdv"", 


Fig.  19. 


*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Flächen  constanter  Krümmung  I.  Archiv  for  Math, 
og  Naturv.  Bd.  III  (1879),  S.  345—354.  Vgl.  auch  Bulletin  des  sciences  math. 
t.  V  (1881),  IL  sörie,  p.  79—80. 
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in  der  e,  f,  g  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind.  Indem  wir  die  all- 
gemeine Differentialgleichung  (18)  der  Haupttaugentencurven  in  ilire 
linearen  Factoren  zerlegen,  erhalten  wir  die  beiden  Differentialglei- 
chungen 

(22)  Adv  —  Bdu  =  0,     Gdv  —  Ddu  =  0 

der  beiden  Scharen  von  Haupttaugentencurven.  Es  handelt  sich  darum, 
sie  zu  integrieren.  Ä,  B,  C,  D  sind  natürlich  bekannte  Functionen 
von  u  und  v. 

Wir  suchen  den  analytischen  Ausdruck  jener  oben  betrachteten 
infinitesimalen  Transformation.  Dieselbe  führt  einen  Punkt  (u,  v)  der 
Fläche  längs  einer  Haupttangentencurve  der  Schar 

Adv  —  Bdu  ==  0 

hin  zu  einem  infinitesimal  benachbarten  Punkte  («  -f"  ^''^j  ^  +  '^^)- 
Die  Incremente  du  und  dv  müssen  also  die  Form  haben: 

du  =  kAdt,     dv  =  XBdt. 

Nun  soll  die  Verschiebung  die  Länge  QÖt  haben.  Nach  (21)  muss 
also  sein: 

Q^df  =  edu""  -f  2fdu8v  +  gdv^ 
oder: 

Q^~^k\A'e  +  2ABf+B'g), 
d.  h. 

sodass  die  infinitesimale  Transformation  in  u,  v  geschrieben  das 
Symbol  hat: 


Q 


du  ov 


yA^e-\-2ABf-{-  B^g' 

wo  das  allgemeine  Functionszeichen  f  statt  f  gewählt  wurde,  weil  f 
schon  eine  andere  Bedeutung  hat.  Allerdings  ist  hier  q  noch  un- 
bekannt. 

Diese    infinitesimale    Transformation    führt    die    Haupttaugenten- 
curven der  zweiten  Schar: 

Cdv  —  Ddu  =  0 

in  sich  über,  lässt  also  diese  Differentialgleichung  invariant.  Nach 
Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.  besitzt  mithin  diese  Differentialgleichung 
den  Multiplicator: 

1     yÄ^e-\-2ABf-\-  B^g 


(23)  N 


Q  AD  —  BC 
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Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  Differentialgleichung 
Ädv  —  Bdu  =  0 
der  anderen  Schar  den  Multiplicator 


^"^^i  ^*^  ~    Q  '  AD  -BC 

besitzt. 

Zwischen  zwei  Multiplicatoren  M  und  N  der  beiden  Differential- 
gleichungen (22)  besteht  also  eine  bekannte  Relation: 


M        ■i/C^e-^2Cnf  -^  I)^g 


-V 


N         Y   AU+  2ABf-{-  B'g 
Nach  Satz  3,  §  2   dieses  Kapitels   lassen   sich   also   auch  M  und   N 
durch    nur    eine   Quadratur    finden.     Mithin    erfordert    die  Integration 
der  beiden  Gleichungen  (22)  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Da  jene  beiden  infinitesimalen  Transformationen  auch  die  Krüm- 
mungslinien unter  einander  vertauschen,  so  kann  man  für  die  Diffe- 
rentialgleichungen dieser  ähnliche  Multiplicatoren  aufstellen. 

Wenn  insbesondere  jene  Rhomben  constante  Seitenlänge  QÖt  haben, 
so  ist  9^1  zu  setzen,  d.  h.  nach  (23)  und  (24)  kennen  wir  dann 
die  Multiplicatoren  M  und  N  und  die  Bestimmung  der  Haupttangenten- 
curven  erfordert  nur  zwei  Quadraturen.  Dieser  Fall  tritt,  wie  oben 
bemerkt,  bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  ein. 

Wir  wollen  diese  allgemeinen  Ergebnisse  an  dem  Beispiele  der 
Flächen  constanter  Krümmung,  welche  Rotationsflächen  sind,  verificieren. 
Bekanntlich  kann  man  jede  solche  Fläche  mit  der  ^-Axe  als  Rotations- 
axe  darstellen  in  der  Form: 

X  =  a  sinu  cos  v,     y  =  a  sinu  sin  v. 


=^  jyx'  —  ä 


2=1  yX^  —  €?  cos^  M du. 

Berechnet  man  hier  die  Fundamentalgrössen,  so  kommt: 
e  =  A^  /"=  0>      ^  =  «^  sin^  *f, 

aZ  sin  M  T-r        /^        /^  « 


sodass  die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 
Edw"  +  2Fdudv  -\-  Gdv'-  =  0 

die  Form  erhält: 

XHu^  +  (A'^  —  a^  cos^  u)dv^  =  0 

oder,  in  ihre  linearen  Factoren  zerspalten: 

yx^  —  a^  cos^  u  '  dv^^  iXdu  =  0. 
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Natürlich  ist  die  Integration  sofort  durch  Separation  der  Variabein 
zu  leisten.  Wir  wollen  jedoch  unsere  obigen  allgemeinen  Resultate 
verificieren.     Es  ist  hier  zu  setzen: 


A  =  yi^  —  a^  cos^  u ,    B  =  il, 
G  =  y¥—  a^'cos^  M ,     D  =  _  a , 

sodass  AD  —  BG  =  —  2iX  ]/A^  —  a^  cos^  u  und: 

A^e  +  2ABf-{-  B'g  =  X\X^  -  a^), 

also  constant  wird.     Dasselbe  gilt  von 

Ch  +  2CDf  +  B^g  =  A2(A2  -  a^). 

Die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupttangentencurven  besitzen 
sonach  den  Multiplicator 


oder  auch 


und  das  ist  offenbar  richtig. 

Man   kann   nach    der    analytischen  Bedingung   dafür  fragen,   dass 

eine  Fläche 

z  =  F{x,  y) 

eine  Fläche  der  von  uns  betrachteten  Gattung  ist,  d.  h.  von  ihren  Haupt- 
tangentencurven in  Rhomben  verlegt  wird.  Der  Weg  zu  ihrer  Aufstellung 
liegt  offen:  Wir  benutzen  x  und  y  als  Parameter  u  und  v.  Dann 
ist  bekanntlich,  wenn  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von 
0  nach  X,  y  mit  p,  q,  die  zweiten  der  Reihe  nach  mit  r,  s,  t  be- 
zeichnet werden: 

e=l+i>^    f=pq,   g  =  l-}-q^ 

und  die  Gleichung  der  Haupttangentencurven: 

rdx^  -\-  2sdxdy  -\-  tdy^  =  0. 
Sie  ist  in  ihre  linearen  Factoren  zu  zerspalten: 

{tdy  +  (s  +  G))dx)  {(s  -f-  (o)dy  +  ^dx)  ==  0, 
sodass  zu  setzen  ist: 

A=  —  t,         B  =  s  ■}-  a, 
C=s  +  a),     D=^-r. 
Hierbei  bedeutet  «  die  Quadratwurzel: 

oj  =  }/s*  —  rt. 
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Nun  wird: 

Ä^e  +  2ÄBf-^  B'g  =  t\l  -}- p')  —  2pqt{s  +  oj)  +  (s  +  «^(l  +  q^), 

C'e  +  2CBf  +  D'g  =  (s  +  of  (1  +  /)  —  2i9gr(s  +  0)  +  r^l  +  s')- 

Diese  beiden  Ausdrücke,  sie  seien  zur  Abkürzung  mit  ü^  und  V^ 
bezeichnet,  stellen  sich  also  dar  als  Functionen  der  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  von  2. 

Wenn  nun  die  Fläche  2  =  F(x,  y)  eine  Fläche  der  betrachteten 
Art  ist,  so  müssen  nach  (23)  und  (24)  die  beiden  Differentialgleichungen 
der  Haupttangentencurven: 

(25)  V{Ady  —  Bäx)  =  0,     U{Cdy  —  Bdx)  =  0 

einen  gemeinsamen  Multiplicator: 

^         q{AB  —  BG) 
besitzen. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupt- 
tangentencurven (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  P  besitzen,  so 
lässt  sich  hieraus  q  bestimmen  und  danach  wieder  rückwärts  eine  infini- 
tesimale Transformation  angeben,  welche  die  eine  Schar  der  Haupt- 
tangentencurven invariant  lässt,  u.  s.  w.,  d.  h.  man  gelangt  wieder 
zu  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangentencurven  in  Rhomben 
zerlegt  werden. 

Einzige  Bedingung  für  unsere  Fläche  ist  also  die,  dass  die  beiden 
Differentialgleichungen  (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  habeu, 
dass  also  eine  Function  P  existiert,  sodass: 

^^^^glgP        y-ßd\gP^        dVA         dVB 

dx     ^~  dy  dx  dy   ' 

ox       '  öy  dx  oy 

ist.  Hieraus  lassen  sich  -—-—  und  — J- —  auf  algebraischem  Wege  be- 
stimmen und  zwar  als  Functionen  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ab- 
leitungen von  z.  Die  einzige  verbleibende  Bedingung,  nämlich  die 
der  Integrabilität: 

d_  d_}gP  ^  ^  glgP 
dy     dx  dx     dy    ' 

enthält  also  die  ersten  bis  vierten  Diöerentialquotienten  von  z. 

Die  Flächen  z  ==  F{x,  y)  also,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
curven in  Rhomben  zerlegt  werden,  sind  definiert  durch  eine  partielle 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung. 

Wenn  wir  insbesondere  verlangen,  dass  die  Fläche  z  =  F{x,  y) 
von   ihren  Haupttangentencurven   in   Rhomben  von  constanter   Seiten- 

Lie,  Differentialgleicliuugeu.  12 
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länge  QÖt   zerlegt   werden   soll,    so  ist  in   (23)   und   (24)   ()  =  1    an- 
zunehmen, d.  h.  wir  haben  auszudrücken,  dass  die  Gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Ddx  =  0 
die  Multiplicatoren 


AD  —  BC        ^'  AD  —  BC 

besitzen.  Dies  liefert  offenbar  0wei  partielle  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung  für  s.  Man  kann  zeigen,  dass  dieselben  nur  von 
solchen  Flächen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  für  die 

T  t  ''~~  S^ 

- — j — 5— i — ST«  =  Const. 

ist,  d.  h.  nur  von  den  Flächen  constanter  Krümmung.  Wir  gehen  aber 
hierauf  nicht  näher  ein. 

iieTen^Krüm-         ^'  ^^^^piel.'    Die    Vorliegende  Fläche    möge    nunmehr  die  Eigen- 
muugsiinien  tümlichkeit  haben,  dass  zwischen  den  beiden  Differentialgleichungen  der 

Isothermen  '  i,  a  i7 

siu.i.  Minimalcurven  und  der  Differentialgleichung  der  einen  Schar  der  Krilm- 
mungslinien  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beziehung  besteht, 
wonach  das  Integral  der  letzteren  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch  die  der  beiden  ersteren  ausdrückt.  Übrigens  gilt  dann  dasselbe 
von  dem  Integral  der  Differentialgleichung  der  anderen  Krümmungs- 
linienschar, da  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Minimalcurven  und 
Krümmungslinien  in  diesem  Punkte  vier  Richtungen  mit  harmonischem 
Doppelverhältnis  bestimmen.  Nach  §  3  können  wir  diese  Minimal- 
curven und  Krümmungslinien  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Um  die  geometrische  Eigentümlichkeit  unserer  Flächengattung 
zu  finden,  seien  die  Parameterlinien  u  =  Const.,  v  =  Const.  die 
Minimalcurven.     Längs   derselben  muss  das   Bogenelement  Null   sein, 

d.  h.  in 

ds'^  ==  edu^  -f-  2fdudv  -\-  gdv^ 

ist  e  ==  ^  =  0.     Es  bleibt  demnach 

'  ds^  =  2fdudv. 

Die  Differentialgleichung  (19)  der  Krümmungslinien  nimmt  also  die 
Form  an: 

(VGdv  +  YEdu)  iYGdv  —  YEdu)  =  0. 
Da  das  Integral  von 

yGdv-\-yEdu  =  0 

die  Form  q){ti)  -j-  il)(v)  haben  soll  —  denn  9>(n)  und  -^{v)  sind  die 
allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  du  =  0,  dv  =  0  der 
Minimalcurven  — ,  so  sind  E  und  G  von  der  Form: 
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wo  Q  eine  Function  von  u,  v  bedeutet.  Indem  wir  an  Stelle  von  u,  v 
passende  Functionen  von  u  allein  und  von  v  allein  als  Parameter 
einfuhren,  erreichen  wir  insbesondere,  dass 

E=Q,     0  =  iQ 
wird    (wenn    wir    von    dem    Ausnahmefall    E  =  0    oder    G  =  0,    in 
welchem    die    Krümmungslinien    Minimalcurven    sind,    absehen).     Die 
Krümmungslinien  sind  dann  gegeben  durch: 

M  -j-  ^^;  =  Const. 
Sie    sind   Isothermen.     Um    dies    nachzuweisen  —   ohne    uns    auf   die 
Theorie  der  Isothermensysteme  auf  Flächen  zu  stützen,  nach  der  dies 
augenscheinlich  ist  —  führen  wir  neue  Parameter  u^,  v^  ein  vermöge  : 

u  -\-  iv  =  2ui,    u  —  iv  =  2ivi, 
sodass    Ml  =  Const.,    v^  =  Const.    die    Krümmungslinien    sind.     Als- 
dann ist: 

du  =  du^  -\-  idv^,     dv  =  —  idu^  —  dv^ 

und  also  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds^  =  2fdudv  =  —  2if{du^^  +  dv^'),  ' 
d.  h.  längs  der  Krümmuugslinien  Mj  =  Const.,  v^  =  Const.  haben  die 
Bogenelemente  die  Werte  dv^Y — 2if  und  du^^]/ — 2if.  Zieht  man 
also  die  Krümmungslinien  u  =  Uq,  u  =  Uq  -{-  e,  u  =  Uq-\-  2e,  .  .  ., 
V  =  Vq,  V  =  Vq  -\-  s,  V  =  Vq  -\-  2s, . .  .,  wo  £  eine  infinitesimale  Zahl 
bedeute,  so  bilden  sie  Quadrate  von  der  Seitenlänge  £]/ — 2if,  was 
zu  beweisen  war. 

Wenn  umgekehrt  die  Krümmungslinien  einer  Fläche  Isothermen 
sind,  so  folgt  rückwärts,  dass  man  das  Bogenelement  durch  Ein- 
führung passender  Parameter  «,  v  auf  die  Form 

ds^  =  2fdudv 
bringen  kann  und  gleichzeitig  u  +  iv  =  Const.  die  Krümmungslinien 
darstellt.     Man  gelangt  also  zu  den  ursprünglichen  Flächen  zurück. 

Satz  11:  Sind  die  Krümmungslinien  einer  Fläche  Isothermen,  so 
kann  man  sie  und  die  Minimalcurven  der  Fläche  durch  Quadraturen 
bestimmen. 

Übrigens  ist  dieser  Satz,  soweit  er  von  den  Krümmungslinien 
spricht,  nur  ein  Specialfall  des  Satzes  5,  §  2. 

Angenommen,  es  seien  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter, 
in  denen  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds-  =  edti^  -\-  2fdudv  -j-  gdv^ 

12* 
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ist,  und  die  Differentialgleichung  (19)  der  Krümmungslinien  lasse  sich 
in  die  beiden  linearen  Factoren  zerlegen: 

Ädv  —  JBdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0, 

wo  A,  B,  C,  I)  alsdann  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind,  so  lässt 
sich  ihre  Integration  in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
durchführen,  indem  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  aufstellen, 
welche  die  Punkte  der  Fläche  längs  der  einen  Krümmungslinien  um 
die  infinitesimalen  Quadratseiten  verschieben.  Diese  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  lassen  jedesmal  die  andere  Schar  der  Krüm- 
mungslinien invariant.     Wie   im   1.  Beispiel   finden    wir  danach,   dass 


M 


1   l/C^e-f  2CDf-\-  D' 


9 


Q  AD  —  BG 


Multiplicator  der  einen. 


i\^=- 


1   VA^e  4-  2ÄBf+  B^ 


9 


AD—BG 

Multiplicator  der  anderen  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien 
ist.  Q  ist  hierin  noch  unbekannt,  aber  zwischen  N  und  M  besteht 
eine  bekannte  Beziehung,  sodass  die  Integration  nach  Satz  3,  §  2, 
geleistet  werden  kann. 

Wenn  man  die  Coordinaten  oc,  y  als  Parameter  u,  v  wählt  und 
wie  im  1.  Beispiel  die  Bedingung  sucht,  welche  die  betrachteten 
Flächen  g  ==  F{x,  y)  erfüllen  müssen,  so  kommt  man  auch  hier  auf 
eine  partielle  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  aus  einer  Tnte- 
grabilitätsbedingung  hervorgeht.  Diese  partielle  Differentialgleichung 
aller  Flächen,  deren  Krümmungslinien  Isothermen  sind,  wurde  von 
Weingarten*)  in  sehr  eleganter  Form  zuerst  aufgestellt. 

Zu  den  hier  betrachteten  Flächen  gehören  die  Flächen  zweiten 
Grades,  die  Rotationsflächen  und  die  Flächen  constanter  mittlerer 
Krümmung.  Dass  insbesondere  die  Minimalflächen  hierher  gehören 
und  also  ihre  Krümmuugslinien  durch  Quadraturen  zu  bestimmen 
sind,  hat  schon  Roberts**)  bewiesen. 

Flächen,  3.  Beispiel:  Angenommen,  zwischen  den  Integralen  der  beiden  Diife- 

deren  eine  .  ,  .  .    , 

Schar  von  rentiolgUichungen   der  Minimalcurven   und  der  Differentialgleichung  der 
tangenten-  einen  Schar  der  Haupttangentencurven  bestehe  eine  lineare  Beziehung  mit 

Isothermen 

sn  .  *^  Weingarten,    Über  die   Differentialgleichung   der  Oberflächen,    welche 

durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  können. 
Sitzungsberichte  der  preuss.  Acad.  d.  Wissenach.  1883,  S.  1163 — 1166. 

**)  Roberts,   Sur  la  surface  dont  les  rayons  de  courbure  sont  ögaux,   mais 
dirigees  en  sens  oppose^.     Journal  de  Liouville,  t.  XI,  1.  serie,  p.  300 — 312. 
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Constanten  Coefficienten.  Alsdann  lassen  sich  diese  drei  Curvenscharen 
auf  der  betreffenden  Fläche  durch  Quadraturen  bestimmen,  nach  §  3. 
Wegen  der  vorausgesetzten  Beziehung  sind  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Isothermen  auf  Flächen  die  Haupttangentencurven,  von 
denen  hier  die  Rede  ist,  eine  Schar  von  Isothermen.  Daher,  da  sich 
diese  Folgerung  umkehren  lässt: 

Satz  12:  Sind  die  Haupttangentencurven  der  einen  Schar  auf  einer 
Fläche  Isothermen,  so  Tiann  man  diese  sowie  die  leiden  Scharen  der 
Minimalcurven  durch  Quadraturen  finden. 

Es  ist  hier  nicht  gesagt,  dass  auch  die  Haupttangentencurven 
der  ziveiten  Schar  Isothermen  seien.  Wenn  aber  beide  Scharen  zu- 
sammen ein  Isothermen  System  bilden,  so  durchschneiden  die  Haupt- 
tangentencurven einander  senkrecht.  Dies  tritt  bekanntlich  nur  bei  den 
Minimalflächen  ein.  Umgekehrt  bilden  aber  auch  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  stets  ein  Isothermensystem.  Somit  folgt 
der  von  Roberts*)  zuerst  abgeleitete  Satz,  dass  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  durch  Quadraturen  zu  bestimmen  sind. 

Als  Anhang  hierzu  heben  wir  noch  eine  Bemerkung  über  Minimal- 
flächen hervor:  Da  man  weiss,  dass  parallele  Ebenen  eine  Minimal- 
fläche in  Isothermen  schneiden,  so  sind  auch  die  Orthogonalcurven 
dieser  Parallelschnitte  Isothermen.  Sie  können  nach  Satz  5  des  §  2 
folglich  durch  Quadratur  gefunden  werden. 

§  5.     Integration  gewisser  Differentialgleichungen  von  Curven- 
scharen in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 

Wir  haben  mehrfach  von  dem  Satze  3  des  §  2  Gebrauch  ge- 
macht, nach  welchem  die  Integration  zweier  Differentialgleichungen 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 
nur    Quadraturen    erfordert,    sobald    man    weiss,    dass    zwischen    zwei 
Multiplicatoren  M  und  N  derselben   eine  Beziehung  besteht   von  der 
Form: 

In  Satz  4  des  §  2  haben  wir  diesen  Satz  geometrisch  eingekleidet. 

Weitere  geometrische  Anwendungen  knüpfen  sich  an  die  folgende  Beziehung 
Verallgemeinerung  jenes  Satzes:  zviTschen 

Satz  13:  Besteht  zwischen  zwei  Multiplicatoren  M  und  N  der  beiden  toilnl^lter 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen :  gieichungen. 

Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 


*)  Siehe  die  letzte  Fussuote. 
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eine  Beziehung  von  der  Form: 

wo  a  und  ß  heJcannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten,  so  verlangt  die 
Integration  der  beiden  Gleichungen  nur  Quadraturen. 

Zum    Beweise    bemerken    wir,    dass    M  und    N  die    Defiuitions- 
gleichungen  erfüllen: 

(26)  ^»^+B^-^  =  -|^-|^, 

^     ^  du       ^  dv  du         dv  ^ 

du       *  dv  du         dv  ' 

deren  zweite  sich  wegen 

(27)  N=M"-  ß 
verwandelt  in: 

du  ~^  dv  '  du         dv 

oder: 

du       ^  dv       ^     ^        \     du    ^         dvl     ' 


4-  Q  ^^g^  4.  J)  ^^li  =  _  ^  _  ^-^^ 


(28) 

_i-  n  1 ^  „^ 

du      *^  dv  du        dv 

Die    Gleichungen    (26)   und    (28)    sind    linear    in    ^4^   und    -|^. 

Somit   lassen    sich    diese  —  da  (28)  noch   Ig  M  explicite   enthält  — 
darstellen  in  der  Form: 

idlgM 

(29) 


du     -^^SM+[i, 
dlgM 


dv  o         I       j 

wo  X,  fi,  V,  Tt  bekannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten. 

Aus  zwei  solchen  Gleichungen  (29)  lässt  sich  nun  lg  M  durch 
zwei  Quadraturen  bestimmen.  Stellt  man  nämlich  zunächst  die  Inte- 
grabilitätsbedingung  auf,  so  findet  man,  dass  unter  anderem 

ax  _  av 

dv        du 
ist.     Mithin  giebt  es  eine  Function  o  von  u,  v,  für  die: 

da  ,         dco 

du  '     dv 

ist.     Sie  wird  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Setzt  man  dann 

liT  M=  il-  €!", 
so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  ü 
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aß  _     _^     ^  _     -CO 

und  hieraus  wird  Sl  durch  eine  Quadratur  gefunden.     Dann  ist  auch 
\g  M  =  fl  •  e'"  bekannt. 

Hiermit  ist  Satz  13  bewiesen.  Denn  es  ist  jetzt  der  Multip] icator 
M  und  nach  (27)  auch  der  Multiplicator  N  gefunden.  Die  Integration 
der  Differentialgleichungen  verlangt  weiterhin  also  nur  noch  Quadra- 
turen. 

Um  unseren  Satz  13  anzuwenden,  wollen  wir  zunächst  unter  u,  v  Geometri- 
die    rechtwinkligen  Punktcoordinaten    x,  y  der  Ebene  verstehen.     Eswendungm 
seien  also  in  der  Ebene  zwei  Curvenscharen  definiert  durch  die  Glei- 
chungen: 

Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Ddx  =  0. 

Es   sei  M  ein  Multiplicator  der  ersten  und  N  einer  der  zweiten  und 
zwischen  beiden  bestehe  die  obige  Beziehung: 

(27)  N=M"-ß, 

wo  «,  ß  bekannte  Functionen  von  x,  y  sein  sollen. 

Erinnern  wir  uns  an  die  geometrische  Deutung  des  Multiplicators 
in  Satz  1,  §  1  dieses  Kapitels.     Danach  ist  zu  setzen: 

M== 4^=,     N=  ** 


Hier  bedeutet  dt  eine  infinitesimale  Zahl,  ö fi  und  dv  sind  die 
Breiten  der  Streifen,  welche  von  zwei  infinitesimal  benachbarten 
Curven  der  ersten  bez.  zweiten  Schar  gebildet  werden,  gemessen  an 
der  Stelle  (x,  y).     Die  Beziehung  (27)  kann  also  geschrieben  werden: 

iL=  =  l iL=X.  ß. 

Hier  sind  a,  ß,  A,  B,  C,  D  bekannte  Functionen  von  x,  y.  Es  be- 
steht demnach  zwischen  d^  und  dv  eine  bekannte  Relation  von  der 
Form: 

(28)  [/^)        •jj  =  ^{x,y). 

Wenn  umgekehrt  eine  solche  Beziehung  besteht,  so  kann  man 
daraus  die  Relation  (27)  ableiten,  die  beiden  Differentialgleichungen 
also  nach  Satz  13  durch  Quadraturen  erledigen. 

Ein  Specialfall  der  Gleichung  (28)  ist: 

d^i  •  dv  =  a>{x,  y)dt^. 
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Er  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten:  Die  Integralcurven  der 
beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen  bilden  infinitesimale  Paral- 
lelogramme. Betrachten  wir 
das  an  der  Stelle  (x,  y) 
befindliche,  d^i  und  dv  sind 
in  demselben  die  Höhen. 
Bezeichnen  wir  die  Seiten 
des  Parallelogramms  mit 
8m  und  8n,  ihren  Winkel 
i'iK-  20.  mit  0,  so  ist  (Fig.  20): 

ö^i  =  8n  •  sin  ®,     dv  ==  dm  •  sin  ®, 
also 

d(i  •  8v  =  dn  •  8m  ■  sin^  ®. 

Aber   8n  •  8m  •  sin  &  ist  der  unendlich  kleine  Inhalt  J  des  Parallelo- 
gramms.    Die  angenommene  Beziehung  liefert  daher: 

/sin  0  =  (o(x,  y)8f. 
Nun  ist  sin  @  leicht   als   Function   von  x   und  y   auszudrücken,   denn 
die    durch    den    Punkt    {x,  y)   gehenden    Curven    der    beiden    Scharen 

B         ,   D 
Ä  "°^  C  ' 

A        G  BC  —  AD 


haben   zur  x-Axe  die  Tangentialneigungen  ^  und  — ,  sodass 


tsf  @  = 


1  + 


B 


D 

C 


AC-\-  BD 


ist.  Unsere  Annahme  kommt  also  auf  die  hinaus,  dass  der  Inhalt  J 
des  Parallelogramms  als  Function  des  Ortes  (x,  y)  bekannt  ist.  Wenn 
umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  lässt  sich  rückwärts  die  Relation  (27) 
ableiten.     Sonach  kommt: 

Satz  14:    Zerlegen  die  Integralcurven  zweier  Differentialgleichungen 
Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Bdx  =  0 
die  (xy)- Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme  derart,  dass  der  Inhalt 
des    an    der  Stelle    (x,  y)    befindlichen   Parallelogramms    eine    bekannte 
Function  des  Ortes  ist,  so  verlangt  die  Integration  nur  Quadraturen. 

Insbesondere  schliessen  wir  noch: 

Satz  15:    Weiss   man   von   den   Integralcurven   zweier   Differential- 
gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Bdx  =  0, 

dass  sie  die  {xy) -Ebene  in  infinitesimale  gleichgrosse  Parallelogramme  zer- 
legen, so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Derartige  Differentialgleichungen  kommen  vor,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  Ebene  flächentreu  auf  sich  selbst  abzubilden.     Die  Curven, 
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in  welche  dabei  die  Geraden  x  =  Const.  und  y  =  Const.  übergehen, 
sind  Integralcurven  solcher  Differentialgleichungen. 

Wir  gehen  dazu  über,  den  Satz  13  auf  Curvenscharen  anzu--^°f^^'^'^^^^ 
wenden,  die  auf  krummen  Flächen  gelegen  sind.  Es  seien  also  u,  ^emer  Fläche. 
Parameter  einer  vorgelegten  Fläche  und 

Adv  —  Bdti  =  0,  Cdv  —  Ddu  =  0 
die  Differentialgleichungen  zweier  Curvenscharen  auf  der  Fläche.  Es 
seien  ferner  wieder  dm  und  dn  die  Seiten  des  von  den  Integralcurven 
an  der  Stelle  {u,  v)  gebildeten  infinitesimalen  Parallelogramms.  Wenn 
wir  nun  alle  Punkte  der  Fläche  längs  der  zweiten  Curvenschar  um 
die  Strecken  8n  weiter  rücken  lassen,  so  werden  offenbar  die  Curven 
der  ersten  Schar  unter  sich  vertauscht.  Diese  infinitesimale  Trans- 
formation lässt  sich  leicht  in  u  und  v  ausdrücken.  (Vgl.  1.  Beispiel 
des  §  4.)  Da  sie  längs  der  Curven  der  zweiten  Schar  stattfindet,  hat 
sie  die  Form 

wo  t  noch  zu  bestimmen  ist  und  wo  das  allgemeine  Functionszeichen  f 
statt  /'  genommen  wurde,  um  Verwechselungen  mit  dem  sogleich  auf- 
tretenden Zeichen  f  vorzubeugen,  u  und  v  erfahren  also  die  Incremente 

8u  =  tC8t,     Öv^tBdt, 
d.  h.  das  Quadrat  der  Strecke,  um  welche  der  Punkt  {u,  v)  verschoben 
wird,  ist: 

edu^  +  2f8udv  +  gdv^  =  x"  {eC  +  2/"0D  +  gB^)dt\ 

Hier  bedeuten  natürlich  e,  /,  g  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
der  Fläche.  Da  nun  die  Punkte  um  die  Strecken  du  verschoben  wer- 
den sollen,  so  ist  also: 

8n^  =  r2  (eC^  +  2fCB  +  gD^)8t\ 
d.  h. 

_  8n 1 

"""  St  '  y^^  +  2fGD  +  gD*  ' 
Zur  Abkürzung  wollen  wir  setzen: 


YeC^  +  2fCD  -\-gB^=V 
und  analog: 

yeA''  -{■2fAB-{-gB^  =  U, 
sodass  jene  infinitesimale  Transformation  das  Symbol  hat: 

6t      V  \     du    ^         dv/ 
Sie  lässt  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung 
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Ädv  —  Bau  =  0 
mvariant,  d.  h.  diese  hat  nach   Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.,  den  Inte- 
grabilitätsfactor 

(30)  31=^.^, 

wo 

J  =  ÄD  -  BC 

ist.     Analog  hat  die  Differentialgleichung 

Cdv  -  Ddu  =  0 
den  Multiplicator 

(31)  JV=-^./^. 

Nach  Satz  13  sind  die  beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen 
integrabel;  wenn  zwischen  M  und  N  eine  Beziehung  besteht  von  der  Form 

d.  h.  wenn  —  nach  den  letzten  Ergebnissen  —  zwischen  den  Seiten 
dm  und  dn  des  Parallelogramms  eine  bekannte  Relation  besteht  von 
der  Form; 


IT 


Daher  kann  Satz  13  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  16:  *  Weiss  man,  dass  swischen  den  Seiten  öm  und  dn  der 
infinitesimalen  Parallelogramme,  in  ivelche  die  Integralcurven  siveier  vor- 
gelegter Differentialgleichungen 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleichungen 

x  =  (p{u,v),     y  =  ip{u,v),     0  =  x{u,v) 

definierte  Fläche  serlegen,  eine  belcannte  Besiehung  besteht  von  der  Form: 

dm         /dw\«{M>»)       /        X 
-8t=\-öt)  •  ^(^'  ^)' 

in  der  dt  eine  infinitesimale  Zahl  bedeutet,  so  verlangt  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  nur  Quadraturen. 

Dies  tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  die  Parallelogramme  constanten 
Inhalt  haben.  Denn  ist  &  der  Winkel  der  sich  im  Punkte  (u,  v)  kreu- 
zenden Integralcurven,  so  ist  der  Inhalt  gleich  ömdu  sin  ®  =  Const., 
d.  h.  =  dt'^,  sodass  die  Relation  lautet: 

dm  /^\~^       1 

TT         [jiJ      '  sin  0  ' 

sin  &  ist  bekannt,  denn  längs  der  einen  Curve  ist  i"  =  -4}  längs  der 
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andern  =  ^ ,    sodass    sich    sin  &   nach    einer   bekannten   Formel    der 
Flächentheorie  berechnen  lässt.     Es  kommt: 

zi  .  t 


Sin0=       ^y, 


wo 


ist.     Daher  wird  unsere  Relation: 

8m     8n  _  U-  V 
Tt  '  ~dt  ~~  d  •  t  ' 

Führen   wir  hierin  wieder  M  und  JV  ein  nach  (30)  und  (31),  so 
kommt:  

^^    ^^        d        AB-  BG 
Also: 

Satz  17:    Weiss  man,  dass  die  Integralcurven  der  beiden  vorgelegten 
Differentialgleichungen 

Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  -  Bdu  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleichungen  x  =  cp(u,v),    y  =  -^{u,v\    s  =  %{u,v) 
definierte  Fläche   in  glcichgrosse  infinitesimale  Parallelogramme  verlegen, 
so  besteht  zwischen  swei  Integrabilitätsfactoren  M  und  N  der  Gleichungen 
die  Beziehung  

^       ^^        AD-BC 
(ß>  f}  9   bedeuten   hierbei   die   Fundamentalgr'össen   erster    Ordnung   der 
Fläche).     Die  Integration  verlangt  also  nur  Quadraturen. 


Abteilung  III. 

Eingliedrige  Oruppen  in  drei  Veränderlichen. 

Bisher  haben  wir  uns  auf  Untersuchungen  im  Gebiete  Mveier  Ver- 
änderlicher beschränkt.  Wir  wollen  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf 
das  Gebiet  dreier  Veränderlicher  x,  y,  z  ausdehnen.  Dabei  werden  wir 
zunächst  x,  y,  z  als  rechtivinhlige  PunJdcoordinaten  im  Baume  deuten. 
Eine  andere  Interpretation  der  Veränderlichen  als  Bestimmiingsstücke 
eines  Linienelementes  in  der  Ebene  wird  später  in  den  Vordergrund  treten. 
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Kapitel  10. 

Systeme  siiimltaiier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  und  lineare 
partielle  Differentialgleichungen.  —  Die  Jacobi'sche  Identität. 

Zunächst  werden  wir  jetzt  an  eine  Reihe  bekannter  Thatsachen 
erinnern,  indem  wir  den  Integralen  simultaner  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen und  den  Lösungen  linearer  partieller  Differentialglei- 
chungen in  drei  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  0  geometrische 
Deutungen  unterlegen  und  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Inte- 
gralen und  diesen  Lösungen  erläutern. 

Im  Anschluss  hieran  werden  wir  noch  einzelne  Punkte  beleuchten, 
auf  welche  wir  uns  später  zu  beziehen  haben. 

§  1.  Geometrische  Deutungen  simultaner  gewöhnlicher  und  linearer 
partieller  Differentialgleichungen. 

Ebenso  wie  zwischen  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  in 
zwei  Veränderlichen  x,  y 

Xdy  —  Ydx  =  0 
oder 

dx dy 

und  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

ex    '         oy 

ein  enger  Zusammenhang  besteht,  insofern  als  jedes  Integral  f  der 
ersteren  eine  Lösung  der  letzteren  und  umgekehrt  jede  Lösung  f  der 
letzteren  ein  Integral  der  ersteren  ist,  —  ebenso  hängt  auch  das  simul- 
tane System  von  zwei  gewohnlichen  Differentialgleichungen  in  drei  Ver- 
änderlichen X,  y,  0: 
.^  .  dx dy  dz 

eng  zusammen  mit  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(2)  xl^-f  r|^  +  z|^=o. 

^  ^  dx    ^        dy    '        dz 

Es  sollen  hier  natürlich  X,  Y,  Z  Functionen  von  x,  y,  z  bedeuten. 
Wir  wollen  diesen  bekannten  Zusammenhang  im  gegenwärtigen  Para- 
graphen analytisch  wie  geometrisch  beleuchten. 

^s^Btera-^*  Das  System  (1)  integrieren   heisst,   etwa  y  und  z  als  Functionen 

von  X  zu  bestimmen,  sodass  sie  die  Gleichungen  (1)  identisch  erfüllen. 
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mit  anderen  Worten  —  wenn  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Punktcoordi- 
naten  im  Räume  gedeutet  werden  — ,  diejenigen  Curven  im  Baume  zu 
finden,  welche  die  folgende  geometrische  Eigentümlichkeit  besitzen: 
Die  Gleichungen  (1)  ordnen  jedem  Punkte  {x,  y,  0),  für  welchen  nicht 
etwa  zufällig  gerade  X  ==  Y==Z=0  ist,  eine  Fortschreitungsrichtung 
(dx,  dy,  dz)  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  X,  Z,  Z  sind. 
Das  Integrationsproblem  besteht  nun  darin,  alle  Curven  zu  finden,  deren 
Tansenteu  in  allen  ihren  Punkten  mit  den  den  betreffenden  Punkten 
zugeordneten  Fortschreitungsrichtungen  zusammenfallen.  Die  Integra- 
tion liefert,  wie  man  analytisch  beweisen  kann,  00^  Curven  (indem 
zwei  Integrationsconstanten  auftreten).  Dies  hat  einen  anschaulichen 
Sinn,  denn  wir  werden  geometrisch  eine  solche  Integralcurve  dadurch  ^"^^^^y^^' 
erhalten,  dass  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehend  der  ihm 
zugeordneten  Richtung  folgen  bis  zu  einem  benachbarten  Punkt,  hier 
wieder  der  diesem  zugehörigen  Richtung  bis  zum  nächsten  Punkt  nach- 
gehen u.  s.  w.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  im  Räume  geht 
also  eine  und  nur  eine  Integralcurve,  sodass  es  im  ganzen  deren  00''* 
giebt.  Natürlich  ist  diese  anschauliche  Betrachtung  kein  strenger 
Beweis  für  die  Existenz  von  Integralcurven.  Wir  setzen  vielmehr  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  Integration  als  bekannt  voraus. 

Analytisch  werden  die  00^  Integralcurven  durch  zwei  Gleichungen 
dargestellt,  die,  nach  den  willkürlichen  Constanten  a,  h  aufgelöst,  etwa 
die  Form  haben: 

u(x,  y,  g)  =  a,    v{x,  y,  z)  =  h. 
Jedem  bestimmten  Zahlenpaar  a,  &  entspricht  eine  Integralcurve,    Die 
vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  oc^  Integralcurven  dar  als  Schnitte 
der  Flächen  u  =  Const.  und  v  =  Const,    Folglich   enthält  jede  dieser 
Flächen  00^  Integralcurven. 

Eine  Function  ti  heisst  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  integral. 
wenn  jede  Fläche   aus   der  Schar  u  =  Const.  von   00^  Integralcurven 
des  Systems   erzeugt  wird.     Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
u  die  Gleichung 

ex    ^        cy  dz 

identisch  erfüllt.  Dann  nämlich  und  nur  dann  besitzt  jede  Fläche 
u  =  Const.  in  jedem  Punkte  eine  Tangente,  deren  Richtung  (X:  Y:Z) 
mit  der  Richtung  der  durch  den  betreffenden  Punkt  gehenden  Integral- 
curve zusammenfällt.  Wenn  man  also  von  Punkt  zu  Punkt  dieser 
Richtung  nachgeht,  d.  h.  eine  Integralcurve  durchläuft,  so  bleibt  man 
fortwährend    auf  der   Fläche  u  =  Const.,    die    daher  die   durch   einen 
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beliebigen  ihrer  Punkte  hindurchgehende  Integralcurve  vollständig 
enthält,  mithin  von  oo^  Integralcurven  erzeugt  wird. 

Kennt  man  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  ti  und  v  des 
simultanen  Systems  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

u  ^  a,  V  =  h     (ttjb  ==  Const.) 
alle  oo^  Integralcurven  dar.     Da  nun 

die  allgemeine  Gleichung  einer  von  oo^  Curven  ti  =  a,  v  =  h  erzeugten 
Fläche  ist,  so  ist  Sl(u,  v)  das  allgemeinste  Integral  des  simultanen 
Systems.  Jedes  Integral  des  Systems  ist  also  darstellbar  als  Function 
irgend  zweier  von  einander  unabhängiger  Integrale  derselben.  Kennt 
man  nur  diese  zwei,  so  kennt  man  alle  Integrale  und  alle  Integral- 
curven, und  das  simultane  System  ist  als  integriert  zu  betrachten. 
Eine  einzelne  Fläche 

(p{x,y,z)  =  0 

wird  von  oo^  Integralcurven  erzeugt,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
{x,  y,  0)  die  Richtung  der  hindurchgehenden  Integralcurve  zur  Tan- 
gente hat,  wenn  also  für  jeden  Punkt  der  Fläche 

ex    *         oy    '         dz 

ist,  denn  dann  und  nur  dann  enthält  sie  die  durch  ihre  Punkte  gehen- 
den Integralcurven.  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Glei- 
chung (p{x^  y,  z)  =  0  lässt  sich  dann  und  nur  dann  in  der  Form 
il{ii,  v)  =  i)  schreiben,  in  der  u,  v  zwei  von  einander  unabhängige 
Integrale  darstellen,  wenn  die  Gleichung: 

ox    ^         oy     '         dz 
besteht  vermöge  cp  {x,  y,  z)  =  0. 

Hierbei  wird  stets  von  solchen  Punkten  (a?,  y^  z)  abgesehen,   für 
die  X,  Y,  Z  selbst  sämtlich  verschwinden. 

Lineare  par-         Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialqleichunq 

tielle  «iffü-  -^  II  iJ  if 

'^"iuir  (2)  X 1^  +  r|^  +  z  1^  =  0. 

^-  ■'  ox    '        cy    '        dz 

Lösung  derselben  heisst  jede  Function  f=u,  welche  sie  identisch  er- 
füllt und  keine  Constante  ist.  Nach  dem  Obigen  ist  demnach  jede 
Lösung  von  (2)  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  und  iimgekehrt. 
Daher  leuchtet  ein,  dass  die  allgemeinste  Lösung  von  (2)  die  Form 
f==  il{n,  v)  hat,  sobald  nur  ?«,  v  irgend  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  darstellen.     Während  das   simultane  System  (1)  00^  Curven 
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—  die  Integralcurven  u  =  a,  v  =  b  —  definiert,  werden  durch  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  (2)  diejenigen  Flächen 

Si{u,  v)  =  Const. 
bestimmt,   deren  jede   von  je   oo^   Integralcurven   erzeugt  wird.     Sind 
die  Integralcurven  bekannt,  so  sind  es  auch  die  von  ihnen  gebildeten 
Flächen,  die  Integralflächen,  und  umgekehrt.  Aäcw' 

Die  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
ist  demnach  auf  diejenige  des  simultanen  Systems  (1)  zurückführbar, 
oder  auch  umgekehrt. 

Sind  u  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  von  (2), 
d.  h.  Integrale  von  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

n  =  a,  V  =  h 
die  oo^  Integralcurven  von  (1)  dar.  Diese  Curven  nennen  wir  nach 
Monge  auch  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (2).  Wir  können  daher  sagen:  Jede  Lösung  von  (2)  stellt 
gleich  Const.  gesetzt  eine  von  oo^  Charakteristiken  erzeugte  Integral- 
fläche von  (1)  dar,  und  umgekehrt  erzeugt  eine  continuierliche  Schar 
von  oo^  Charakteristiken  —  etwa  alle  von  einer  beliebigen  Curve  aus- 
gehenden Charakteristiken  —  stets  eine  Integralfläche. 

Wir  wollen  diese  geometrischen  Deutungen  durch  einige  sehr  ein- 
fache Beispiele  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele. 

Sf  of       ^ 

y  ^ X  ^  =  0 

^  ox  oy 

hängt  zusammen  mit  dem  simultanen  System 

dx dy    dz 

y    ~  —x~    0  ' 

Dasselbe  ordnet  einem  Punkt  (x,  y,  £)  des  Raumes  eine  Fortschrei- 
tungsrichtung  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  y,  —  x,  0  sind, 
die  also  zur  (ic^) -Ebene  parallel  und  auf  dem  Lote  vom  Punkt  aus 
auf  die  ^-Axe  senkrecht  steht.  Verfolgt  man  die  Fortschreitungs- 
richtung  von  Punkt  zu  Punkt,  so-  beschreibt  man  einen  Kreis,  der 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  0-Axe  hat  und  dessen  Ebene  auf  der  ^-Axe 
senkrecht  steht.  Die  Charakteristiken  sind  also  sämtliche  Kreise,  welche 
durch  Rotation  um  die  ^-Axe  entstehen,  die  von  Charakteristiken  er- 
zeugten Integralflächen  daher  die  Rotationsflächen  mit  der  ^-Axe  als 
Rotationsaxe.     In  der  That  ist  die  Gleichung  einer  solchen 

f=z  —  (p{x^-{-y')  =  {) 
und  hier  ist 
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also: 

2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

df    .        df        ^ 

in  der  ebenfalls  -—-  fehlt,  entspricht  dem  simultanen  System: 

dx        dy        dz 
X  y  0 

Dieses  ordnet  jedem  Punkte  eine  Fortschreitungsrichtung  lotrecht  zur 
;2;-Axe  zu.  Die  Charakteristiken  sind  also  diese  Lote  zur  ^-Axe.  Die 
von  ihnen  erzeugten  Integral  flächen  sind  Regelflächen  mit  der  all- 
gemeinen Gleichung 

In  der  That  ist  hier  wegen: 

a/;  ^  _  2/      a/  ^  i 

dx  a;* '     dy        x 

auch 

df    ,        df_^ 
ox    '    ^  dy 

3.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

dx    ^       dy    *        cz 

hat  zu  Charakteristiken  lauter  parallele  Geraden,   denn  das  simultane 

System 

dx dy de 

a  b  c 

ordnet  jeden  Punkt  die  Richtung  zu,  deren  Cosinus  proportional  a,  h,  c, 
also  constant,  sind.     Die  Integralflächen  sind  daher  Cylinder  von  der- 
selben Richtung,  und  die  allgemeine  Gleichung  eines  solchen  ist: 
f^  ex  —  az  ~  fpicy  —  h£)  ==  0, 

In  der  That  erfüllt  dies  /  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
und  zwar  identisch. 

4.  Beispiel:  Die  Charakteristiken  der  Gleichung 

df    ,        df    .       df       ^ 

dx    '    ^  dy    '       dz  ' 

deren  zugehöriges  System  lautet: 

dx  __dy  dz 

x  y  z  ^ 
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sind  alle  oo^  Geraden  durch  den  Anfangspunkt,  die  Integralflächen 
also  Kegel,  welche  den  Anfangspunkt  zur  Spitze  haben.  Diese  werden 
durch  eine  in  sc,  y,  s  homogene  Gleichung 

fix,  y,s)  =  0 
dargestellt.     Ist   dieselbe   homogen   vom   m^^  Grade,   so  ist  nach  dem 
Euler'schen  Satze 

d.  h.  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  wird  von  f  erfüllt  ver- 
möge f  =  0. 

§  2.     Abhängigkeit  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  linke  Seite  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung,  also  einen  Ausdruck  von  der  Form 

dx    '         oy    '         dz' 
der  einen  Differentiationsprocess,  ausgeführt  auf  eine  Function  f,  dar- 
stellt, durch  ein  Symhol  von  derselben  Form,  wie  wir  es  in  der  zweiten 
Abteilung  anwandten,  also  durch  Äf,  Bf  u.  dergl.  bezeichnen.    Setzen 
wir  also: 

Af=xl^-{-Y^  +  zl^', 
'  ox    ^         oy    ^        dz' 

so  lautet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  kürzer 

Af=0. 
Es  seien  u  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  der- 
selben, d.  h.  es  sei: 

dx    ^        cy    '         dz  ' 

Av  ^=z  jL-^ f-  Jt-ö — \-  Z  -^  =  0. 

dx    '         dy  dz 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  Verhältnisse  X:  Y:Z 
berechnen.  X,  Y,  Z  verhalten  sich  nämlich  zu  einander  wie  die 
zweireihigen,  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u,  v  nicht 
sämtlich  verschwindenden  ünterdeterminanten  der  Matrix: 

du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 
dx  dy  dz 
sodass  sich  ergiebt 

X  Y  Z 


dudv      dv  du        dudv      dv  du        dudv      dv  du 
dy  dz      dy  dz         dz  dx      dz  dx        dxdy      dx  dy 

Lie,  Difiereutialgleichungeu.  13 
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Diese  Relationen  bestimmen  X,  Y,  Z  und  daher  auch  Af  bis  auf  einen 
Factor  q.     Da  aber  die  Gleichungen 

Af=0     und     QAf=0 
dasselbe  aussagen,  so  kommt  es  auf  diesen  Factor  nicht  an. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =  0  in  x,  y,  z  wird 
also  durch  die  Angabe  zweier  von  einander  unabhängiger  Lösungen  tt,  v 
bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  völlig  bestimmt.  Unter  allen  gleich- 
berechtigten Formen,  welche  sie  annehmen  kann,  ist  die  folgende: 

df      df      df 


=  0 


die  einfachste. 
Abhängig-  Wir  nennen  zwei  lineare  Differentialgleichungen  A.f=  0  und  Aof=  0 

keit  zweier  ,  _  c/  ./  j 

lin.  part.  von  einander'  abhängig,  sobald  sie  dasselbe  aussagen,   d.  h.  sobald  eine 

Differential-  ^  ^  °       ' 

gieichungen. Relation  besteht  von  der  Form 

AJ^Q(x,y,0)-AJ 
und  zwar  identisch  für  jede  beliebige  Function  f.  Dagegen  heissen  sie 
von  einander  unabhängig,  sobald  keine  derartige  Relation  besteht.  Im 
letzteren  Fall  sind  die  Fortschreitungsrichtungen ,  welche  die  ent- 
sprechenden simultanen  Systeme  den  Punkten  zuordnen,  bei  beiden 
für  Punkte  allgemeiner  Lage  verschieden,  sodass  dann  A^f  =  0  und 
A^f  =  0  verschiedene  Charakteristiken  haben. 


dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

Betrachten  wir  nunmehr  i?m  lineare  partielle  Differentialgleichungen; 

0, 


A/'=  ^11^  +  ^i^z  +  ^1  ^^ 


dx 

•^■y,       dJi 

dx 


dy 

df 


A^f=z  X^-^  -{-  Fg  ^y 


+  ^.|7-0. 


^3/"==  ^3  J^  4-   ^3-^  -h  ^a    ;^T  —  ^> 


dy    '    ^^  dz 
und  nehmen  wir  an,  dass  sie  eine  gemeinsame  Lösung  ca  besitzen,  so  ist: 

IJ     ■         ^    cz  ' 

d> 


(3) 


Ag>  =  Xi  ^  +  Yj  ^^  +  ^1  1 


AgCO  xrrz  Xc 


dx 
d  CO 

dx 

^3«  =  ^3  -^ 


+  3^iJ  +  ^l^^o, 


-\-Y,-^^Z,~^0. 


dz 
d  (o 

Tz 


Dies  sind  drei  hinsichtlich  ^— ,   ^— ,  ^—  lineare   und  homogene  Glei- 

dx  ■     dy  *    dz  ° 
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chuiigen.     Nach  einem  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen 
homogenen  Gleichungen  ziehen  dieselben  bekanntlich  nach    sich,   dass 

entweder  |^,  ^,   ~J^  sämtlich   Null   sind    —   und   das  ist   hier  aus- 

ox  '    oy  '    oz 

geschlossen  — ,  oder  aber,  dass  ihre  Determinante  verschwindet: 
(4)  X,     Y,    Z,    eeO. 


•^2        -^2        ^2 
•^3        ^3       ^3 


Man  kann  hieraus  ferner  schliessen,  dass  es  drei  Functionen  q^,  p^,,  q.^ 
geben  muss,  sodass: 

(5)  Uy,  +  q,Y,  +  q,Y,  =  0, 

Ql  ^1  +  ?2  -^2  +  (>3  ^3  =  ö 

ist.     Natürlich  sind  q^,  q^,  q^  durch  diese  Gleichungen  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  bestimmt.    Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer 

einzigen  zusammenfassen.    Multiplicieren  wir  nämlich  die  erste  mit  w-, 

die  zweite  mit  iJ^ ,  die  dritte  mit  a-    und  addieren  sie  dann,  so  kommt 

dy  02  ' 

einfach: 

Ql  ^i/"+  92  Af-\-  (>3  Af=  0. 
Satz  1:  Haben  drei  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen 

in  X,  y,  0: 

AJ=0,     AJ=0,     A,f=0 

eine  gemeinsame  Lösung,  so  besteht  zwischen  A^f,  A^f,  A.^f  eine  Identität 
von  der  Form 

Q^{x,  y,  z)AJ-\r  Q^{x,  y,  2)AJ+  Qs{x,  y,  z)A^f=  0 

und  zwar  für  alle   Werte  von  f. 

Wir  werden  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  Axf=  0, 
A^f  =^  0,  A^f  =  0  in  dem  Falle,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Re- 
lation besteht: 

Q^{x,  y,  z)A^f-\-  Q.^{x,  y,  z)AJ-i-  ().^{x,  y,  0)AJ=  0, 

von  einander  abhängig  nennen.  Giebt  es  keine  drei  Functionen  p,,  o.,,  P{,  Abhängig- 

'^  "^  _        _  »  i  /    1  .^      1  .,  /  j^^jj  dreier 

durch  welche  diese  Gleichung  zu  befriedigen  wäre,  so  nennen  wir  sie  hh.  part. 

'-'  "  Differential- 

von  einander  unabhängig.  gieichungeu. 

Da  diese  lineare  Beziehung  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Function/" 
in  die  Gleichungen  (5)  zerfällt,  so  folgt,  dass  die  drei  Gleichungen  A.^f=0, 
A.^f=0,  A^f  =  0  dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig  sind, 
wenn  ihre  Determinante: 

13* 
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X,     Y,     Z,  I 

X,     Y,     Z,     ElE  0 


ist. 


•^3        ^<5       ^3 


Es  hat  dies  einen  wichtigen  geometrischen  Sinn.  Denn  X^,  Y^,  Z^ 
sind  proportional  den  Cosinus  der  Richtung,  welche  das  der  Gleichung 
Äj^f  =  0  entsprechende  System 

dx        dy         dz 

dem  Punkte  (x,  y,  z)  zuordnet.  Ähnliches  gilt  von  X<^^  Y^,  Z^  und 
von  Xg,  Y3,  Z^.  Wäre  jene  Determinante  gleich  Null,  so  würde  das 
hiernach  aussagen,  dass  die  Richtung  (Xg  :  Y^  :  Z^  in  der  Ebene  der 
Riehtungen  {X^  :  Y^  :  Z^  und  {X^  :  Y^  :  Z^  liegt.  Also:  Dm  lineare 
'partielle  Differentialgleichungen  A^f=Q,  A^f=0,  A^f  =  0  sind  von 
einander  unabhängig,  wenn  die  ^ungehörigen  simultanen  Systeme  dem  Punld 
allgemeiner  Lage  {x,  y,  2)  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Richtungen 
mordnen,  abhängig  aber,  sobald  jene  drei  Hichtungen  nur  eine  Ebene  oder 
gar  nur  eine  Gerade  bestimmen.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn 
zwischen  A^f,  A^f  und  A^f  zwei  verschiedene  lineare  Relationen  be- 
stehen, d.  h.  wenn 

A^f=6^AJ,     AJeeeö^AJ 
ist. 

§  3.     Der  Klammerausdruck  und  die  vollständigen  Systeme. 

Für  das  Spätere  ist  es  nützlich,  gleich  hier  einen  gewissen  sehr 
wichtigen  Ausdruck  zu  betrachten,  den  wir  schon  früher  in  zwei  Ver- 
änderlichen kennen  lernten,  und  zwar  wollen  wir  ihn  gleich  für  den 
Fall  darstellen,  dass  n  Veränderliche  x^^,  x^---  x^,  vorliegen,  um  späterer 
Wiederholungen  überhoben  zu  sein.  Wir  empfehlen  jedoch  dem  Leser, 
die  folgende  Rechnung  zur  Übung  für  den  Fall  dreier  Variabein  be- 
sonders durchzuführen. 

Es  mögen  also  in  n  Veränderlichen  zwei  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichungen vorliegen: 


df     .           df     . 

•  +  «».'(  =  0, 

^1  dx,   +  ^2  dx,  +  • 

•  +  /'^-/(  =  o. 

Hier  sollen  a^,a^-  •  •  a^,  ßi,  ß^-  •  •  ßn  Functionen  von  x^jX^-  •  ■  Xn  sein. 
Wir  wollen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  da  sie  einen  Differen- 
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tiationsprocess,  ausgeführt  auf  f,  darstellen,   wie  früher  abkürzend  be- 
zeichnen, indem  wir  setzen: 


(6) 


Ar  ==  or,  -^ — H  cc.,  ^ \-  •  ■  •  -f-  ccn  ä — 


oder  mit  Benutzung  des  Summenzeichens: 

(6')  ^/"^J/«^!^'      Bf~^,ß, 


sodass  Äf  =  0  und  Bf  =  0  unsere  beiden  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen sind. 

Es  soll  nun  der  Ausdruck 

Der 

A{Bf)  -  B(Äf)  Säru: 

construiert  werden.  Ä(Bf)  bedeutet  natürlich,  dass  in  ^/"  statt /' der 
Ausdruck  Bf  gesetzt  werden  soll,  und  entsprechend  B{Af),  dass  in 
Bf  an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Af  stehen  soll.  A(Bf)  wird  aus- 
gerechnet auch  die  zweiten  partiellen  Differential quotienten  von  f  ent- 
halten, ebenso  B(Af).     Es  kommt: 

-  2  ^M  2  ^  ä^  +  2  ""'  B^^Tdc^i 


8^f 
Hierin  tritt  ^ — | —    zweimal   auf,   einmal  mit   den   Coefficienten   Ui  ßk 

V  X^  C  Xj^  ' 

und  dann  mit  dem  Coefficienten  — ßuo^i,  d.  h.  es  hebt  sich  gerade 
fort.  So  fallen  überhaupt  alle  zweiten  Differentialquotienten  von  f 
weg  und  es  bleibt: 

oder,  wenn  im  ersten  Ausdruck  die  Indices  i,  h  vertauscht  werden, 
was  geschehen  darf: 

(7)  AiBf)  -  BiAf)  ^  2!  J  (-^^  S  -  1»*  g)  li;  ■ 
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Wenn  man  bedenkt,  dass 

«  dß.  "  da. 

ist,  so  lässt  sich  die  Formel  noch  kürzer  so  schreiben :  *) 

df 

•i  \.^±Pi   JOtti) 

1 


{T)  Ä{Bf)  -  B{Af)  =  2  (^ A  -  ^«0  ^  • 


Das  Bemerkenswerte  ist  hier,  dass  der  Ausdruck  Ä(Bf)  —  B(Äf) 
völlig   frei    von    den    zweiten   Differentialquotienten    von  /"  wird,    also 

wieder  in  - — .•••ö —  linear  und  homogen  ist,  gerade  so  wie  ^/' und 

Bf  selbst. 

Wir  werden  diesen  Ausdruck  A(Bf) — B{Af)  häufig  noch  kürzer 
schreiben:  (AB)  oder,  wenn  uns  daran  gelegen  ist,  dass  /"  in  der 
Formel  zum  Vorschein  kommt:  (Af,  Bf).  Wir  nennen  ihn  wie  in  der 
2.  Abteilung  (vgl.  §  1  des  7  Kap.)  den  Klammerausdruck  von  Afund  Bf. 

Natürlich  ist  es,  um  (AB)  zu  bilden,  durchaus  nicht  notwendig, 
sich  unter  Af  und  Bf  die  linken  Seiten  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen vorzustellen.  Vielmehr  werden  wir  späterhin  wie  in  der 
ersten  Abteilung  Ausdrücke  von  der  Form  Af,  Bf  an  sich  betrachten, 
indem  wir  sie  als  Symbole  infinitesimaler  Transformationen  auffassen. 

Kehren  wir  nach  dieser  den  Klammerausdruck   betreffenden  Ein- 
schaltung   zu    unseren    linearen    partiellen    Differentialgleichungen   in 
drei  Veränderlichen  x,  y,  z  zurück. 
Zwei  lineare         Wenn  dic  bcidcn  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  in  x,y,s: 

Differential-  .    ^,  ^  ,     ,.  ,,. 

gleichimgen  -^1/    ^^^^  ^^7       -^2/    ^^^^  ^ 

mit  einer 

meTLö°8mig.eine  gemeinsame  Lösung  u  besitzen,  so  ist 

Da  nun  der  Klammerausdruck 

{AJ,  A,f)  =  A,(A,f)-A,{AJ) 

ist,  so  folgt,  dass  auch 

{A^u,  A.^u)  ^  0 
ist,  d.  h. 


*)  Diese  wichtige  Formel  ist,   wie  früher  (§  2  des  6.  Kap.)   bemerkt  wurde, 
von  Jacobi  aufgestellt  worden. 
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Satz  2:  Besitzen  zwei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  A.^f=^  0 
und  A^f  =  0  eine  gemeinsame  Lösung,  so  befriedigt  dieselbe  auch  die 
durch  Klammeroperation  entstehende  Gleichung 

(Offenbar  gilt  dieser  von  Jacobi  herrührende  Satz  nicht  nur  für 
drei  Veränderliche,  sondern  allgemein.  Daher  haben  wir  ihm  auch 
seine  allgemeinere  Fassung  gegeben.) 

Jetzt  haben  wir  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in 
drei  Veränderlichen  vor  uns: 

A,f=0,  AJ^O,  (AJ,AJ)  =  0. 
Sie  besitzen  die  gemeinsame  Lösung  u.  Nach  Satz  1  des  §  2  besteht 
also"  zwischen  ihren  linken  Seiten  eine  lineare  Relation.  Dieselbe 
enthält  sicher  den  Klammerausdruck  (AiA^),  sobald  wir  voraussetzen, 
dass  AJ'=  0  und  A^f  =  0  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  keine 
Relation  zwischen  AJ  und  A^f  allein  besteht.  Wir  können  demnach 
jene  Relation  so  schreiben: 

{AiA^)  =  Q,AJ-{-  Q^AJ. 

Also  ergiebt  sich: 

Satz  3:  Haben  zwei  (unabhängige^  lineare  partielle  Di/ferentinl- 
gleichungcn  A^f=0  und  A^f  =  Q  in  drei  Veränderlichen  eine  gemein- 
same Lösung,  so  besteht  eine  Relation  von  der  Form: 

(A.A.,)  E£E  Qj^{x,  y,  0)AJ  +  Q.,  (x,  y,  z)AJ 
identisch  für  alle  Werte  von  f. 

Wir  werden  nun  erkennen,  dass  umgekehrt  die  Existenz  einer 
solchen  Relation 

(8)  {A,A,)  =  Q,A,f^Q,A^ 

nach  sich  zieht,  dass  A^f  =  0  und  A^f  =  0  eine  gemeinsame  Lösung 

besitzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  werden  wir  die  beiden  Gleichungen  A^f=  0 
und  A2f==0  in  besonderer  Form  schreiben.  Zunächst  können  wir 
sie  allgemein  durch  zwei  Gleichungen  .il-^ 

(9)  I,f=?,,AJ-\-X,A,f=0,     Ä,f=^,AJ-}-/,A,f^O 
ersetzen,  sobald  X^fi^  —  ^gi^i -I- ^  ^^^-     Dann  ist: 
{ÄJ,I^f)  =  {k,A,-{-X^A^,  ii.A.  +  ^^A^) 

=  ^1^1  {A^A^)  +  ^1^*2(^1^2)  +  ^2^*1(^2^)  +  ^2^2(A  A)  + 

+  (^1  'Aifi^+h^-  A.^fi,)AJ-\-  (Ai  .  ^,ft2  +  L,  ■  A.,ii^)A^f  — 
—  (fi^  •  ^lAj  -}-  ^2  •  A..^li)AJ—  (fti  •  ^j  A^  4-  ftg  •  A^X^)A2f. 
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Da  (^i^i)  =  0,  (Ä^A^)  =  0,  (A^A^)  =  —  {A^A^  ist  und  die  Coeffi- 
cienten  der  vier  letzten  Glieder  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  drückt 

sich  also  wegen  (8)  auch  {A^A^   linear  durch  A^f  und  A.^f  aus  oder 

nach  (9)  linear  durch  A^f  und  A^f. 

Es  ist  also  ganz  gleichgültig,  in  welcher  Form  (9)  man  die 
beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  schreibt. 

Insbesondere    kann    man,    wie    wir    nachher    sehen    werden,    das 
System  der  beiden  Gleichungen  A-^f-==^j  A^f  =  0,  sobald 
(A^A^)  ^  Q,AJ  +  Q.^AJ 

ist,    stets    in   solcher   Weise   A^f=0,    A^f  =  0    schreiben,    dass    der 

Klammerausdruck  (^^^2)^^  wird. 

Wir  werden  nun  —  bevor  wir  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 
darthun  —  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  A^f  =  0  und  A^f  =  0  zwei 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  sind,  für  die  insbesondere 

ist,  die  Gleichungen  alsdann  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Um 
nämlich  in  systematischer  Weise  eine  eventuell  vorhandene  gemeinsame 
Lösung  zu  finden,  denken  wir  uns  das  zu  A^f  =  0  gehörige  simultane 
System  integriert,  also  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  u,  v 
der  Gleichung  A^f  =  0  gefunden.  Die  allgemeinste  Lösung  von 
A^f=0  hat  dann  die  Form  9:^{u,v).  Da  uns  nun  daran  liegt,  eine 
solche  Lösung  von  A^f  =  0  zu  finden,  welche  auch  A^f  =  0  befriedigt, 
werden  wir  also  die  Function  ii(w,  v)  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
auch  A^Sl"^^  wird.  Nun  ist,  da  A,^f  ein  auf  f  ausgeübter  Diffe- 
rentiatiosprocess  ist; 

(10)  Ä^9.{u,v)  =  ^^Ä^-^-^^Ä^v.  ;, 

Andererseits  folgt  aus  / 

(ÄI2)  =  ÄiÄf)  -  Ä(Äf)  ^  0, 
wenn    wir   darin  für  die   beliebige   Function  f  insbesondere  u  und  v 
setzen,    da    AiU^A^v^^O   ist    (denn    11   und   v   sind   Lösungen   von 

^i(^2M)=0,        ^1(^2^)  =  0, 

d.  h.  A^u  und  A^v  sind  Lösungen  der  Gleichung  A^f=0,  also 
Functionen  von  u  und  v  allein: 

AiU^^^(p(u,v),     A^v^i){u,v), 
sodass  (10)  liefert: 
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I^Sliu,  v)^(p(u,v)j^  +7P {u,  v)  -g-  • 

Die  Forderung,  welche  wir  noch  zu  erfüllen  haben,  stellt  sich  also 
so  dar: 

Dies  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  u,  v  allein 
und  lässt  sich  als  solche  stets  durch  eine  Function  il(u,  v)  befriedigen, 
nämlich  durch  das  Integral  der  zugehörigen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

du  dv 

(flu,  v)        ip{u,  v) 

Es  giebt  also  eine  Function  Si,  welche  beide  Gleichungen  A^f==  0 
und  A^f  =  0  befriedigt.  Sie  ist  die  gesuchte  gemeinsame  Lösung 
der  beiden  Gleichungen  Äif  =  0  und  A2f==0. 

Um  noch  zu  sehen,  dass  sich  ein  System  von  zwei  Gleichungen 
Alf  =  0  und  A^f  =  0,  deren  Klammerausdruck 

{AiA2)  =  QiAJ-]-  Q^AJ 

ist,  stets  in  solcher  Form  A^^f^O,  A^f  =  0  schreiben  lässt,  in  der 
{A^A^)  ^  0  ist,  brauchen  wir  uns  nur  das  System  A^f  =  0  und  A^f  =  0 
nach  ö—  und  -^  aufgelöst  zu  denken,  sodass  etwa: 

^2/  =  3^  —  <?2  g7  —  ^ 

ist.  <5j  und  (?2  bedeuten  hier  gewisse  Functionen  von  x,  y,  z.  Nach 
Voraussetzung  muss  auch  jetzt  eine  Relation  bestehen,  welche  {A^^A^ 
linear  durch  A-J'  und  A^f  ausdrückt.  Bildet  man  aber  den  Klammer- 
ausdruck,  so    erkennt  man,  dass  er  frei  von  -      und  -J- ,  also,  da  er 

'  '  Cx  oy  ^  ^ 

die  Form  X^A-J  -\-  Ag-^g/"  haben  muss,  gleich  Null  wird,  wie  gewünscht 
wurde. 

Liegen  zwei  Gleichungen  J.j/'=0  und  ^2/^=0  vor,  deren 
Klammerausdruck  die  Form  q^AJ -\-  Q.^A^f  hat,  so  können  wir  sie 
nach  der  eben  gegebenen  Methode  der  Auflösung  stets  in  einer  Form 
^]/"=0,  A^f  =  0  schreiben,  in  der  {A^A^^O  ist.  Alsdann  aber 
besitzen,  wie  vorher  bewiesen,  ^,/'=  0  und  A^f  =  0  oder  also  AJ^=0 
und  A.^f=0  eine  gemeinsame  Lösung.     Somit  gilt  das 
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Theorem  12:  Sind  ÄJ^=  0  und  A^f=  0  zwei  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  in  x,  y,  z,  so  besitzen  sie  dann  und  nur 
dann  eine  gemeinsame  Lösung,  wenn  eine  Relation  von  der 
Form 

(^1^2)  =  Qii^,  y,  ^)Af+  9i{^y  y,  ^)Af 

identisch  für  jede  Function  f  besteht. 

Man  nennt  in  diesem  Falle  die  beiden  Differentialgleichungen 
gls^^syst^m  ^1 /"  "^^  ^  und  Ä2f  =  0  zusamuien  ein  (zweigliedriges)  vollständiges 
System.  Der  Begriff  eines  vollständigen  Systems  ist  allerdings  um- 
fassender, da  er  nicht  auf  den  Fall  dreier  Veränderlicher  beschränkt 
ist.  Wir  werden  ihn  auf  einer  späteren  Stufe  in  voller  Allgemeinheit 
kennen  lernen.  Im  besonderen  heisst  das  vollständige  System  A^f=0, 
A^f  =  0  auch  ein  Jacohi'sches  System,  wenn  der  Klammerausdruck 
(^1,42)^0  ist.  Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  vollständige  System 
Alf  =  0,  A^f  ==  0  als  Jacobi'sches  geschrieben  werden  kann. 

Die  Lösung  des  vollständigen  Systems,  d.  h.  die  gemeinsame 
Lösung  der  Gleichungen  A^f  =  0  und  A^f  ==  0  bestimmt  man,  um 
es  zu  recapitulieren,  in  dieser  Weise:  Vorerst  schreibt  man  das  System 
in  einer  Form  A^f  =  0,  A^f  =  0,  in  der  (A^A-^^Q  ist.  Man  sucht 
dann  die  allgemeine  Lösung  ^{u,  v)  der  Gleichung  AJ  =  0  und  bildet 
A.2SI  =  ^.  Diese  Gleichung  ist  dann  stets  eine  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung zwischen  £1  und  u,  v  allein,  deren  Lösung  Sl  die 
gesuchte  Function  ist.  Offenbar  ist  mit  iß  auch  jede  Function  ^(ß) 
Lösung  des  vollständigen  Systems*). 

Wenn  die  Jacobi'sche  Form  J.^/'=0,  A2f=0  im  besonderen 
durch  die  obige  Auflösungsmethode  erhalten  ist,  wenn  also 

^'        oy    '      ^  cz 

ist,  was  stets  zu  erreichen,  so  vereinfacht  sich  die  hitegration  noch 
etwas.  -4j/'=0  ist  nämlich  dann  äquivalent  der  gew.  Differential- 
gleichung in  zwei  Veränderlichen  x,  z: 

dx dz 

*)  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme,  die  von  Jacobi  und  Clebsch 
herrührt,  hat  durch  Herrn  Mayer  ihre  jetzige  einfache  Form  erhalten. 
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wo  y  in  6^  nur  die  Rolle  einer  arbiträren,  von  x  und  z  unabhängigen 
Grösse  spielt.  Also  kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  als  das 
u  und  y  als  das  v  benutzen.  Man  sieht,  dass  sich  die  Integration 
des  vollständigen  Systems  so  auf  die  successive  Integration  zweier 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  je  zwei  Variabein 
reduciert. 

Übrigens  ist  die  Zurückführung  des  vollständigen  Systems  auf 
eine  Jacobi'sche  Form  vor  Beginn  der  Integration  nicht  nötig.  Man 
braucht  die  Gleichungen  nur  auf  eine  solche  Form  Ä^f  =  0,  Ä^f  =  0 
zu  bringen,  dass  (^1^2)  =^  Q^if  wird.  Sind  nämlich  u,  v  die  Lösungen 
von  A-^f=0,  so  zeigt  diese  Relation  wegen  A^u^A^v^O,  dass 
Ä^{A^u)'^0  und  J.i(^5jV)^0  ist,  dass  also  A^u  und  A^v  Lösungen 
von  A^f  =  0  sind  und  sich  daher  auch  jetzt  durch  u,  v  allein  aus- 
drücken. Nun  setzt  man  f  =  ü{u,  v)  in  A^f  =  Q  ein  und  erhält  so 
eine  Differentialgleichung  in  u,  v. 

Schliesslich  kann  man  auch  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  A^f  =  0,  A^f  =  0,  wo 

{A,A,)  =  Q,AJ-JrQ2ÄJ 
ist,   sofort    in   Angriff  nehmen,    ohne   es   erst   umzuformen:    Man   be- 
stimmt   zwei  Lösungen   «,  v   von  A^f  =  0.     Eine    gewisse    Function 
derselben,    Sl(u,v),    erfüllt    dann    sicher    auch  A^f  =  0.     Wir    bilden 
daher: 

A»Sl  ^E  A.,u  • \-  A.>v  •  -K-  =  0 


oder: 

du     ^  Ao,u      dv 


Da  eine  Function  £l(u,  v)   existiert,  die   diese  Gleichung   erfüllt,   und 

da  -5—  und  -5—  nur  von  u,  v  abhängen,  so  lässt  sich  notwendig  auch 

du  dv  ;  ö     >  & 

-~—  durch  u,  V  allein  ausdrücken.    Daher  ergiebt  sich  auch  auf  diesem 

A^u  '  ° 

Wege  die  Differentialgleichung  in  u  und  v  allein.     Diese  Methode  ist 
oft  sehr  praktisch. 

Wir  wollen  uns  die  gemeinsame  Lösung  der  beiden  ein  voll- 
ständiges System  bildenden  Gleichungen  Aj^f=0  und  A^^f  =  0  auch 
geometrisch  vorstellen. 

Die  Frage  nach  einer  gemeinsamen  Lösung  u  kommt  auf  die 
nach  00^  gemeinsamen  Integralflächen  11  =  Const.  der  beiden  Glei- 
chungen hinaus.    Es  fragt  sich  somit,  ob  es  00^  Flächen  giebt,  welche 
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sowohl  von  je  oo^  Charakteristiken  der  ersten  als  auch  von  je  oo^ 
Charakteristiken  der  zweiten  Gleichung  erzeugt  werden.  Man  würde 
eine  derartige  Fläche  —  da  durch  jeden  Punkt  p^  des  Raumes  eine 
derselben  hindurchgehen  müsste  —  in  dieser  Weise  zu  eonstruieren 
suchen:  Von  einem  Punkte  p^  ausgehend  verfolgt  man  die  durch  ihn 
gehende  Charakteristik  \  der  ersten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 

zu  einem  Punkte  p^  und  geht  dann  auf 
der  zu  p.^  gehörigen  Charakteristik  Ti^  der 
zweiten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 
jPa,  dann  von  'p^  aus  wieder  auf  einer  Cha- 
rakteristik ^/  der  ersten  Gleichung  u.  s.  w. 
abwechselnd.  (Fig.21.)  Diese  Bewegungen 
besitzen  noch  einen  ziemlichen  Grad  von 
zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  beschreibt  man 
hierbei  nur  eine  Fläche  —  und  dann  ist  dies  eine  der  gesuchten  ge- 
meinsamen Integralflächen  —  oder  aber  man  bleibt  nicht  auf  einer 
Fläche.  Wenn  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt,  dass  der  erste  Fall 
eintritt,  so  kommt  man  darauf,  dass  zwischen  A^f  und  A.J'  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

{A^A^)  =  Q^AJ-\-  Q.,A^f 

bestehen  muss*).  Da  wir  von  jedem  Punkte  p^  des  Raumes  aus- 
gehend alsdann  eine  Fläche  erhalten,  so  ergeben  sich  gerade  oo^  ge- 
meinsame Integralflächen  u  =  Const.,  und  u  ist  die  gesuchte  gemeinsame 
Lösung. 


Willkür. 


Schliesslich  heben  wir  noch  Eines  hervor:  Eine  gemeinsame 
Integralfläche  der  beiden  Difi'erentialgleichungen  AJ'=  0  und  A2f=0, 
welche  ein  vollständiges  System  bilden,  hat  in  jedem  ihrer -Punkte 
die  beiden  Richtungen,  welche  dem  Punkte  durch  die  zu  A^f  =  0 
und  A^f  =  0  gehörigen  simultanen  Systeme  zugeordnet  werden,  zu 
Tangenten.     Ist 

An 


1  dx  "*"  ^  ^^'   '   '^i  ;^« ' 


dy 


dz 


^2A  —  -^2  g^  -t-  J^2  ^  i-  ^2  g^  ; 

SO  sind  Xj,  Y^,  Z^  den  Richtungscosinus  der  einen,  Xg,  Z^,  Z^  denen 
der  anderen  proportional.  Sind  ferner  a,  ß,  y  proportional  den  Ricli- 
tungscosinus  einer  zu  diesen  beiden  senkrechten  Richtung,  so  muss  sein: 


*)  Diese  Deutung  des  Klammerausdruckes  (^j  A^)  erhält  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppon  eine  vollständig  scharfe  Form. 
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d.  h.  man  kann  setzen: 

a=  Y1Z2  —  ^2^1?     ß  =  ^1^2  ~~  ^2^1)     7  =  ^1  ^2  ~  ^2  3^1- 
Diese   drei  Grössen   verhalten   sich   also   wie  die  Richtungscosinus  der 
Normalen  der  gemeinsamen  Integralfläche.     Bezeiehen  dx,  dy ,  dz  die 
Differentiale   der  Coordinaten  x,  y,  z  auf  der  gemeinsamen  Integral- 
fläche, so  ist  daher: 

{Y,Z,  -  Y,Z,)dx  -f  {Z,X,  -  Z,X,)dy  +  (Z,  Y,  -  X,  Y,)dz  =  0. 
Es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Satz  4:  Die  Inteqralflächen  des  vollständigen  Systems:       .  zusammen- 

•^        '  ij  j  hang  zwi- 

Oif  o  /•  Q  r  sehen  vollst 

AJ^  X,  1^  +  r.  f  +  z,  If  =  0,  «...-r 

Differential- 

WO   {A-^A^  "^  Q^A-J -\- Q^A^f  ist,    befriedigen    die    totale    Differential- 
gleichung: 

{Y,Z,  ~  Y,Z,)dx  +  {Z,X,  -  Z,X,)dy  +  (X,  Y,  -  X,  Y,)dz  =  0, 
und  umgekehrt  ist  jede  Fläche,  welche  die  letztere  befriedigt,  eine  Integral- 
fläche des  vollständigen  Systems. 

Diese  Umkehrung  leuchtet  ein:  Eine  Fläche,  welche  der  totalen 
Differentialgleichung  genügt,  besitzt  als  Normale  die  Richtung,  welche 
zu  den  beiden  Fortschreitungsrichtungen  senkrecht  steht,  die  dem  be- 
treffenden Flächenpunkt  durch  die  zu  ^j/"  =  0  und  A.j,f  =  0  gehörigen 
simultanen  Systeme  zugeordnet  werden.  Die  Fläche  hat  daher  die 
beiden  letzteren  Richtungen  als  Tangenten,  d.  h.  ist  Integralfläche 
von  J.^/'==0  und  A^f  =  0. 

Es  wird  erwünscht  sein,  diese  Theorien  an  einfachen  Beispielen 
erläutert  zu  sehen. 

1.  Beispiel:    Sei:  Beispiele. 


Dann  ist 


Af=^,     A,f=x^^^y-^-{-z^^ 
(J.1^2)  ^  3^  ^  -^1^' 


d.  h.  Aif=0  und  A,^f  ==  0  bilden  ein  vollständiges  System.  Dies 
zu  integrieren,  suchen  wir  zunächst  zwei  Integrale  u,  v  des  zu  A^f=0 
gehörigen  simultanen  Systems: 

dx  dy dz 

T       ~(i       ~ö"  ■ 
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Offenbar    sind    u^y,    v  ^^  z    zwei    Integrale    desselben.     Nun    wird 
A^Sl^y,  z)  gebildet.     Es  kommt: 

Diese  Gleichung  wird  durch 


z 


befriedigt.  Also  stellt  -  =  Const.  die  oo^  Integralflächen  des  ge- 
gebenen vollständigen  Systems  dar.  Stellen  wir  uns  alles  geometrisch 
vor.     Die  zu  A^f  =  ^)  und  A^f  =  ^  gehörigen  simultanen  Systeme: 

dx äy        dz 

"T  "^  IT       T"' 

dx dy dz 

X  y  z 

ordnen  dem  Punkte  {x,  y,  z)  zwei  Richtungen  zu,  das  erste  die  Pa- 
rallele zur  ic-Axe,  das  zweite  den  Strahl  nach  dem  Anfangspunkt. 
Die  Integralflächen  von  A-J  =  0  sind  demnach  alle  Cylinder  parallel 
der  iC-Axe,  die  von  A^f  =  Qi  alle  Kegel,  deren  Spitze  der  Anfangs- 
punkt ist.  Eine  gemeinsame  Integralfläche  muss  beides  zugleich  sein, 
d.  h.  ist  eine  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  die  die  a;-Axe  enthält. 
Also  sind  die  Ebenen 

'^  =  Const. 

z 

in  der  That  die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems.  Die  in 
Satz  4  genannte  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  zdy  -j-  ydz  =  0. 

Ihre  Integralflächen  sind  die  Flächen,  deren  Normalen  Richtungscosinus 
proportional  0,  — 0,  y  haben.  Diese  Normalen  sind  der  (?/^)-Ebene 
parallel  und  kreuzen  die  iC-Axe  senkrecht.    Mithin  sind  die  betreffenden 

Flächen  die  Ebenen  —  =  Const.  durch  die  a;-Axe. 

z 

2.  Beispiel:    Sei 

1'        oz  '        ^'        "^  ox  dy 

Hier  ist  {A^A^^O,  d.  h.  A^f=0  und  A^f  ==  0  bilden  ein  voll- 
ständiges System  und  zwar  in  Jacobi'scher  Form.  Aj^f  =  0  hat  die 
Lösungen  x  und  y  und  als  allgemeine  Lösung  also  eine  Function 
Sl(x,  y).  Die  Lösung  Sl  des  vollständigen  Systems  muss  noch  der 
Gleichung 

A^Sl  :z=:z  y  A      X  -T—  ==  0 

^  *'  ox  dy 
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genügen,  d.  h.  sie  ist  gleich  x^  -\-  y^  zu  setzen.     Also  giebt 

x^  +  'if  =  Const. 

die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems.  Geometrisch:  Die  Cha- 
rakteristiken von  Ä^f  ==  0  sind  die  Parallelen  zur  0-Axe,  also  die 
Integralflächen  von  J.,  /"  ==  0  die  Cylinder  parallel  dieser  Axe,  Die 
Charakteristiken  von  A2f  =  0  sind,  wie  wir  schon  in  einem  früheren 
Beispiel  sahen  (1.  Beispiel  des  §  1),  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  ^-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  senkrecht  stehen. 
Die  Integralflächen  von  Ä^f  =  0  sind  folglich  die  Rotationsflächen 
um  die  0-Axe.  Gemeinsame  Integralflächen  beider  Differentialglei- 
chungen können  also  nur  die  ßotationscylinder  um  die  ^-Axe  sein: 

x^  -{-  y^  =  Const. 
Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier 

xdx  4"  ydy  =  0 
und  giebt  in  der  That  sofort 

x^  +  y^  =  Const. 
3.  Beispiel:    Sei 

^^'=^3^'^^  dz' 

sodass  (^1^2)  ^ö>  ^'  ^-  -^1/^=0,  A^f^O  ein  vollständiges  System 
ist.  Wir  werden,  um  die  Integralflächen  derselben  zu  finden,  gut 
thun,  statt  -42/"=  0  die  einfachere  Gleichung 

Ä,f=  A,f-  AJ=  t/ 1^  -h  4.-  =  ^ 
zu  benutzen.  A^f  =  0  hat  zu  Charakteristiken  alle  Geraden  parallel 
der  (a;^;)-Ebene,  welche  die  y-Axe  schneiden,  J.2/"=0  alle  Geraden 
parallel  der  (2/0) -Ebene,  welche  die  x-Axe  schneiden.  Die  Integral- 
flächen von  A^f  =  0  sind  somit  die  Regelflächen,  welche  durch  Gleiten 
einer  der  (a;^) -Ebene  beständig  parallelen  Geraden  längs  der  ^-Axe 
entstehen.  Analog  sind  die  Integralflächen  von  A.^f  ==■  0  gewisse 
Regelflächen.  Soll  eine  Fläche  Integralfläche  des  vollständigen  Systems 
sein,  so  muss  sie  sowohl  00^  Geraden  durch  die  ^-Axe  parallel  der 
{xz)-^\)Qne  als  auch  00^  Geraden  durch  diea;-Axe  parallel  der  (y^;)-Ebene 
enthalten.  Daher  ist  die  Fläche,  wie  man  elementar  einsehen  kann, 
ein  hyperbolisches  Faraboloid: 

-^  =-=  Const. 

z 
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Man  kann  auf  systematischem  Wege  durch  Integration  des  voll- 
ständigen   Systems    dies    verificieren:    Ä^f  =  0    hat    das    allgemeine 

Integral  Sl  ( — ,  y)  und  es  ist 

SC  * 

wenn   —    mit    u    bezeichnet    wird.     A^il  ==  0    hat    die    Lösung   uy 

oder  -- •     Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  yzdx  —  X2dy  +  xyds  =  0 

oder,  wenn  durch  xyz  dividiert  wird: 

ydx-\-xdy    X    dz  ^^ 

xy  '     z 

und  giebt  integriert: 

^  =  Const. 

z 

§  4.     Die  Jacobi'sche  Identität. 

Zum  Schluss  dieses  Kapitels  wollen  wir  noch  eine  Formel  ent- 
wickeln, die  von  grosser  Bedeutung  für  das  Folgende  ist  und  die  wir, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  den  Klammerausdruck,  sogleich  in  n 
Veränderlichen  Xj^,  x^-  •  •  Xn  darstellen,  indem  wir  dem  Leser  anheim- 
geben, die  Rechnung  im  Falle  n  =  3  durchzuführen. 

Es  seien 

CJ=  ^1  ä^  +  y.  ä^  +  •  •  •  +  r«  g  -  =-  2}^^  ^- 

drei  solche  Differentialausdrücke,  wie  wir  sie  nun  schon  vielfach  be- 
trachtet haben.  Die  a,  ß,  y  bedeuten  irgendwelche  Functionen  der 
n  Veränderlichen  x^,  x^  •  •  •  Xn.  Zwischen  den  Klammerausdrücken, 
die  sich  aus  Af^  Bf,  Cf  herstellen  lassen,  besteht  eine  sehr  merk- 
würdige Beziehung.  Wenn  wir  wie  oben  A(Bf)  —  B{Af)  kurz  durch 
(AB)  bezeichnen,  so  lautet  diese  Beziehung  so: 

({AB)C)  +  {iBC)A)  +  {iCA)B)  =  0. 
Diese  Identität  rührt  von  Jacob i  her,   der  sie  in  noch  allgemeinerer 
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Weise  entwickelte.  Wir  werden  sie  deshalb  die  specielle  Jacobi'sche 
Identität*)  oder  auch  kurz  die  Jacobi'sche  Identität  nennen. 

Man  kann  sie  auf  verschiedenen  Wegen  beweisen.  Der  nächst- 
liegende, aber  umständlichste  wäre,  die  Ausdrücke  {{AB)G)  u.  s.  w. 
direct  auszurechnen  und  dann  zu  zeigen,  dass  sich  alle  Glieder  fort- 
heben. In  zwei  Veränderlichen  ist  dies  noch  weniger  umfangreich 
und  der  Leser  möge  deshalb  die  Formel  für  w  =  2  wirklich  aus- 
rechnen. 

Wir  wollen  die  Identität  nach  einer  Bemerkung  von  Engel  be- 
weisen: Es  ist 

{AB)  =  A{Bf)-B{Af) 
und  daher 

{{AB)C)  =  A{B{Cf))  -  B{A(Cf))  -  CiA{Bf)-B{An) 

-  A{B(Cn)  -  B(A(Gn)  -  C(AiBf))  -f  C{B{Af)). 

Durch  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  A,  B,  C  gehen  hieraus 
die  Entwickelungen  von  ((BC)A)  und  {{CA)B)  hervor.  Addiert 
man  dann  die  drei  Formeln,  so  heben  sich  alle  Glieder  rechts  paar- 
weis fort,  denn  z.  B.  A{B(Cf))  kommt  in  der  ersten  als  erstes  Glied 
positiv,  in  der  zweiten  Formel  als  drittes  Glied  negativ  vor  u.  s.  w., 
sodass  die  Identität  übrig  bleibt: 

iiAB)C)  -f  {{BC)A)  +  i{CA)B)  =  0. 
Diese    specielle  Identität   gilt  also   stets   für   drei  Ausdrücke   Af,  Bf, 
Cf.     Sie    spielt    eine    wichtige  Rolle    in    vielen   Untersuchungen    über 
infinitesimale  Transformationen. 
Beispiel:    Ist 

'  dx    '    ^  dy    '       dz'         '  dx^        '        dx    '    dz' 

so  ist: 

also 

((^^)C)  =  -2^||,     {{BC)A)  =  0,     {{CA)B)  =  2xlL, 

und  die  Summe  der  drei  letzten  Ausdrücke  verschwindet  identisch. 


^  *)  Die  hervorragende   Wichtigkeit  der  speciellen  Jaeohi' sehen  Identität  trat 
wohl  zuerst  in  der  Theorie  der  Transformatiansgruppen  deutlich  hervor. 
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Kapitel  11. 
Eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränderlichen. 

Um  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestatten,  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  zu  bringen,  ist  es  notwendig,  zunächst  ein- 
gliedrige Gruppen  in  drei  Veränderlichen  zu  betrachten.  Der  Leser 
wird  finden,  dass  diese  Betrachtungen  in  sehr  vielen  Punkten  nur 
insofern  von  denen  des  2.  und  3.  Kapitels  abweichen,  als  jetzt  die 
Zahl  der  Veränderlichen  3  statt  2  ist.  Es  mag  deshalb  auch  gestattet 
sein,  die  Darstellung  möglichst  knapp  zu  fassen  und  bezüglich  der 
ausführlichen  Entwickelungen  häufig  auf  jene  beiden  Kapitel  zurück- 
zuverweisen. 

§  1.    Definition  der  eingliedrigen  Gruppe  im  Baume,  Existenz  einer 
infinitesimalen  Transformation  derselben. 

Drei  Gleichungen  von  der  Form 

(1)  x^  =  (pix,  y,  z),     2/i  =  ^{p,  y,  b),     ^1  =  xix,  y,  2) , 

von  denen   vorausgesetzt  wird,   dass   sie   auch   nach  x,  y,  0  auflösbar 
Trans-    .seien,   bestimmen    allgemein    eine   Transformation   der  Veränderlichen 

forination.  '  °  / 

X,  y,  s  in  die  neuen  Veränderlichen  x^^  y^,  z^.  Wir  fassen  sie  wie 
früher  begrifflich  auf  als  eine  Operation,  welche  alle  Punkte  {x,  y,  e) 
des  Raumes  in  neue  Punkte  {x^^  y^,  z^  desselben  überführt.  Eine 
Fläche  wird  also  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Fläche,  eine 
Curve  wieder  in  eine  Curve  verwandelt.  Will  man  die  Gleichung 
der  Fläche  aufstellen,  in  welche  die  gegebene  Fläche 

Sl{x,  y,z)  =  0 

vermöge  der  Transformation  übergeht,  so  hat  man  hieraus  x,  y,  z 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  zu  eliminieren,  wodurch  sich  die  gesuchte 
Gleichung 

der  transformierten  Fläche  ergiebt.  Man  wird  also  zunächst  die 
Gleichungen  (1)  nach  x,  y,  z  auflösen,  dies  gebe  etwa: 

(2)  oc  =  ^{x^,yi,z^),    y  =  i>(^i,yi>^i),    ^  =  xi^i,yi,^i), 
und  dann  diese  Werte  (2)  in  Sl  =  0  einführen: 

W{x^,  yi ,  z,)  =  Sl{^,  ^,  x)  =  0. 
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Die  Auflösung  (2)  ist  nicht  nötig,  wenn  man  umgekehrt  nach  der 
Fläche    fragt,    welche    vermöge    der   Transformation   (1)    in    die    neue 

Fläche 

W{a;„  y,,  ^,)  =  0 

übergeführt  wird.  Die  betreffende  Fläche  hat  offenbar  die  Gleichung 
in  Xf  y,  b: 

a{x,  y,  z)  =  W(<p,  t,  x)  =  0. 

Die  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  ursprünglichen  Veränder- 
lichen X,  y,  z  erhaltenen  Gleichungen  (2)  stellen  ebenfalls  eine  Trans- 
formation dar  und  zwar  die  zu  (1)  inverse,  indem  nämlich  beide  nach  ,y^^'^^f^^, 
einander  ausgeführt  alle  Punkte  {x,  y,  0)  des  Raumes  über  die  Stellen    «Nation, 
(a?!,  «/i,  ^1)  in  ihre  ursprünglichen  Lagen  (x,  y,  z)   zurückführen.     Die 
Aufeinanderfolge  beider  Transformationen  ist  demnach  der  identischen:  ^{l^^^^gf^r! 

,  ,  mation. 

x'==x,    y=y,    s=z 
äquivalent. 

Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  der  Punkte  des 
Raumes  noch  eine  willkürlich  annehmbare  Constante,  einen  Tara- 
meter  a,  enthalten: 

(3)         x^  =  (p(x,y,z,d),     y^  =  tp{x,y,s,a),     Bt  =  %{x,y,z,a), 

so  stellen  sie  eine  Schar  von  00^  Transformationen  dar.  Insbesondere 
ist  es  denkbar,  dass  diese  Schar  die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  d.  h. 
dass  zwei  Transformationen  der  Schar,  wenn  man  sie  nach  einander 
auf  die  Punkte  des  Raumes  ausführt,  durch  eine  einzige  Transformation 
derselben  Schar  ersetzt  werden  können,  welche  diese  Überführung  aus 
den  Anfangs-  in  die  Schlusslagen  mit  einem  Schlage  leistet. 

Analytisch  stellt  sich  das  Kriterium  für  das  Vorhandensein  der 
Gruppeneigenschaft  so  dar:  Eine  erste  Transformation  der  Schar  (3j 
mit  beliebig  gewähltem  Parameterwert  a  führt  die  Punkte  {x,  y,  d) 
des  Raumes   in  die  Punkte  (a^^,  y^^  z^  über,  deren  Coordinaten  durch 

(3)  bestimmt  werden.  Eine  nach  dieser  Transformation  (a)  der  Schar 
ausgeführte  Transformation  derselben  mit  dem  Parameterwert  a^, 
welche  die  Punkte  {x^,  y^,  z^)  weiterhin  in  die  Lagen  {x^,  y^,  ^i) 
bringt,  besitzt  die  Gleichungen: 

(4)  x^  =  (p{x^,y^,z^,a^,    2/2  =  t^ (a^i ,  ^i ,  ^i ,  aj ,   ^2  =  ;c(^i;  «/n  ^1;  «i)- 

Die  Transformation  nun,  welche  die  Aufeinanderfolge  von  (3)  und  (4) 
ersetzt,  wird  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  ic,,  y^,  z^  aus  (3) 
und  (4)  bestimmt.     Es  ergiebt  sich: 

14* 
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(5) 


(  x^  =  (p{<p  {x,  y,  0,  a) ,     t  («,  y,  ^;  «) ,    X  (^,  y,  ^,  a),  a, ) 

und  analog: 

Diese  Transformation  (5)  der  Vxmkie.ix,  y,  z)  in  die  Punkte  {x^^y-^jZ^ 
muss  also,  wenn  die  Schar  der  oo^  Transformationen  eine  Grujspe 
bilden  soll,  eine  Transformation  dieser  Scliar  sein,  d.  h.  es  muss  ein 
Wert  X  des  Parameters  existieren,  sodass  die  Gleichungen  (5)  sich 
decken  mit: 

^2  =  ^{x,  y,  ^,  ^),  y^  =  ^(^;  y,  ^,  ^),  ^  =  %{^^  y,  ^,  ^); 

es  muss  daher  sein: 

<P{9 (^,  y,  ^,a),  t  {oh,  y,  0,  a),  lix,  y,  3,  d),  a^)  =  (p(x,  y,  z,  A) , 
^(<3P(.  ....),  ip{ ),  i{ ),a^)  =  ip{x,y,0,X), 

%i^{ ),  V'C ),  %{ ),«])  =  %{x,y,z,l) 

und  zwar  für  alle  Werte  der  Veränderlichen  x,  y,  z.  a  und  a^  be- 
deuten hierbei  beliebig  angenommene  Constanten  und  auch  k  soll 
eine  Constante  sein.  X  ist  bestimmt,  sobald  die  beiden  nach  einander 
auszuführenden  Transformationen  {a)  und  (a^  gegeben  sind,  d.  h.  A 
ist  eine  Function  von  a  und  a^ : 

X  =  k  (a,  ttj). 

Die  Gleichungen  (3)  stellen  demnach  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe 

dar,   wenn   es   eine  Function  X  von  a  und  a^   allein  giebt,   sodass  für 

alle  Werte  von  x,  y,  z,  a  und  a^  die  drei  letzten  Identitäten  bestehen. 

^^^«liedrige         Insbesondere  nennen  wir  diese  Gruppe  (3)  eine  eingliedrige  Gruppe, 

Eaume.    ^ygj|  gjg  eifien  Parameter  a,  also  oo^  Transformationen  enthält. 

Man  bemerkt,  dass  jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene 

x^=cp  {x,  y,  a),    y,  =  ilJ  {x,  y,  a) 

durch  Zufügung  von  z^  =  z  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  wird. 

Wir  werden  nunmehr  die  eingliedrigen  Gruppen  im  Räume  ge- 
nauer untersuchen  und  wollen  —  wie  in  der  Ebene  —  immer  voraus- 
setzen, dass  die  eingliedrige  Gruppe  auch  zu  jeder  ihrer  Transformationen 
die  dazu  inverse  enthalte,  d.  h.  es  soll  eine  Function  ä  von  a  gebeYi, 
sodass  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameter- 
werten a  und  ä  der  identischen  Transformation  äquivalent  ist. 

Führen  wir  nach  einander  zwei  Transformationen  der  Gruppe 
aus,  die  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich  die  identische  Trans- 
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formation,  d.  h.  die  Gruppe  enthält  die  identische  Transformation,  mit 
anderen  Worten:  Es  niuss  ein  Wert  a^  des  Parameters  a  vorhanden 
sein,  für  welchen  sich  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  auf  die  der 
identischen  Transformation  x^=  x,  yi  =  y,  %  =  ^  reducieren,  dass 
also  für  alle  Werte  von  x,  y,  z 

(6)  (p{x,y,z,a;)  =  x,     ilj{x,y,  b,  a^)  =  y,     x(^,y,^,%)  =  ^ 

ist. 

Aus  der  Existenz  der  identischen  Transformation  schliessen  wir 
—  wie  in  der  Ebene  (§  3  des  2.  Kap.)  —  auf  die  Existenz  ^*'^^*' makTTrans- 
infinitesimalen  Transformation  in  der  eingliedrigen  Gruppe.  Wenn  f'^'i'™»*'»"- 
nämlich  dem  Parameter  a  ein  von  «^  ^^r  unendlich  wenig  abweichender 
Wert  «o  +  da  erteilt  wird,  so  werden  die  Gleichungen  (3)  nicht  die 
identische,  sondern  eine  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedene  Trans- 
formation der  Gruppe  vorstellen,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe.     In  der  That,  (3)  giebt  für  a  =  a^  -\-  d a: 

yi  =  ^("»j  2/,  ^;  %  +  ^<^)  =  ^i^,  y>  ^,  «o)  +       da, —  ^^^ — ' 
^1  ==  xi^,  y,  ^,  %  +  '^«)  ^  %{^,  y,  ^; «())  +  -~^f~^  ^^  H — y 

oder  wegen  (6): 

Jeder  transformierte  Punkt  {x^,  y^,  z^)  ist  also  seiner  Anfangslage 
(x,  y,  b)  unendlich  benachbart.  Natürlich  ist  es  denkbar,  dass  in  den 
Reihenentwickelungen  die  Glieder  niedrigster  Potenz  in  da  identisch 
verschwinden.  Jedenfalls  aber  wird  eine  Potenz  da'"  von  8a  als 
niedrigste  wirklich  auftreten  und  sie  wählen  wir  dann  als  unendlich 
kleine  Grösse  8t  =  8a^.  Ihre  Coefficienten,  die  von  x,  y,  z  ab- 
hängen («Q  ist  ja  nur  eine  bestimmte  Zahl),  wollen  wir  mit  i,{x,  y,  z), 
Yi(x,y,z),  t,(x,y,z)  bezeichnen.  Dann  nimmt  die  infinitesimale  Trans- 
formation, welche,  wie  wir  wissen,  der  Gruppe  angehört,  die  Form  an: 

Xi  =  x-{-^{x,y,8)8t-i , 

(7)  yi  =  y  -hri{x,y,z)8t-^ , 

z,=z-\-t(x,y,z)8t-i , 
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wo  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind. 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  mit  paanveis  inversen 
Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch  eine  infinitesimale 
Transformation. 

Man  kann  noch  auf  einem  allgemeineren  Wege*)  zu  einer  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe  gelangen,  in  analoger  Weise, 
wie  es  in  der  Ebene  (in  §  3  des  2.  Kap.)  geschah:  Nach  einer  be- 
liebigen Transformation  der  Gruppe  mit  dem  Parameter  e  wird  eine 
zweite  ausgeführt,  welche  sich  von  der  zur  Transformation  (f)  inversen 
Transformation  (i)  nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  deren  Parameter 
also  etwa  e  -\-  8  s  ist.  Diese  Reihenfolge  ist  einer  einzigen  Transfor- 
mation der  Gruppe  äquivalent  und  zwar  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation, denn  die  Transformation  {ß  -\-  de)  führt  die  Punkte  in 
Lagen  zurück,  welche  nur  unendlich  wenig  von  den  Anfangslagen 
abweichen. 

Kann  man   so   auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  gelangen,   so  bleibt  noch  die  Frage  offen, 
ob  wir  dadurch  auch  stets  zur  selben  kommen.     Hierüber  werden  wir 
uns  im  nächsten  Paragraphen  Klarheit  verschtiffen. 
Beispiel.  Beispiel:    Die  oo^  Transformationen: 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 

y^  =  X  sin  a  -\-  y  cos  a, 

z^  =  z  -{-  ma 

mit  dem  Parameter  a  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  (m  soll  eine 
bestimmte  Zahl  sein.)  Zunächst  sieht  man  dies  rein  geometrisch  ein: 
Die  Gleichungen  stellen  ja  nichts  anderes  dar  als  eine  Bewegung  des 
Raumes,  bei  welcher  der  (starr  gedachte)  Raum  um  die  ^-Axe  um 
den  Winkel  a  gedreht  und  gleichzeitig  längs  der  ^-Axe  um  die 
Strecke  ma  verschoben  wird.  Es  ist  dies  also  eine  Schraubenhewegung. 
Variiert  a,  so  hat  man  oo^  solche  Schraubenbewegungen,  aber  alle 
mit  derselben  Steighöhe ,  weil  das  Verhältnis  zwischen  Drehwinkel  a 
und  Verschiebung  ma   constant  ist.     Zwei  solche  Schraubungen  nach 


*)  Erst  durch   diese   zweite  Methode   erkennt  man  in   voller   Strenge,   dass 
jede   eingliedrige   Gruppe    des  dreifachen  Raumes  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen eine  inßnitesimale  Transformation 
8x  =  i{x,y,z)8t-^  ■  ■■,    8y  =  ri{x,y,z)8t  +  -  ",    82  =^  t{x,  y,  z)St -\- •  • - 

enthält,   deren  Reihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  St  fortschreiten 
und  Glieder  erster  Ordnung  in  8t  wirklich  enthalten. 
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einander  ausgeführt  sind  natürlich  einer  einzigen  äquivalent  mit  eben- 
derselben Steighöhe.  Wenn  a  und  «^  die  Drehwinkel  der  beiden  nach 
einander  ausgeführten  Schraubungen  sind,  so  ist  offenbar  a  -|-  «i  der 
Drehwinkel  der  dieser  Aufeinanderfolge  äquivalenten  Schraubung. 

Auch  analytisch  erhellt  dies:  Führen  wir  nach  der  Schraubung 
(a),  welche  die  Punkte  (x,  y,  z)  in  die  Lagen  (x^,  y^,  s^)  überführt, 
eine  zweite  (a^)  aus,  welche  die  neuen  Punkte  (x^,  y^,  2^  weiter  nach 
den  Stellen  (x<^,  y^,  z.^)  bringt,  so  haben  wir  ausser  den  drei  obigen 
Gleichungen  diese: 

^2  =  ^1  cos  «1  —  y^  sin  «j , 

y%  =  ^1  ^^^  ^1  H"  Vi  cos  «1, 

52  =  '^!  +  ma^. 

Eliminieren  wir  x^,  y^,  z^,  so  liefern  die  ersten  beiden  Gleichungen- 
paare, wie  wir  schon  von  der  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt in  der  (a;^)-Ebene  wissen  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.): 

X2=  X  cos  {a  +  «i)  —  y  sin  {a  -j-  «J, 
y^  =  x  sin  (a  +  «i)  +  ^  cos  (a  +  a^), 

und  ausserdem  kommt: 

z.^=>  z  -\-  m(a  -\-  Kj) 

und  dies  ist  wieder  eine  jener  Schraubungen,  nämlich  die  mit  Dreli- 
winkel  «  -f-  «j. 

Also  bilden  jene  oo^  Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes,  a  =  0  giebt  ihre  identische,  also  a  =  dt  eine  unendlich 
kleine  Transformation  der  Gruppe,  nämlich: 

x-^  =  X  —  ydt  -f-  •  •  •,     yi  ==  y  -\-  3o8t  -{-••',    z^  =  z  -\-  mdt  -{-••• 

Hier  ist  also 

i  =  —  y,     rj^x,     g  =  m. 

§  2.  Construction  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer  infinitesi- 
malen Transformation;  Nachweis,  dass  sie  nur  eine  solche  enthält. 

Ausgehend  von  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
sind  wir  zum  Begriff  einer  infinitesimalen  Transformation  des  Raumes 
gelangt.  Es  liegt  uns  jetzt  ob,  diese  näher  zu  untersuchen.  Wir 
werden  dabei  völlig  parallel  mit  den  Entwickelungen  des  §  4,  2.  Kap., 
zu  Werke  gehen,  also  zunächst  den  Gruppenbegrift'  beiseite  lassen  und 
annehmen,  es  sei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  des  Baumes 
definiert  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 
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welche    die   Punkte   {x,  y,  z)   der  Ebene   in   ihnen  unendlich   benach- 
barte  Punkte   (a^i,  y^,  z^)    überführt,    da    hierbei  x,  y,  z   nur   um   un- 
endlich kleine  Grössen 
(0)  8x  =  l{x,y,z)8t  +  -,  dy  =  ri{x,y,z)dt-\---,  8B  =  t,{x,y,z)öt-\-- 

zunehmen.     Die  nicht   geschriebenen  Glieder  denken  wir  uns  als  con- 
vergente  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  8  t. 

Diese  infinitesimale  Transformation  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y,  z) 
des  Raumes  eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  zu.     Ihre  Länge 


mit    den    Projectionen    i,8t,    ri8t,    18 1    auf    die    drei    Axen,    variiert 
ebenso  wie  ihre  Richtung  im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt. 
tische vtr-  Indem    wir    wie    in  §  4,   2.  Kap.,    hiernach    einer   kinematischen 

lichuu"  Vorstellung  folgen  dadurch,  dass  wir  die  Punkte  des  Raumes  diese 
ihnen  durch  die  infinitesimale  Transformation  zugeordneten  Fort- 
schreitungsstrecken  wirklich  durchlaufen  lassen  im  Zeitteilchen  8t  und 
diese  Bewegung  unendlich  oft  wiederholen,  also  die  infinitesimale 
Transformation  als  Definition  einer  stationären  Bewegung  einer  com- 
pressibelen  Flüssigkeit  auffassen,  erkennen  wir  wie  damals,  dass  die 
endlichen  Gleichungen 

X,  =  ^{x,  y,  z,  t),    y,  =  W{x,  y,  z,  t),    z^  =  X{x,  y,  z,  t) 

der  stationären  Bewegung  eine  eingliedrige  Gruppe  bestimmen.  Da 
jedoch  diese  kinematische  Betrachtung  ohne  analytische  Hülfsmittel 
nicht  streng  zu  formulieren  ist,  wollen  wir  sie  hiermit  nur  angedeutet 
haben  und  ein  rein  analytisches  Verfahren  einschlagen,  um  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  zu  gelangen. 

Analytische  Wir  stcUcn  nämlich  das  simultane  System  von  drei  gewöhnlichen 

Herstellung  .         ,    .    , 

einer  ein-  Differentialgleichungen  in  a?, ,  w. ,  z-,  und  t  auf: 

gliedrigeu  i      ./i         x 

°"""-  (10)  "-•     =     iy^     =  F,^^^-, " ''« 

^    ^  l(a;i,2/i,^i)       niasi^yi,^!)      t(xi,yi,^i) 

und    denken    uns    dasselbe    integriert,    also   x^,  y^,  z^    als   Functionen 

von  t  bestimmt.    Diesen  Functionen  können  wir  die  Anfangsbedingung 

vorschreiben,    sich   für  t  =  0  auf  x,  y,  z  zu  reducieren.     Es   mögen 

sich  etwa  die  Integralgleichungen  ergeben: 

(11)      x^  =  ^{x,  y,  z,  t),     y^  =  W{x,  y,  z,  t),     z,  =  X(x,  y,  z,  t). 

Für  ^  =  0  geben  dieselben  also  einfach  a;^  =  ^j  Vi  =  y>  ^i  =  ^' 
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Diese  Gleichungen  (11)  sind  nun  der  analytische  Ausdruck  einer 
Schar  von  oo^  Transformationen  des  Raumes  und  diese  bilden  eine 
eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t. 

Zum  Nachweis  dieser  Behauptung  müssen  wir  auf  die  Art  der 
Integration  des  simultanen  Systems  (10)  näher  eingehen.  Zunächst 
besitzen  die  beiden  Gleichungen 

dx^^  dy^  dSy 

^(^1,  2/i.^i)  "~  ri{x,,y^,  z^)  ~  t(,x^  ,yi,z,) 
zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  ^^ix^,  y^,  2^  und  ^^{x^,  y^,  z^, 
die,  weil  sie  frei  von  t  sind ,  natürlich  auch  Integrale  des  ganzen  Sy- 
stemes  (10)  sind.     Um  nun  noch  ein  Integral  des  letzteren  zu  finden, 
das  t  enthält,  werden  wir  etwa  y^  und  2^  vermöge 

aus 

—  dt 


eliminieren.  Dadurch  wird  die  linke  Seite  ein  Ausdruck  in  x^  und 
den  Constanten  q,  c.^.  Diese  Gleichung  wird  folglich  eine  gewöhn- 
liche Diiferentialgleichung  zwischen  x^  und  t,  die  sich  durch  eine 
Quadratur  integrieren  lässt.     Ihr  Integral  hat  die  Form: 

F{x^,c^,c;)  —  t 
Wenn   man  c^  und  Cjj  wieder  durch  U^  und  ßg  ersetzt,  so  geht  hier- 
aus ein  Integral  des  Systems  (10)  hervor  und  zwar  in  der  Gestalt 

Da  sich  für  ^  =  0  die  Functionen  x^,  y^,  z-^  von  t  auf  x,  y,  z  redu- 
cieren  sollen,  so  ergeben  sich  also  die  gesuchten  Functionen  durch 
Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

^2i^i,yx,^x)  =  ^2{^,y,^), 

^  >^'(^]  ,yx,^x)  -i=  W(x,  y,  z) 
nach  x^,  y^,  ^j.     Die  Auflösungen   sind   die   obigen  Gleichungen   (11), 
von  denen   wir  behaupteten,  dass   sie   eine  Gruppe   vorstellen.     Diese 
Behauptung  wird  durch   die   Form   der  Gleichungen  (12)   leicht   dar- 
gethan. 

Eine  Transformation  nämlich  der  Schar  (11)  oder  —  unaufgelöst 
—  der  Schar  (12),  welche  dem  Parameterwert  t  zugehört,  führt  die 
Punkte  (x,  y,  z)  in  die  Punkte  (xi,  y^,  z^)  über.  Eine  zweite  Trans- 
formation derselben  Schar,  deren  Parameterwert  t^  sei,  wird  diese 
Punkte  (^i;2/i>%)  weiterhin  an  die  Stellen  (^^2?  2/2j -^2)  gelangen  lassen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 


(12) 
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(13)  -^2  (^2 ,  Vt ,  ^2)  =  -^2  K ;  Vi ,  ^1) , 

^(^2;  2/2,  ^2)  -ii=  ^V{x„  y„  ^1).    • 
Die   Transformation   also,   welche  die  Punkte   {x,  y,  s)  direct  in  die 
Endlagen  (x^,  y^,  z^  überführt,  geht  durch  Elimination  von  x^,  y^,  % 
aus  (12)  und  (13)  hervor.    Diese  Elimination  ist  ausführbar,  es  kommt 
einfach : 

W(x„  y„  %)  —  {t  +  tj)  =  W{x,  y,  0) , 
und  diese  Transformation  gehört  ebenfalls  der  Schar  an;    es  ist  die 
zum  Parameterwert  t  -\-  t^^   gehörige.     Insbesondere   giebt  die   Reihen- 
folge  der  Transformationen   (t)  und  ( —  t)   die  Transformation  ^  ==  0, 
d.  h.  die  identische.     Also: 

Satz  2 :  Integriert  man  ein  beliebiges  simultanes  System  von  der  Form 
dXi         ^         dy^         ^         dz^  ^  ^^ 

mit  der  Anfangsbedingung   x^  =  x,  yi  ==  y,  ^i  =  2  für  t  =  0,   so  be- 
stimmen die  Jiervorgehenden  Integralgleichungen 

^1  =  ^(^;  y>  ^,  t)i  yx  =  ^H^>  y,  ^,  0;  ^i  =  ^(^;  yy  ^^  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 
Da  die  Integration  des  simultanen  Systems 

dosi ^         dyi         ^         dz^  ^^  ^^ 

vermöge  der  Maclaurin'schen  Entwicklungen  von  x^ ,  y^ ,  s^  nach  Po- 
tenzen von  t  die  Reihen  mit  den  Anfangsgliedern: 
x^=x-\rl(x,y,z)t-\r'  •,  y^==y-{-ri{x,y,s)t-\----,  s^^s -\-l{x,y,z)t-^-- 
liefert,  so  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  construierten  Gruppe 
die  Form: 

X,=x  +  ldt+---,  y^^y-\.ridt-\-"-,  g^  =  S -{-  I8t -{-  •  • -. 
Sie  stimmt  also  mit  der  ursprünglichen  infinitesimalen  Transformation 
(8)  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  überein,  und  auf  diese  allein  kommt 
es  an,  da  dt^,  •  •  •  gegen  d^  zu  vernachlässigen  sind.  Die  Coefficienten 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  unseren  Reihenentwickelungen  ergeben 
sich  in  derselben  Weise  wie  früher  in  der  Ebene  (§  4  des  2.  Kap.). 

Wir  sagen  daher: 

Theorem  13:     Jede  infinitesimale  Tranformation 
x^=x-\-  i,{x,  y,  z)dt  -\ ,     y^=y  -^  r]{x,  y,  z)dt  -\ , 

^1  =^  +  t(^,y,^)^H — 
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gehört^  ivenn  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

dXi  ^         di/i  ^^         dz^  ^  ^^ 

I  (a^i ,  2/1 ,  ^i)        ri  {x^ ,  2/1 ,  z^)        l{x^  ,yi,Zi) 

mit  der  Anfangsbedingung ,  dass  x^  =  x,  y^  =  y ,  2i  =  8  für  t  =0 
sein  soll,  in  der  Form': 

W(xi,y^,Zi) —  t=  W{x,y,z) 
oder,  nach  x^,  y^^  aufgelöst  und  nach  t  entwicJcelt,  in  der  Form: 

•^i  =  ^  +  K^'  ^'  ^)  T  +  ( ^  H  +  ^  H  +•  ^  H)  FTä  +  •  •  • ' 

.,  =  .+  S(^,y,.)f  +  (|§  +  ,f +  s§)^  +  .... 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation,  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit 
der  gegebenen   infinitesimalen  Transformation   übereinstimmt. 

Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiel. 

Xj^  =  X  —  ydt,    yi  =  y  -{■  xdt,     Zj^  ==  z  -{■  mdt 
Wir  fragen  nach   der  von  ihr   erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.     Hier 
lautet  das  simultane  System: 


Das  System 


wurde  schon  früher  in  der  Ebene  integriert  (Beispiel  in  §  4  des  2.  Kap.). 
Wir  fanden  die  Integralgleichungen: 

Xj^  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sin  t  -{-  y  cos  t. 

Es  bleibt  also  nur  noch 

^  =  ^^ 
m 

mit  den  Anfangswerten  z,  0  von  z^  und  t  zu  integrieren.    Dies  giebt: 


dXi 

—  Vx 

X, 

dZi 
m 

=  dt. 

dxi 
-Vi 

dVi  _ 
^1 

■  dt 
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Zi   —  2  , 

m 
oder 

^1  =  5  +  mt 

Die  drei  gefundenen  Integralgleichungen  stellen  die  im  Beispiel  zu 
§  1  schon  betrachtete  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  mit  con- 
stauter  Steighöhe  um  die  ^-Axe  dar. 

Im  vorigen  Paragraphen  gingen  wir  von  einer  beliebig  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen aus  und  fanden,  dass  sie  sicher  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält.  In  diesem  Paragraphen  betrachteten  wir  umgekehrt 
eine  infinitesimale  Transformation  als  vorgelegt  und  zeigten,  dass  sie 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  erzeugt. 

Jetzt  fehlt  nur  noch  der  Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält,  sowie  dass 
jede  infinitesimale  Transformation  des  Raumes  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  angehört.     Dies  werden  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  aber  eine  Bemerkung :  Wenn  bei  zwei  infinitesimalen 
Transformationen  des  Raumes: 


und 


x  +  Ux,y,0)8t-{----,  y'==y^TJdt  +  ---,  z'==0-\-ldt-{- 


die  Coefficienten  ^,  rj,  ^  und  |,  i?,  g  von  dt  einander  im  ganzen  Räume 
in  der  Weise  proportional  sind,  dass 

ist,  wo  X  eine  Constante  bedeuten  soll,  so  sagen  wir,  wie  früher  in 
der  Ebene,  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  seien  von 
einander  abhängig,  und  betrachten  sie  als  im  Grunde  identisch.  In 
der  That,  dt  ist  ihrem  Begrißb  nach  nur  eine  gegen  Null  conver- 
gierende  Grösse,  dt  und  xdt  sind  also  als  äquivalent  aufzufassen.  Auch 
ordnen  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  dem  Punkte  (x,  y,  0) 
Fortschreitungsstrecken  d ^  j/^'"^ -f- ?2^  +  ^^  und  KÖt^^^  -\-  rf  •\-  ^  zu, 
welche  für  irgend  einen  Wert  von  8t  dieselbe  Richtung  haben  und 
deren  Längenverhältnis  im  ganzen  Raum  constant  ist. 

Nachweis,  Um  nuu   den   versprochenen   Nachweis   zu   liefern,    verfahren  wir 

(1.  e.  cingl.        .        .  TT-        •  • 

(iruppe  uur  Wie  in  §  5  des  2.  Kapitels.     Wir    gehen    aus    von   einer  vorgelegten 

eine  intin.      •-,•■,•  rn  <->        o 

Trf.  hat.  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes: 
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(15) 


(14)        x^  =  (p{x,y,z,a),    y^  =  ip{x,y,  z,a),    z,  =  i{x,y,  z,a) 
mit  dem  Parameter  a  und  nehmen  an,  es  sei 

x  =x-\-  i{x,y,s)6t-\ ,     y'  =  y  +  ri{x,y,s)dt-] 

/  =  0+  t,{x,y,s)dt-\ 

eine  infinitesimale  Transformation  derselben.  Dass  eine  solche  existiert, 
ist  ja  bewiesen. 

Nun  führen  wir  nach  der  Transformation  (a)  der  Gruppe,  welche 
die  Punkte  {x,  y,  z)  in  die  Lagen  {x^,  y^,  z^  überführt,  die  infinitesi- 
male Transformation  (15)  aus,  welche  die  Punkte  {x^,  y^,  z^  weiter 
in  neue  Lagen  {x^,  y^,  z^  gelangen  lässt: 

x^==x^-\-  l{x^,  i/i,  z^öt  H ,    2/2  =  «/i  +  ni.'^x,  Vi,  ^i)^i  H , 

Diese  Reihenfolge  der  Transformation  (a)  und  der  infinitesimalen  ist 
einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  (14)  äquivalent,  die  natür- 
lich nur  unendlich  wenig  von  der  Transformation  (a)  abweicht,  also 
etwa  den  Parameter  a  -}-  da  besitzt,  wo  da  eine  infinitesimale  Con- 
stante  bedeutet.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  (a  +  da), 
welche  die  Punkte  (x,  y,  z)  direct  in  die  Punkte  {x^,  y^,  ^2)  verwan- 
delt, lauten: 

=  (p  (x,  y,z,a-\-  8a)  eei  (p{x,y,z,a)  -^r  j-^Sa -\ , 

y^  =  il}  (x,  y,  z,a  -\-  Sa)  =  il}{x,y,  z,a) -]r  ^da -\-  •  -  ■ , 

^^  8a^.... 


(17) 


^h  =  i {^,  y,^,a-{-  ^«)  =  % (^; y, ^>  tt)  +  Sa. 

Andererseits  müssen  sie  sich  auch  ergeben  durch  Elimination  von 
x^,  yi,  Zy  aus  (14)  und  (16).  Diese  Elimination  wollen  wir  nur  zum 
Teil  wirklich  durchführen.     Es  kommt: 

X.,  =  q){x,  y,  z,  a)  +  |(a;i,  yi,z;)8t-\ , 

2/2  =  il}{x,  y,  z,  a)  +  rj(Xi,  y^,  z,)dt  -\ , 

^2  =  %{^,  y,  ^, «)  +  ?;(^i,  yi,^i)Si-\ —  • 

Die  hieraus  noch  nicht  entfernten  a^i,  y^,  z^  sollen  also  die  durch  (14) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y,  z  und  a  sein. 

Der  Vergleich  der  letzten  Relationen  mit  (17)  liefert: 


(18) 


da 
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Wir  können  nun  genau  so  wie  in  §  5  des  2.  Kapitels  erkennen, 
welche  Form  die  Gleichung  hat,  die  da  als  Function  von  dt  und 
a  darstellt.  Um  sie  zu  finden,  werden  wir  wie  damals  die  Veränder- 
lichen X,  y,  z  zunächst  specialisieren,  indem  wir  ihnen  bestimmte  Werte 
geben.    Alsdann  erhalten  wir  wie  damals  eine  Relation  von  der  Form 

8a  =  w^8t  -\-  w^df-  -\-  •  •  •  ^ 
wo  w-^,w^'  ■  •  Functionen  von  a  allein  sind  und  w-^  e|e  0  ist. 

Nun  verstehen  wir  wieder  in  (18)  unter  a;,  «/,  ß  beliebige  Ver- 
änderliche. Sobald  unter  x^,  y^,  z^  die  Functionen  (14)  von  x,  y,  z  und 
a  verstanden  werden,  müssen  die  Gleichungen  (18)  identisch  bestehen, 
sobald  da  =  w^dt  -{-  ■  ■  '  gesetzt  vrird.  Diesen  Wert  führen  wir  wirk- 
-  lieh  in  (18)  ein.  Alsdann  lässt  sich  rechts  und  links  8t  einmal  fort- 
heben. Da  8t  unendlich  klein  ist,  so  müssen  die  sich  ergebenden 
Relationen  auch  noch  bestehen,  wenn  8  t  gegen  Null  convergiert.  Dies 
liefert: 

'l  (*.,  2,,,  .,)  =  M-._^-A5)  „,(„), 

(19)  {^(^„j/„%)  =  '*'"a^'^-'«''.W, 

Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  ohne  weiteres,  dass  unsere  ein- 
gliedrige Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält.  Führt 
man  nämlich  noch  die  aus  (14)  folgenden  Werte  von  x,  y,  0,  aus- 
gedrückt in  x^,  y^,  z^,  ein,  so  erhält  man  drei  Relationen  von  der  Form: 

U^i;  Vxi  ^1)  ^  ^(^1;  Vu  ^i,  «)  •  «<^i(«); 

n{^i,  Viy  ^1)  =  Y(xi,  2/1,  Zi,  a)  •  tv^{a), 

^(^O  Vi ,  ^1)  =  ^(^1,  Vi,  ^i;  «)  •  ^M  . 
Erteilen  wir  hierin   der   Grösse   a   einen   bestimmten  Wert  ä,   so 
gehen    Xix^^,  yi,  ^i,  a) ,    Y{xi,  yi,  ^i,  a),    Z{x^,  ^1 ,  ^1?  ^)    ^^   bestimmte 
Functionen  von  ä;^,  y^,  0^  allein  über: 

^(^1,  yi,^i,ä)  =  X{xi ,  y, ,  0,), 
Y{^i,  Vu  ^i>ä)=  Y{x„  y„  0,), 

^(^1;  2/1 ,  ^n  «)  ==  Z(^i,  Vu  ^i\ 
während    w^{a)    in    eine    Constante    sich    verwandelt.     Demnach    sind 
K^i?  2/1?  ^1);  ^(^i>  Vi)  ^1);  ^(^i>  Vij  ^1)  bestimmt  bis  auf  einen  constanten 
Factor  K: 

K^i,yu^i)  =  KX{x^,y^,0^), 

'n{^uyi,h)  =  KY{x^,y^,0,), 
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und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (15)  unserer 
Gruppe.  Daher  können  sich  zwei  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  in  ihren  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen-  constanten 
Factor  unterscheiden,  d.  h.  sie  sind  als  identisch  aufzufassen.  Also 
ergiebt  sich: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transformation,  exacter 
ausgesprochen:  Alle  infinitesimalen  Transformationen  einer  'eingliedrigen 
Gruppe  des  Raumes  stimmen  bis  auf  einen  blossen  Zahlenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um  unsere  Gleichungen  (19)  von  dem  Factor  zv^  (a)  zu  befreien, 
führen  wir  an  Stelle  des  Parameters  a  in  die  Gruppe  (14)  den  durch 
die  Gleichung 


^  ^  '        (a) 


definierten  Parameter  t  ein,  indem  wir  für  a  die  hierdurch  bestimmte 
Function  a  von  t  setzen,  üq  soll  hierbei  der  Wert  von  a  sein,  dem 
die  identische  Transformation  zugehört.  Dann  werden  x^,  y^,  0^  Func- 
tionen von  X,  y,  z  und  t'. 

(20)        x^  =  0(x,  y,  z,  t),     y,  =  W{x,  y,  s,  t),     z^  =  X{x,  y,  z,  t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x,  y,  z  selbst  reducieren.  Nun  werden  die 
Gleichungen  (19)  einfach  diese: 

dx,         }./  V      dy.  ,  \     dz,         ^z  n 

d.  h.  die  endlichen  Gleichungen  (20)  der  Gruppe  sind  die  Integral- 
gleichungen des  simultanen  Systems: 

dx-^         dy.^         ds-^  ,, 

wenn  die  Anfangs  werte  x,  y,  z,  0  von  x-^,  y^,  z^,  t  vorgeschrieben 
werden. 

Da  dieses  simultane  System  durch  die  Glieder  erster  Ordnung 
der  infinitesimalen  Transformation  (15)  vollständig  bestimmt  wird,  so 
ist  auch  die  Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig 
definiert. 

Unser  Schlussergebnis  ist  also  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
rems 13: 

Theorem  14:  Jede  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  mit 
paarweis  inversen  Transfor mationen  enthält  eine  und  nur  eine 
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infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation des  Raumes  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transformationen. 
Eiugiiedriße  Wir  könneu  demnach  wie  früher  in  der  Ebene  auch  im  Räume 
zeugt  V.  e.  von  eincT  eingliedrigen  Gruppe,  erzeugt  von  einer  gegebenen  infinitesimalen 
Transformation,  sprechen,  ohne  Unklarheiten  befürchten  zu  müssen, 

§  3.  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  Reihen- 
entwiekelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe 

im  B,aume. 

Gleichwie  wir  in  der  Ebene  eine  infinitesimale  Transformation 
durch  ein  Symbol  charakterisierten,  werden  wir  auch  hier  im  Räume 
verfahren.    Liegt  die  eingliedrige  Gruppe  im  Räume  vor: 

(21)        X,  =  cp{x,  y,  s,  t),     y,  =  xl^{x,  y,  z,  t),    z,  =  i{x,  y,  z,  t), 

deren  identische  Transformation  etwa  dem  Parameterwert  ^  =  0  ent- 
spreche, so  kann  jede  Function  /^(a^i,  ^i,  ^i)  vermöge  (21)  als  Function 
von  t  und  den  Anfangswerten  x,  y,  z  aufgefasst  werden,  die  mit 
variierendem  t  sich  auch  im  allgemeinen  ändert  und  sich  für  ^  ==  0 
auf  f{x,  y,  z)  selbst  reduciert.  In  dieser  Auffassung  wollen  wir  nach 
dem  Differentialquotienten  der  Function  f{Xi,  y^,  z^)  nach  t  fragen. 
Lassen  wir  t  bis  t  -}-  dt  wachsen,  so  wachsen  die  von  t  vermöge  (21) 
abhängigen  Veränderlichen  x^,  y^,  z^  um  die  Incremente,  welche  sie 
bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe: 

{22)  x=x  +  i{x,  y,  z)8t  +  -,  y'^y+n8t-\-  -,  z=z  +  m+- 
erfahren,  nämlich  um 

dx^  =  l{x„y^,z;)8t,   8y,=ri{xy,y^,z^)dt,   öz^  =  t,{x„y^,  Zi)8t, 
sodass  die  gleichzeitige  Änderung  von  fix^^y^y^i)  sich  so  darstellt: 
*/(^i.  Vi,  ^i)  = ä^-^ orci  +  ä^  ö«/i  +  -^  dz^ 

Der  Index  1  soll  hier  überall  andeuten,  dass  x^,  y^,  z^  die  Argumente 
sind.     Der  gesuchte  Differentialquotient  lautet  also 


*)  Man   könnte    hierin    das  Variationezeichen  S  durch  das  Differentiationa 
zeichen  d  ersetzen.     Wir  finden   es  jedoch  bequemer,   das  erstere  Zeichen  beizu- 
behalten. 
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Insbesondere  für  ^==0  wird  fi^f(x,y,i)  und  also  ist  dann: 

^"^^^  st        ~^  dx^^  dy^  ^  dz 

Wir  fuhren  demnach  e^f>T\^ln 

als  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  (22)  unserer  Gruppe  ein. 
Uf  stellt  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  öt  dividierten  Zuwachs 
dar,  den  f(x,  y,  z)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  (22) 
der  vorgelegten  Gruppe  erfährt.  Ist  TJf  gegeben,  so  ist  auch  die  in- 
finitesimale Transformation  gegeben,  denn  setzt  man  in  Uf  die  will- 
kürliche Function  f^^x,y,z,  so  giebt  Uf  die  Coefficienten  |,  f?,  ?  der 
infinitesimalen  Transformation.     Es  ist  also  auch 

So  ist  z.  B. 

das  Symbol  der  in  §  1  und  §  2  als  Beispiel  betrachteten  infinitesi- 
malen Schraubung: 

x  =  X  —  ydt,     y  =  y  -\-  x8t,     z  =  z -\- vn^l- 

Wir  werden  nun  untersuchen,  wie  sich  das  Symbol  Uf  gegenüber 

der  Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  verhält. 

Es  bedarf  zunächst  keines  besonderen  Beweises,   dass,  wenn  wir  Neue  ver- 
änderliche 
in  die  Gruppe  if  der 

^  *•  Gruppe. 

(21)        x^  =  cp{x,  y,  0,  t),    y^  =  i^(a;,  y,  z,i),    z,  =  % {x,  y,  z,  t) 
vermöge  zweier  cogredienter  Gleichungensysteme: 

l  =  0(x,  y,  z),         t)  =  W{x,  tj,  z),         i  =  X{x,  y,  z); 


(24) 

ISi  ==•  Q{x^,  y^,  z,),   t)i  =  W{x^,  y,,  z^),   §i  =  X{x^,  y„  0,) 

neue  Veränderliche  J,  t),  5  und  jj,  ^1,  J^  einführen,  dann  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen,  welche  J^,  t)i,  J^  durch  £,  ^,  5  und  t  aus- 
drücken, wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen.  Es  ist  dies  ja 
selbstverständlich,  wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  nicht  als  die  zweier 
Ortsveränderungen,  sondern  als  die  einer  Coordinatenänderung  auf- 
fassen, vermöge  deren  die  Punkte  (x,  y,  z)  und  (x^,  y^,  z^  im  neuen 
System  die  Coordinaten  £,  ^,  §  und  jc^,  ti^,  g^  haben.  Zur  weiteren 
Ausführung  dieser  Auffassung  brauchen  wir  nur  auf  die  Bemerkungen 
des  §  1,  3.  Kap.,  zurückzuverweisen.     Wir  sprechen  den  Satz  so  aus: 

liie,  Differeatialgleichungeu.  15 
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Satz  4:    Fuhrt  man  in  die  eingliedrige  Gruppe 

^1  =  <5p(^;  y,  ^,  t),   Vi  =  ^(^;  y,  z,  t),   h  =  z(-^;  y,  ^,  0 

vermöge  der  Gleichimgensysteme 

(?ie  neuen   Veränderlichen  £,  t),  g  mwc?  Jj,  ^j,  j^  e*n,  so  sfeZZm  die  her- 
vorgehenden Gleichungen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

nlu^rTo"?  ^^^   ^°   entstehende  Gruppe  in  (j,  t),  §)  besitzt  nun  eine  gewisse 

'^'\^"]^';''""  infinitesimale  Transformation  und  diese  ein  gewisses  Symbol,  das  wir 
Symbol,  jj^j^  u^  bezeichnen  wollen.  Es  fragt  sich,  ob  dies  Symbol  Mf  aus 
dem  Symbol  üf  der  infinitesimalen  Transformation  der  ursprünglichen 
Gruppe  direct  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  j,  ^,  §  er- 
halten werden  kann.  Wenn  man,  wie  wir  dies  oben  gethan  haben, 
üf  als  Diff'erentialquotienten  von  f{x^,  y-^,  Z-^)  nach  t  an  der  Stelle 
^  =  0  auffasst,  so  ist  die  Bejahung  dieser  Frage  selbstverständlich, 
denn  wird  f  in  den  neuen  Veränderlichen  J^,  t)i^  l^  geschrieben,  die 
als  Functionen  von  j,  \),  §  und  t  aufzufassen  sind,  und  nach  t  differen- 
ziert an  der  Stelle  i  =  0,  so  ergiebt  sich  offenbar  ein  Ausdruck  \Xf, 
der  direct  aus  dem  Differentialquotienten  üf  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  g,  \),  §  hervorgehen  muss. 

Übrigens  könnten  wir  wie  in  §  2  des  3.  Kapitels  zur  Klärung 
dieser  Frage  auch  rein  analytisch  vorgehen.  Doch  überheben  wir  uns 
dieser  Rechnungen  durch  den  Hinweis  auf  das  damals  Gesagte.  Wie 
damals  können  wir,  entweder  indem  wir  die  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen  schreiben  und  dann  ihre  infinitesimale  Transformation 
yXf  suchen,  oder  indem  wir  direct  üf  in  U/'  verwandeln,  zu  der  Formel 
gelangen,  dass 

(26)  U/-=Pj^f+£/9|{+J/ä|{ 

ist,  wo  natürlich 

?7t)  und   ül  durch  j,  ^,  §  allein  ausgedrückt  werden  müssen. 

So  finden  wir 

Satz  5:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe: 

x,  =  <p  (x,  ij,  0,  t),    y,  =  t  {x,  y,  0,  t),    z^  =  %  {x,  y,  s,  t) 
an  Stelle  von  x,  y,  z  und  x^,  ?/, ,  z^  durch  zwei  cogredientc  Gleichungen- 
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Systeme  neue  Veränderliche  j,  t),  5  und  j, ,  t)^,  ^i  ein,  so  geht  das  Symhol 

'        ^  dx    *     '  oy    ^       dz 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  direct  in  das  Symhol 
U/"  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
gieht  sich  also: 

W^  Ui  ff  +  Pt,  %  +  Vi  %, 

tvo  natürlich  Ui,  Ut),  U^  in  den  neu&n  Veränderlichen  j;,  \),  §  m 
schreiben  sind. 

Hiernach  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  eine  gegebene  infini- 
tesimale Transformation  TJf  nebst  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  J,  ^,  5  stets  auf  eine 
beliebig  angenommene  Form  bringen  kann.  Wollen  wir  z.  B.  TJf  in 
die  infinitesimale  Transformation 

u/-=  1  (£,  ^,  s)  II  +  nih  t);  s)  1^  +  l{h  9,  s)  If 

überführen,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Functionen  J,  i),  l  von 
X,  y,  ^  nach  (25)  die  Gleichung  anzusetzen: 

Sie  soll  für  jede  Function  f  gelten,  zerfällt  also  in  die  drei  einzelnen 
Forderungen: 

(26)  crj  =  |,    u\)=:n,    Ui  =  l 

oder  ausführlich  geschrieben: 


(26') 


Dies  aber  sind  drei  simultane  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung 
von  g,  t),  l  als  Functionen  von  a;,  y,  0,  die  sich  immer  erfüllen  lassen, 
vorausgesetzt  natürlich,  dass  nicht  etwa  ^,  ^,  ^  sämtlich  identisch 
gleich  Null  angenommen  werden. 

Da    die    hierdurch  bestimmten   neuen  Veränderlichen   j;,  t),  §   die     über- 
infinitesimale  Transformation    Uf  in    Vif  überführen  und   gleichzeitigeinerGruppc 
die  von  Uf  erzeugte  Gruppe  gerade  in  die  von  Uf  erzeugte  übergeht,    andere. 
so  hat  sich  ergeben: 

15* 
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Satz  6:  Durch  Einführung  neuer  Variabein  kann  man  jede  ein- 
gliedrige Gruppe  des  Baumes  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  des 
Raumes  venvandeln. 

^aurair  ^^^  Corollar  hierzu  entwickeln  wir  Folgendes.     Nehmen  wir  ins- 

'^''j""!,''''"' besondere  die  neue  Transformation  U/"  in  der  einfachen  Form  an: 

so  geht  die  ursprüngliche  Gruppe  über  in  die  Gruppe  mit  dieser  neuen 
infinitesimalen  Transformation.     Mf  erteilt  j,  ^,  §  die  Incremente: 

ist  also  eine  infinitesimale  Translation  längs  der  J-Axe,  wenn  für  den 
Augenblick  j,  ^,  §  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  aufgefasst  wer- 
den.    Die   endlichen  Gleichungen   der   von  Vif  erzeugten  Gruppe  sind: 

wie  man  sofort  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

ö  ~    0    —  If— ^^ 

mit  den  Anfangswerten  j,  \),  §,  0  nach  Theorem  13  (§  2)  erkennt. 

Theorem  15:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränder- 
lichen liann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werden.  Insbesondere 
also   liann    ihre    infinitesimale    Transformation    in    den   neuen 

Veränderlichen  j,  t),  §  atif  die  Form  J-  gebracht  werden. 

Zur  Bestimmung  der  hierzu  nötigen  Variabein  j,  t),  J  dienen  nach 
(26)  oder  (ßQ')  die  drei  Differentialgleichungen: 


(27) 


*•     °        ^  dx    '     '  oy    '    ^  dz 


Die  neuen  Veränderlichen  j,  ^,  g,  welche  die  Verwandlung  der  Gruppe 
Uf  in  eine  Gruppe  von  Translationen  ermöglichen,  nennen  wir  ca- 
nonische und  die  dadurch  erhaltene  Form  der  Gruppe  ihre  cano- 
nische Form. 

Wir  hätten  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  einem  Wege  gelangen 
können,  der  sich  eng  an  das  in  der  Ebene  benutzte  Verfahren  an- 
schliesst  (§  1  des  3.  Kap.).    Wir  haben  ja  in  Theorem  13  (§  2  dieses 


Symbol  einer  infinitesimaleu  Transformation  und  Reihenentwickelung.     229 

Kapitels)  gefunden,  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Integration  eines  simultanen 
Systems  in  der  Form  ergeben: 

'^{^1 '  «/i  >  ^i)  —  i  =  W(x,  y,  0) . 
Wenn  wir  also 

£  =  ^:  {x,  y,0),     t)  =  ß,  {x,  y,z),     5  =  W{x,  y,  2) 
und  analog 

Ji  ==  ß, (a;, ,  1/1 ,  z^) ,     t|i  =  ^^2 C^i ,yi,^i),    h  =  W{x, ,  y„  ^1) 

setzen,  so  lauten  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen: 

und    dies  ist    die   gewünschte    eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 
längs  der  5-Axe. 

1.  Beispiel:  Wir  wollen  die  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  Beispiel«. 
längs  der  ^-Axe,  die  wir  schon  in  §  1  und  §  2  als  Beispiel  benutzten: 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sint  -{-  y  cos  t, 

Zi  =  z  -\-  mt, 
in    eine    Gruppe    von    Translationen    überführen.     Die    infinitesimale 
Schraubung  hat  das  Symbol: 

TT/. df    .       df    .         df 

'  ^  ex    '       cy    '         02 

Es  ist  hier  also  |  ^  —  y,  rj^x,  ^^m.     Die  Gleichungen  (27)  für 
die  neuen  Veränderlichen  j,  t),  §  lauten  demnach: 

—  y  ^  -r  X  ^  ■+-  m  ^-  =  0 , 
^  ex    '       dy    '         dz  ' 

(2r)  j_,|^  +  4i  +  ,„|a  =  o, 

^  ex    '       dy    '         dz 

j,  t)  sind  also  Integrale  des  simultanen  Systems: 

äx    äy  dz 

—  y  X  m 

Ein  Integral  derselben  ist  offenbar: 
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Da 

ferner 

xdy  —  ydx        dz 
x'^  -\-  y^            in 

ist, 

so  liefert 

dies 

als 

ein 

zweites  Integral: 
=  arc  tg  -^^ 

'■-'    X         m 
Die  dritte  Gleichung  (27')  wird  offenbar  befriedigt  durch 

z 

Die  drei  neuen  Veränderlichen: 

l  =  Y^^f,     ^  =  arctgf-|^,     S  =  ^ 
vermitteln  also  den  Übergang  zur  Gruppe  von  Translationen: 

Dass  in  der  That  j  und  t)  durch  die  Schraubungen  längs  der  ^-Axe 
nicht  geändert  werden,  erhellt  übrigens  auch  aus  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  denn  j  ist  der  Abstand  des  betreffenden  Punktes  (x^  y,  z) 

von  der  Schraubenaxe,  arc  tg  —  ist  der  Winkel   dieses  Abstandes  mit 

'  °  X 

der  (rc^) -Ebene,  der  sich  bei  der  Schraubung  genau  so  wie  —  ändert, 

sodass  auch  l)  =  arc  tg  — ungeändert  bleibt.     Schliesslich  kann 

dies  auch  rechnerisch  eingesehen  werden.     Denn  es  ist: 

l^  =  yx^-\-y^^=y{xco^t—y^m.ty-\-  {x%\VLt-{-yQ,osty  =  yx^-\-y^=i, 

.     y,  z,  .      X  sin  t  -\-  y  cos  t        z-\-mt 

11,  =  arc  tg  — ^  =  arc  tg  1  ., ^ — 

^^  ^  x^         m  °  X  cos  t  —  y  smt  m 

,  °        '      X  z  . 

=  arc  tg t 

1-tg*.^ 

=--  t  4-  art  tg  ^  —  -~  —  t 
'  °  X  m 


Dagegen  ist 


■   i.     y        ^ 
=  arc  tg  — =  t). 

°  X         m         ' 


z,   _z  +  mt  _z   j^t^^:^t^ 


"^        m  m  m 

2.  Beispiel:     Die  drei  Gleichungen: 

x,=x  +  \t{2z  +  t), 
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bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  in  x,  y,  z.  Wir  suchen  ihre  cano- 
nischen Veränderlichen.  Es  ist  hier  die  infinitesimale  Transformation 
(die  sich  für  t  ==  dt  ergiebt): 

'  dx    '^     dy    '^  dz 

Daher  bestimmen  sich  j  und  t)  nach  (27)  als  Lösungen  /"der  Gleichung: 

ex    '        cy    '    cz 
Dieselbe  ist  dem  simultanen  System 

dx dy  dz 

2     '^     Z  1 

äquivalent  und  hat  die  beiden  Lösungen: 

Tß  =  x  —  ^/,     t;  =  ^  —  ^z\ 
Die  dritte  neue  Veränderliche  §  bestimmt  sich  aus: 

"  ex    '        cy    '    cz 

und  kann  offenbar  gleich  z  gesetzt  werden.    Wenn  wir  also  vermöge: 
ic  =  x  —  \z',        t)  =  tj  —  \z',        i  =  05 

?i  =  ^1  -  W,   9i  =  2/1  —  W,   h  =  h 

die  neuen  Veränderlichen  j,  5,  §;  j^,  t^^,  g^  in  die  vorgelegte  Gruppe 
einführen,  so  ergiebt  sich  ihre  canonische  Form: 

Man  verificiert  dies  ohne  Schwierigkeit. 

Wie  in  zwei  Veränderlichen  die  endlichen  Gleichungen  einer  ein-  Reihenent 
gliedrigen   Gruppe    in  Form  von  Reihenentwickelungen  mit  Hülfe   des  ^j'J^[  ^°" 
Symbols    der   infinitesimalen  Transformation    der   Gruppe    geschrieben  ^«nctiou. 
werden  konnten   (vgl.  §  3  des  3.  Kap.),   so   können  wir  nun  auch  die 
endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe   Uf  des  Raumes   mit 
Hülfe  des  Symbols   TJf  entwickeln. 

Wie  wir  wissen,  giebt  die  Integration  des  simultanen  Systems 

dx^         ^         dy^ ^         dz^    ^  =  dt 

U^i,yi,^i)      ■n{<^i,yi,h)      U^i^yi^^i) 
mit  den  Anfangswerten  x,  y,  b,  0  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  also  x^^,  y^,  b^  ausgedrückt  als  Func- 
tionen   des  Parameters    t    und    der  Anfangs  werte   x,  y,  z   für  ^  =  0. 


232  Kapitel  11,  §  3. 

Eine  beliebige  Function  fi^  f{x^,yi,^i)  kann  also,  wie  wir  auch 
schon  bemerkten,  als  Function  von  t  aufgefasst  werden,  die  sich  für 
t  =  0  auf  f^f(x,y,z)  reduciert.  Die  Maclaurin'sche  Entwickelung 
giebt  folglich: 

A  ^f{.,,y,,.,)  =  f(.,y,,)  +  l  {fl_^+  -/-\  (^),^„+  . ... 

Nun  ist,  wie  wir  früher  sahen: 

dt  —  ^1  dx,  ^  ^^dtj,  ^  ^1  dz,  —  ^i'i» 

wo  der  Index  1  überall  anzeigt,  dass  x^,  y^,  ^^  die  Veränderlichen 
sein  sollen.  Hieraus  können  wir  nun  wie  in  §  3  des  3.  Kapitels  die 
allgemeine  Formel  ableiten: 


U^{UA■^■{U^Q'■■)). 


m-mal 


Setzen  wir  hierin  insbesondere  ^==0,  so  gehen  x^,  y^,  z^  in  x,  y,  z, 
f^  in  /)  C/j/i  in   TJf  u.  s.  w.  über.     Es  bleibt  also: 

w-mal 
und  die  obige  Entwickelung  giebt  daher: 

/i  =  a^u y., ^i)  =  f{^, y.^)  +  {uf+  rr^  U{ut)  +  --'. 

Diese  Formel  gilt  für  jede  Function  f{x^,  y^,  z^),  insbesondere  also 
auch  für  x^,  y^,  z^.     Daher  können  wir  sagen: 

Theorem  16:    Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

^1  —^dx^^  dy^  ^  dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  hönnen  in  Form  von  Beihen- 
entwickelungen  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben 
werden: 

x,==x-{-{Ux  +  /^^  U{Ux)  +  ^3  U{U{Ux))  +  .  • ., 
y.-y\-{Uy-{-  ^'\  U(Uy)  +  ^-  UiU(Uy))  +  •  •  ■, 
z,==z  +  {Uz-\-  ^*^  UiUz)  +  -^-^^3  UiUiUz))  +  •  • ., 
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und  jede  Function  /"(^'j ;  ^i ,  ^i)  ^«^  die  Form: 

/K,  !/i;  ^i)  =  f{^,  y,^)-\-{uf-\-  /.^  u{Vf)  +  ^3  u{ü(jjf))  +  •  •  •• 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  eine  Ausdrucksweise  einführen, 
die  sehr  bequem  ist:  Liegen  mehrere  infinitesimale  Transformationen 
Uyf,  C/g/'-  •  •  Urf  des  Raumes  vor,  so  nennen  wir  sie  von  einander 
unabhängig  dann  und  nur  dann,  wenn  zwischen  ihnen  heine  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  dagegen  abhängig,  wenn 
eine  solche  Relation: 

C,ü,f-\-C,iy-i-----\-CrUrf=0 

identisch  stattfindet. 

1.  Beispiel:    Wir  wollen  die  endlichen  Gleichungen   der  von  der  Beispiele. 
infinitesimalen  Transformation 

'  ^  dx    '        dy    '         dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  ^-Axe 
vermöge  der  Reihenentwickelungen  darstellen.  Die  Entwickelungen 
von  x^  und  y^  sind  hier  genau  dieselben  wie  im  1.  Beispiel  des  §  3, 
3.  Kap.,  sodass  sich  ergiebt: 

^1  =  ^  (l  —  f72  +   1.2.3.4  )  ~  ^  l'l    ~  1  -273  "^  )  ' 

2^1  =  ^  (t  -  rTTs  +  T7^^J7^ )  +  ^  (i  -  ri  +  •  •  •) 

oder: 

x^  =  X  cos  t  —  y  %mt, 

y^  =  X  Bin  t  -^  y  cos  t. 
Ferner  ist 

üs^m,     U{U3)^0,     U{U(Ü0))  =  O,---, 

sodass  als  dritte  Gleichung  hinzutritt: 

^1  =  0  -\-  vnt, 
was  mit  den  früheren  Ergebnissen  übereinstimmt. 

2.  Beispiel:  Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

'  ox    *        oy    '    dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  vermittelst  Reihenentwickelung  finden. 
Hier  ist: 

Ux  =  0,     ü(Ux)  =  1,     Uiü{Ux))  =  0,  u.  s.  w.; 

Uy  =  0,     U{Uy)       1 ,     U{ü{Uy))  =  0,  u.  s.  w.; 

UsiEEl,      U{U0)=O,    u.  s.  w. 
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Also  kommt: 

Xi  =  X  -{-  ßt  -\-  \zt'\ 

yi=y  +  -^t  +  ^^t\ 

Man  verificiere,  dass  diese  Gleichungen  eine  Gruppe  darstellen.  Es 
ist  dies  die  im  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  benutzte  Gruppe. 

5.  Beispiel:    Man    soll    die    endlichen    Gleichungen    der    von    der 
infinitesimalen  Transformation 

Uf^  {y  -  z)  1^-  -^{z  —  x)^-^(x~y)^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung  finden. 
Wollte  man  hier  JJx^  U{lJx),  u.  s.  w.  berechnen,  so  würde  die  Auf- 
findung der  Gesetzmässigkeit  dieser  Ausdrücke  schwierig  sein.  Be- 
quemer ist  es,  nicht  die  Ausdrücke  von  x^,  y^,  z^j  sondern  die  gewisser 
linearer  Functionen  derselben  zu  berechnen.     Es  ist  nämlich 

U{x-\-y  -]-  z)  =  0,     ü{U(x  +  ^  -f  0))  =  0,  u.  s.  w., 
also  nach  Theorem  16,  wenn  darin  f^x-{-y-{-z  gesetzt  wird: 

^1  +  ^1  +  ^1  =  ^  +  2/  +  ^• 
Ferner  ist: 

U{x  —  y)  =  y  —  2  —  (0  —  x)  =  x-}-y  —  2z, 

U{U(x  —  y))^^y  —  2-\-  z  —  x  —  2{x  —  y)^~  Zx  -j-  3y^  — 3(ic  —  y). 

Daher  wird: 

V{TJ{JJ{x-y)-))  =  -ZV{x-y\ 
ü(ü{ü{U(x  -  y))))  =  -  3  UiU(x  -  y))  =  (-  Sy(x  -  y), 

u.  s.  w.  Theorem  16  liefert  demnach,  wenn  darin  f'==x  —  y  gesetzt 
wird: 

^1  —  ^1  =  ^  —  2/  +  Y  ^^  +  ^ ""  ^^^  +  r^  *^~"  ^^  ^-^  ~  ^^  + 

=  (x-y){l-^+  1.2^ )  + 


9<» 


2-3-4  -5 


(x  —  y)  cos  t  ys  -{-  -jr  {x  -\-  y  —  2  z)  sin  t  ^3 . 

■)/3 


Wir  haben  also  gefunden: 


Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  Reihenentwickelung.     235 

a^i  —  i/i  =  a?  (cos  t  f/S  +  -—_  sin  ^  ]/3  I  + 

+  y[-  cos  ^1/3  +  ^-  sin  t  Y^)  -~^^int  V^. 
Analog  kommt: 

Si  —  x^  =  s  [cos  t ]/3  +   /7  sin  ^  j/S  j  -f- 

-{-x{-  cos  t  >/3  +  :^_-  sin  t  }/3)  -  ^'_  y  sin  tY'i- 

Da  ausserdem: 

^1  +  2/1  +  ^1  =  ^  +  ?/  +  ^ 
ist,  so  giebt  die  Addition  der  ersten  und  dritten  und  Subtraction  der 
zweiten  Gleichung: 

3a;,  =  ^  (1  +  2  cos  f\/l)  +  y{l  ~  cos  1 1/3  +  l/3  sin  1 1/3)  + 

+  ^  (1  —  cos  ^  y3  —  )/3  sin  ^  1/3). 
Indem    man    nun  r»,  y,  z   cyklisch    vertauscht,    erhält   man   auch   die 
Function  y^  und  s^  von  x,  y,  s  und  t 

Die  in  diesem  Beispiele  betrachtete  infinitesimale  Transformation 
und  eingliedrige  Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung 
fähig.  Man  bemerke  nämlich,  dass  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

die  Functionen  ]/ä;^  +  V^  +  -^^  ^^^  x)  -\-  y  -{-  2  das  Increment  Null 
erhalten,  Erstere  Function  ist  der  Abstand  des  Punktes  (x,  y,  z)  vom 
Anfangspunkt.  Der  Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  x  =  y  =  z 
ist  gleich: 

Er  erhält  also  bei  Uf  auch  das  Increment  Null.  Daher  folgt,  dass 
Uf  die  infinitesimale  Rotation  um  die  Gerade  x  =  y  =  z  vorstellt. 

4.  Beispiel:  Man  bestimme  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung.  Man  veri- 
ficiere  schliesslich  auch,  dass  die  endlichen  Gleichungen  eine  Gruppe 
darstellen. 
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Kapitel  12. 

Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  6rrui)pe  des  Raumes 
invarianten  Functionen,  Curven  und  Flächen,  insbesondere  der 

Bahncurven. 

Die  Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen  weicht  in  keiner  wesentlichen  Hinsicht  von  dem 
entsprechenden  Problem  der  Ebene  ab  (§  1  des  4.  Kap.).  Dagegen 
tritt  bei  der  Bestimmung  der  invarianten  Gebilde  insofern  ein  Unter- 
schied gegen  früher  auf,  als  wir  jetzt  zweierlei  Gebilde,  nämlich 
invariante  Flächen  und  invariante  Curven,  zu  betrachten  haben. 

§  1.     Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

Soll  eine  Function  il(x,  y,  z)  bei  allen  Transformationen  der  vor- 
gelegten eingliedrigen  Gruppe 

(1)  x^  =  (p  {x,  y,  z,t),    y,  =  tp  {x,  tj,  z,t),    2^  =  %  {x,  y,  z,  t) 

mit  der  infinitesimalen  Transformation 

i'unction*  ungeänclert  bleiben,  also  für  jedes  t  stets; 

sein,  so  liefert  die  Reihenentwickelung  nach  Theorem  16  (§  3  des 
11.  Kap.)  leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür. 
Denn  nach  jener  Entwickelung  ist: 

-^(^i;  Vi,  ^i)  =  ^{^,  y,  ^)  +  Y  USlix,  y,s)-\ . 

Soll  dies  gleich  ^{x,  y,  z)  sein  für  jedes  t,  so  muss  zunächst  notwendig 

VStix,  y,0)  =  O 

sein.  Dann  verschwinden  aber  auch  die  höheren  Glieder  Ü(U^)  u.  s.  w. 
in  der  Entwickelung.  Das  gefundene  notwendige  Kriterium  ist  somit 
auch  hinreichend. 

Theorem  17:  Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  in  drei  Veränderlichen  x,y,z  sind  die  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf=  0,  und  umgehehrt.  Es 
lässt  sich  also  auch  jede  Invariante  der  Gruppe  als  Function 
zweier  heliehiger,  aber  von  einander  unabhängiger  Invarianten 
derselben  darstellen. 
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1.  Beispiel:  Die  Gruppe  der  Sehraubungen  längs  der  ^-Axe:  Beispiele. 

x^==  X  cos  t  —  y  sin  t, 
y^  =  X  sin  t  -\-  y  cos  t, 
z^  ==  z  -\-  mt 
hat  die  infinitesimale  Transformation 

'  ^  dx    '        oy    '         dz 

Die    Invarianten    Sl    sind    also    die    Lösungen    der    linearen    partiellen 
Differentialgleichung 

^   dx    '        cy  oz 

Schon   im  1.  Beispiel  zu  Theorem  15  (§  3  des  11.  Kap.)   fanden   wir 
als  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung: 


Vx^  +  y^     und     arctg 

Die  allgemeinste  Invariante  unserer  Gruppe  ist  also: 

Sl{y¥Ty\  arctgf-^). 

Dass  wir  zwei  Invarianten  schon  damals  bestimmten,  hat  seinen 
Grund:  Die  in  Theorem  15  mit  j  und  \)  bezeichneten  neuen  (canoni- 
schen) Veränderlichen  sind  ja  nichts  anderes  als  zwei  von  einander 
unabhängige  Invarianten  der  Gruppe. 

2.  Beispiel:    Man    soll    die    allgemeinste  Invariante    der   von  der 
infinitesimalen  Rotation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Rotationen  um  die  Gerade 
X  =  y  =  z  aufstellen.  Schon  im  §  3  des  vorigen  Kapitels  im  3.  Bei- 
spiel zu  Theorem  16  bemerkten  wir,  dass 

^  -\-  y  -\-  ^     und     Yx^  -\-  y^  -j-  z^ 

von  TJf  ungeändert  gelassen  werden.  Demnach  ist  die  allgemeinste 
Invariante : 

a{x  +  y  +  B,  x^^y^-\-  z'). 

3.  Beispiel:    Man  bestimme  die  allgemeinste  Invariante   der   von 
der  infinitesimalen  Transformation 

^^—^dx^^dy^Fz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  (Vgl.  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  und 
2.  Beispiel  zu  Theorem  16  in  §  3  des  11.  Kap.) 
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§  2.     Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe,  des  Baumes. 

Zur  geometrischen  Deutung  der  Invarianten  bedürfen  wir  des 
Begriffes  der  Bahncurven ,  der  auch  sonst  hervorragende  Wichtigkeit 
besitzt. 

Indem  vs^ir  auf  einen  beliebigen  Punkt  p^  des  Raumes  mit  den 
Coordinaten  Xq,  y^,  Zq  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen 
Gruppe  ausfuhren,  gelangt  er  in  oo^  Lagen  (x,  y,  z),  die  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  den  drei  Gleichungen: 

(2)     x  =  cp{x^,y^,B^,t),     y==t(^o,yo,  ^0,^)7     ^=zK^2/o;^o^O 
Bahncurve.  ergeben  und  eine  Curve  erfüllen.    Diese  Curve  soll  die  Bahncurve  des 
Punktes  p^  heissen. 

Wenn  p^^  irgend  ein  Punkt  auf  der  Bahncurve  von  p^  ist,  so  hat 
Pi  genau  dieselbe  Curve  zur  Bahncurve;  denn  ist  Ta  die  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  Pq  nach  pj^  führt: 

(i'ü)^a-(Pi), 

so  ist  auch,  wenn  To  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe  be- 
zeichnet: 

ip,)TaTo  =  ip,)T,. 
Da 

■TaTb  =   -t(a6), 

d.  h.  gleich  einer  Transformation  der  Gruppe  ist,  so  folgt: 

die  beliebige  Transformation  Ti,  führt  also  den  Punkt  ^^  auf  der 
Bahncurve  von  Pq  in  einen  Punkt  {p^T^a^)  über,  der  ebenfalls  auf  der 
Bahncurve  von  p^  liegt.  Wir  haben  uns  hier  ganz  kurz  ausgedrückt, 
da  diese  Betrachtung  nur  eine  Wiederholung  der  in  der  Ebene  an- 
gestellten ist.     (Vgl.  §  2  des  4.  Kap.) 

Satz  1:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  p^  ein  Punkt 
auf  der  Bahncurve  von  p^,  so  hat  p^  eben  diese  Curve  auch  mr  Bahn- 
curve.    Die  Gruppe  besitzt  also  00^  Bahncurven. 

Es  hat  ja  jeder  Punkt,  der  nicht  etwa  ausnahmsweise  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  eine  Bahncurve,  während 
umgekehrt  eine  Bahncurve  für  alle  ihre  00^  Punkte  Bahncurve  ist. 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe 
auf  alle  Punkte  p  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  gehen  sie  in  Punkte 
{p)Ta  über,  welche  auf  derselben  Bahncurve  liegen,  denn  {p)Ta  ist 
ja  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p  und  diese  Bahncurve  ist  eben  die 
ursprüngliche  Curve.     Also  folgt 
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Satz  2 :  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  bleibt 
invariant  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe. 

Oben  fanden  wir,  dass  sich  die  Gleichungen  der  Bahncurven  in 
der  Form  (2)  ergeben.     Daraus  folgt: 

Satz  3:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Raumes,  so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven. 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  bestimmen, 
wenn  nur  die  infinitesimale  Transformation 

^'  —^  dx^^  dy^  ^  dz 

der  eingliedrigen  Gruppe  bekannt  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass 
ein  Punkt  (x,  y,  z)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  in 
einen  benachbarten  Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  d.*  h. 
dass  X,  y,  z  auf  der  Bahncurve  um  Incremente  dx,  dy,  dz  zunehmen, 
welche  proportional  |,  i^,  l  sind,  was  wir  in  einem  Satz  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes 
ordnen  ihren  Punkten  gerade  die  Bichtungen  zu,  welche  ihnen  vermöge 
der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  zugehören. 

Die  Bahncurven  sind  also  auch  die  Integralcurven  des  simultanen 

Systems : 

dx dy dz 

das  gerade  oo^  Integralcurven  besitzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
oo^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

Satz  5:  Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  sind  identisch  mit  den 
Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf=  0. 

Betrachten  wir  endlich  die  Gleichungen 

dx,         j,  /  N       dy,  ,  \       dz,         c./  \ 

als  Definitionsgleichungen  einer  stationären  Bewegung  eines  com- 
pressibeln  Fluidums,  so  werden  die  Strömungscurven  der  stationären 
Bewegung  die  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transformation: 

i{^>  y^^)^  +  n{^,  y^^^Ty^  ^(^'^  y^  ^)  If* 

Im  Laufe  der  Bewegung  wird  jede  Bahncurve  in  sich  verschoben. 
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Erinnern  wir  uns  nun  daran,  dass  nach  Theorem  17  des  vorigen 
Paragraphen  die  Invarianten  ß  der  Gruppe  die  Lösungen  f  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  üf=0  sind,  so  erhellt,  dass  zwei  von 
einander  unabhängige  Invarianten  der  Gruppe  gleich  Null  gesetzt 
eine  Charakteristik  dieser  Differentialgleichung,  also  eine  Bahncurve 
darstellen. 

Satz  6:  Sind  Sl^  und  Sl^  ^^^^*  '^^'^  einander  unabhängige  Invarianten 
einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes,  so  stellen  die  Gleichungen 

üi  =  Const.,     ißg  =  Coust. 
die  oo^  Bahncurven  der  Gruppe  dar. 
Beispiel.  Beispiel:    Wir    fanden    bei    der    von    der   infinitesimalen    Trans- 

formation 

erzeugten  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  0-Axe  (vgl.  1.  Beispiel 
des  §  1)  die  Invarianten 

^,  =  y^^+f,     ß,  =  arctgf-^, 
daher  stellen  die  Gleichungen: 

x^  -\-  y^  =  r^,     arctg  — =  c. 

wenn  r  und  c  darin  Constanten  bedeuten,  ihre  oo^  Integralcurven  dar. 
Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Bahncurven  auf  Rotations- 
cylindern  um  die  ;S-Axe  liegen,  die  zweite: 

arctg  ~  =  c  -\ , 

dass  der  Winkel,  den  das  Lot  vom  Punkte  {x,  y,  £)  einer  Bahncurve 
auf  die  0-Axe  mit  der  (a;</) -Ebene  bildet,  in  arithmetischer  Progression 
mit  der  Höhe  z  wächst.  Der  betreffende  Punkt  beschreibt  also  seine 
Bahncurve,  wenn  er  beständig  auf  einem  Rotationscylinder  um  die 
;s;-Axe  gleichförmig  längs  der  ^f-Axe  weitergehend  diese  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  umkreist.  Die  Bahncurve  ist  also  eine 
Schraubenlinie.     Aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

x^  =  X  cos  t  —  «/  sin  ^, 

y^  =  X  %m  t  -\-  y  cos  t, 

0^  =  0  -{-  mt 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Bahncurven  durch  Elimination  von  t. 
Die  beiden  ersten  liefern  die  Cylinder 

Xi^  -j-  2/i^  ==  x^  -\-  y^  =  Const. 

und  wegen  der  letzten  ist  t  = ,  also,  da  die  beiden  ersten 
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Vx 

= 

X 

+  tgi 

«1 

1  - 

->^ 

oder 

ergeben,  ist  auch: 

oder: 


arctg  1^  =  arctg  |-  +  t 
arctg  —  =  arctg  —  + 


arctg  — ~  =  Const. 


§   3.     Die    bei    allen  Transformationen    einer    eingliedrigen    Gruppe 
des  Raumes  invarianten  Curven  und  Flächen. 

Wie    wir  schon  oben  in   Satz  2  ausgesprochen   haben,    sind   die 
oo^    Bahncurven    der    eingliedrigen    Gruppe    invariante    Curven.      Wir 
wollen   uns  nun  die  Frage  vorlegen,  welche  Curven  überhaupt  hei  (?e^  ^"cun^e"!'^ 
eingliedrigen  Gruppe  invariant  bleiben. 

Sobald  eine  derartige  Curve  wenigstens  einen  Punkt  enthält,  der 
nicht  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  ist  sie 
eine  Bahncurve,  denn  dann  gelangt  dieser  Punkt  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  nur  nach  Punkten  seiner  Bahncurve.  Da  er 
aber  auf  der  invarianten  Curve  bleiben  soll,  muss  diese  also  auch  die 
Bahncurve  des  Punktes  sein. 

Die  zweite  Möglichkeit  ist  nun  die,  dass  alle  Punkte  der  Curve 
ein0eln  bei  der  Gruppe  invariant  bleiben.  Wenn  ein  Punkt  (x,  y,  z)  bei^^'p^a*'" 
allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  er 
zunächst  bei  der  infinitesimalen  Uf  invariant  sein,  d.  h.  die  seinen 
Coordinaten  x,  y,  z  durch  üf  erteilten  Incremente  i,8t,  ridt,  ^dt 
müssen  Null  sein.  Die  Coordinaten  (x,  y,  z)  eines  invarianten  Punktes 
müssen  demnach  das  Gleichungensystem 

(3)  l(x,y,z)  =  0,    ri{x,y,z)  =  0,     ^{x,y,z)  =  0 

erfüllen.  Alsdann  bleibt  er  aber  auch  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  invariant,  wie  man  genau  so,  wie  wir  es  früher  in  der  Ebene 
machten,  einsieht.  (Vgl.  §  3  des  4.  Kap.).  Es  kann  nun  zunächst 
vorkommen,  dass  die  Gleichungen  (3)  nicht  nur  von  einer  discreten 
Anzahl  von  Punkten,  sondern  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger 
Curven  erfüllt  werden  und  in  diesem  Falle  sind  diese  Curven  invariante 
Curven  der  gesuchten  Art.  Aber  es  kann  fernerhin  sogar  vorkommen, 
dass  die  Gleichungen  (3)  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen 

Lie,  Differentialgleichungen.  16 
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erfüllt  werden  und  in  diesem  Fall  ist  jede  beliebige  auf  einer  dieser 
Flächen  gelegene  Curve  eine  invariante  Curve. 

Theorem  18:  Dreierlei  Curven  können  bei  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Raumes,  welche  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation 

erzeugt  wird,  in  Ruhe  bleiben.  Die  einen  (stets  vorkommenden) 
sind  die  oo^  Bahncurven,  d.  h.  die  Charakteristiken  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  üf=0.  Zweitens  kann  es  vor- 
kommen, dass  die  Gleichungen 

^{x,  y,  z)  =  r](x,  y,  z)  =  t(x,  y,  z)  =  0 

von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Curven  erfüllt  werden. 
Alsdann  sind  diese  Curven  ebenfalls  invariant.  Drittens  ist 
es  möglich,  dass  diese  drei  Gleichungen  von  allen  Punkten 
einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden.  In  diesem  Falle 
ist  jede  Curve  auf  einer  dieser  Flächen  eine  invariante. 

Die  in  den  beiden  letzten  Fällen  auftretenden  invarianten 
Curven  bestehen  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten. 

Beispiele.  1.  Beispiel.'    Fragen  wir  uns,   ob   bei  der  von  der  infinitesimalen 

Transformation 

'  ^  öx    '       ()y  cz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  0-Axe, 
deren  Bahncurven  wir  in  §  2  als  Schraubenlinien  bestimmten,  in- 
variante Curven  der  zweiten  oder  dritten  Art  existiereu.  Wir  müssten 
zu  dem  Zweck 

X  ==  y  =  m  =  Q 

setzen.     Es   existieren  also  einzeln   invariante  Punkte  (im  Endlichen) 

nur  dann,  wenn  m  =  0  ist.     In  diesem  Falle  sind  es  die  Punkte  der 

.s-Axe.     Dies  ist  selbstverständlich,  denn  für  m  =  Q  reduciert  sich  die 

infinitesimale  Schraubung   Uf  auf  die  infinitesimale  Rotation 

df    ,        df 

—  y^  -{-  x~ 

^  ox    ^        cy 

um  die  ^-Axe,  die  natürlich  bei  ihr  invariant  bleibt.  Die  Schrauben- 
linien, welche  früher  die  Bahncurven  waren,  sind  zu  Kreisen  dege- 
neriert. 

2.  Beispiel:    Die  von  der  infinitesimalen  Transformation 

Uf=x^-j-y^/i-0l^ 
'  ex    *    '^  oy    ^       02 
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erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Ähnlichkeitstransformationen  (ähnlicher 
Vergrösserungen  und  Verkleinerungen)  vom  Anfangspunkt  aus,  bei 
welchen  der  Anfangspunkt  in  Ruhe  bleibt.  Denn  ihre  endlichen 
Gleichungen  bestimmen  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

^  =^  =  ^  =  dt 
oji  2/i  z^ 

mit  den  Anfangs  werten  x,  y,  0,  0  in  der  Form: 

x^^==xe*,    1/1  =  ye',     01  ==  06* 
oder,  wenn  e*  =  a  gesetzt  wird : 

x-^  =  ax,    Pi  =  ayy    z^  =  az. 

Die  Bahncurven  sind  die  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus.  Soll  ein 
Punkt  {x,  y,  z)  invariant  sein,  so  müssen  ^^x,  rj^y,  ^^  z  für  ihn 
verschwinden.  Also  bleibt  nur  der  Anfangspunkt  einzeln  invariant. 
Es  ffiebt  demnach  keine  invariante  Curve  der  zweiten  oder  dritten  Art. 
5.  Beispiel:  Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe: 

Xi  =  xt,    yi=y,    z^  =  z 

sind  offenbar  die  Geraden  y  ==  Const.,  z  =  Coust.  parallel  der  x-Axe. 
Setzen  wir  ^  =  rj  =  ^  =  0,  so  erhalten  wir  für  die  einzeln  invarianten 
Punkte  hier  die  Ebene 

x  =  0. 

Es  giebt  also  invariante  Curven  der  dritten  Art:  Jede  Curve  in  dieser 
Ebene  ist  invariant. 

4.  Beispiel:    Es  stellt,  wie  wir  wissen, 

_    a/;  ,  ^  a/- 

" dx    '        dy 

eine  infinitesimale  Rotation  um  die  z-Axe  und 

df    ,        df    .        df 
dx    *    ^  dy    ^       oz 

eine  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus 
dar.  Von  Interesse  ist  nun  diejenige  infinitesimale  Transformation, 
die  wir  aus  beiden  zusammensetzen,  indem  wir  die  erste  mit  —  1, 
die  zweite  mit  einer  Constanten  %  multiplicieren  und  darauf  beide 
addieren.     Die  dadurch  entstehende  infinitesimale  Transformation 

VfzE,  {y  +  Kx)  |/  +  (-  ^  +  ycy)  I J  +  KZ  |f 

16* 
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bewirkt  gleichzeitig  eine  unendlich  kleine  Rotation  und  eine  ähnliche 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  vom  Anfangspunkt  aus.  Wir  nennen 
sie  eine  infinitesimale  Ahnliclikeitsformation  im  weiteren  Sinne  des  Wortes 
oder  auch  eine  infinitesimale  Spiraltransformation. 

Die  Bahncurven  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind  näm- 
lich doppelt  gekrümmte  Spiralen.  Sie  ergeben  sich  ja  als  Charakte- 
ristiken der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf=Q,  d.  h. 
durch  Integration  des  simultanen  Systems: 


dx 


dy 


y  -\-  V.X        —  X  -\-  v.y 


dz 

KZ 


Einmal  folgt  hieraus: 


xdy  —  ydx 

x'  -\r  2/^ 


dz 

KZ 


und  dies  lässt  sich  sofort  integrieren.     Es  kommt  so  die  Invariante: 


ß,  ^  arctg  "-  H lg  ^;. 


Andererseits  ist: 


xdx  -f-  ydy 


«*  +  y'' 
und  dies  liefert  integriert  die  Invariante: 


dz 

z 


ß2  =  ig>vT?-ig^- 

Setzen    wir    die    beiden  Integrale  ßj    und  Sl^  Constanten    gleich,    so 

haben  wir  die  Gleichungen  der 
Bahncurven.  Wir  können  sie  offen- 
bar so  schreiben: 

lg  yx^  -^  y^  ~h  ^  arctg  —  ==  Const., 

x^  -\-  y^  =  0^ .  Const. 

Die  erste  Gleichung  stellt  die  Pro- 
jectionen  der  Bahncurven  auf  die 
(ict/) -Ebene  dar.  Es  sind  dies  c»^ 
einander  congruente  logarithmische 
Spiralen.  Die  zweite  Gleichung  ist 
die  eines  geraden  Kreiskegels, 
dessen  Spitze  der  Anfangspunkt, 
dessen  Axe  die  0-Axe  ist.  Man 
erhält  demnach  die  Bahncurven 
als  die  Curven  auf  diesen  oo^  Kegeln,  deren  Projectionen  auf  die 
(ict/) -Ebene  jene  logarithmischen  Spiralen  sind.     (Fig.  22.) 


Fig.  22. 
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Einzeln  invariante  Punkte  müssen  in  dem  jetzigen  Beispiel  die 
Gleichungen 

y  -\-  xx  ==  0,     —  X  -\-  xy  =  0 ,    0  =  0 

erfüllen.  Ist  tc^  =|=  —  1,  so  liefern  sie  x  ==  y  =  s  =  0,  also  nur  den 
Anfangspunkt.  Wenn  aber  x  =  i  ist,  wodurch  allerdings  die  Trans- 
formationen imaginär  werden,  so  giebt  es  eine  Gerade,  die  aus  lauter 
einzeln  invarianten  Punkten  besteht,  nämlich  in  der  (a;t/)- Ebene  ^  =  0 

die  Gerade: 

y  -\-  ix  =  0. 

Ist  X  =  i,  so  bleibt  auch  die  dieser  Geraden  imaginär  conjugierte: 

y  ~  ix  =^  0 

invariant,  aber  als  Bahncurve  (eine  zur  Geraden  degenerierte  Spirale), 
indem  nicht  alle  ihre  Punkte  einzeln  invariant  sind. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Flächen,  welche  alle  Transformationen  ^"^piTiüe*^ 
der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gestatten.     Wir  betrachten  also 
eine    Fläche,    deren   Punkte    bei    allen  Transformationen    der  Gruppe 
immer  wieder  in  Punkte  auf  ihr  selbst  übergeführt  werden. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar.  Zunächst  ist  es  möglich,  dass  alle 
Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant  bleiben.  Dies  kann  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  drei  Gleichungen 

^{x,  y,  z)  =  yi{x,  y,  s)  ==  l{x,  y,  2)  =  0 

von  allen  00^  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden. 

Liegt  dieser  Fall  nicht  vor,  so  wird  ein  allgemein  gewählter 
Punkt  p  der  invarianten  Fläche  von  allen  Transformationen  der  Gruppe 
in  die  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  und  diese  muss,  da  der 
Punkt  die  Fläche  nicht  verlassen  soll,  ganz  auf  der  Fläche  liegen. 
Zieht  man  also  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  die  hindurchgehende 
Bahncurve,  so  liegen  alle  diese  Curven  auf  der  Fläche,  d.  h.  die 
Fläche  enthält  00^  Bahncurven. 

Wenn  umgekehrt  eine  Fläche  von  00^  Bahncurven  der  Gruppe 
erzeugt  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  sie  bei  der  Gruppe  invariant  sein 
muss,  denn  alsdann  liegt  ja  die  Bahncurve  jedes  Punktes  p  der  Fläche 
auf  ihr  und  der  Punkt  j),  der  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
immer  nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  bleibt  be- 
ständig auf  der  Fläche. 

Theorem  19;  Es  giebt  zweierlei  Flächen,  welche  hei  allen 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  in- 
variant bleiben.  Eine  solche  Fläche  kann  entweder  aus  lauter 
einzeln  invarianten  Punkten  bestehen  —  wenn  soviele  vorhanden 
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sind  —  oder  aber  sie  ist  erzeugt  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe. 
UnigeTceJirt  ist  jede   von  oo^  Bahncurven   der  Gruppe   erzeugte 
Fläche  invariant. 
Beispiele.  1.  Beispiel.'    Bei    unserer    oft    schon   benutzten    Gruppe    von  oo* 

Schraubungen  längs  der  ^-Axe: 

Xi  ==  X  cos  t  —  y  sin  t, 

Iji  =  X  sin  t  -\-  y  cos  t, 

z^  =  z  -\-  mt 

existiert  (wenn  m  =1=  0)  kein  Punkt  im  Endlichen,  der  invariant  wäre. 
Es  giebt  also  keine  invariante  Fläche  der  ersten  Art.  Da  die  Bahn- 
curven Schraubenlinien  sind  (vgl.  §  2),  so  sind  die  von  solchen 
Schraubenlinien  mit  gleicher  Steigung  erzeugten  Flächen  die  einzigen 
bei  der  Gruppe  invarianten  Flächen.  Offenbar  kann  man  eine  solche 
Fläche  dadurch  herstellen,  dass  man  von  einer  beliebigen  Curve  aus 
alle  dieselben  schneidenden  oo^  Schraubenlinien,  welche  Bahncurven 
sind,  zieht,  oder  also  dadurch,  dass  man  diese  beliebige  Curve  in 
Schraubenbewegung  mit  der  richtigen  Steigung  längs  der  ^!-Axe 
hinführt. 

2.  Beispiel:  Anders  verhält  es  sich  bei  der  von  x  J~  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe: 

^1  =  ^^;  Vi  =y,  h  =  ^' 
Die  Bahncurven  sind  hier  die  Parallelen  zur  ic-Axe.  Demnach  ist 
jede  Fläche,  welche  von  oo^  dieser  Geraden  erzeugt  wird,  also  jede 
Cy linderfläche  parallel  der  ^-Axe  invariant.  Es  giebt  aber  noch  oo^ 
einzeln  invariante  Punkte,  nämlich  die  der  Ebene  x  =  0,  die  also 
auch  eine  invariante  Fläche  ist. 

Da  man  aus  der  Schar  der  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  auf  unendlich  vielfache  Weise  je  oo^  herausgreifen  und  zur 
Erzeugung  einer  invarianten  Fläche  zusammenfassen  kann,  so  giebt 
es  bei  jeder  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  oo^   invariante  Flächen. 

Wenn  nun  insbesondere  die  durch 

Sl{x,  y,  0)  =  Const. 

dargestellten  oo^  Flächen  sämtlich  invariante  Flächen  sind,  so  muss, 
wenn  (x,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Flächen,  etwa  der  Fläche 

ist,  dieser  Punkt  durch  die  allgemeine  Transformation 

x^  =  (p{x,y,z,t),    yi  =il^{x,y,z,t),    s^  =  lix,  y,  z,  t) 
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der  Gruppe  in  einen  Punkt  (x^,  y^,  is^)  derselben  Fläche  übergeführt 
werden.     Es  muss  also 

"^(^1;  Vu  ^l)  =  C 

sein,  sobald 

ist.  Da  dies  für  jede  einzelne  Fläche  Sl  =  Const.,  also  für  jedes  c 
gelten  muss,  so  folgt,  dass  für  alle  x,  y,  b: 

sein  muss.     Sl  ist  daher  eine  Invariante  der  Gruppe. 

Umgekehrt  erhellt  ohne  weiteres,  dass  jede  Invariante  Sl  der 
Gruppe,  gleich  Const.  gesetzt,  oo^  einzeln  invariante  Flächen  darstellt. 
Hiermit  haben  wir  die  Invarianten  geometrisch  gedeutet: 

Satz  7 :  SeM  man  eine  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  des 
Raumes  gleich  Const,  so  stellt  sie  oo^  einzeln  invariante  Flächen  dar, 
und  umgeJiehrt  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung 

Si{x,  y,  z)  =  Const. 

einer  Schar  von  oo^  einzeln  invarianten  Flächen  stets  eine  Invariante  der 
Gruppe.    Sind  u  und  v  irgend  swei  von  einander  unabhängige  Invarianten 
der  Gruppe,  so  ist   W{u,  v)  =  Q  die  allgemeine  Form  einer  invarianten 
Fläche,  deren  PunTcte  nicht  sämtlich  einzeln  invariant  sind. 
Selbstverständlich  ist  im  allgemeinen  die  Fläche 

£l(x,  y,z)  =  c 

nicht  von  einzeln  invarianten  Punkten  gebildet,  denn  sonst  würden 
ja,  da  jeder  Punkt  (x,  y,  z)  im  allgemeinen  auf  einer  der  Flächen 
ü  =  Const.  liegt,  alle  Punkte  des  Raumes  einzeln  invariant  sein.  Die 
Fläche  iß  =  c  enthält  also  bei  allgemein  gewähltem  c  oo^  Bahncurven 
der  Gruppe. 

Der  obige  Satz  stimmt  sonach  mit  der  geometrischen  Deutung  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

'        ^  ox    ^     '  cy    '       dz 

überein,  welcher  die  Invarianten  Sl  genügen.  Denn  wir  erkannten  in 
§  1  des  10.  Kapitels,  dass  eine  Lösung  f  =  Sl  dieser  Differential- 
gleichung, gleich  Const.  gesetzt,  cx)^  Flächen  darstellt,  deren  jede  von 
oo^  Charakteristiken  dieser  Gleichung  erzeugt  wird,  und  diese  Charakte- 
ristiken sind  nach  Satz  5  des  §  2  die  Bahncurven  der  Gruppe. 

Bekanntlich  stellen  zwei  Lösungen  ß^  und  Sl^  der  obigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  gleich  Const.  gesetzt  eine  Charakteristik, 
also   eine  Bahncurve   der  Gruppe   dar.     Es   ist   aber  auch  geometrisch 
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klar,  dass  die  Schnittlinie  der  beiden  invarianten  von  je  oo^  Bahn- 
curven  erzeugten  Flächen 

ißfj  =  Cj^,        üg   °==  ^2 

eine  Bahncurve  ist,  denn  die  Bahncurve  eines  Punktes  dieser  Schnitt- 
linie muss  sowohl  der  einen  als  auch  der  anderen  Fläche  angehören. 
Ausnahmsweise  kann  es  natürlich  allerdings  auch  vorkommen,  dass 
alle  Punkte  der  Schnittlinie  einzeln  invariant  sind.  Dann  ist  sie 
natürlich  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Curve  der  zweiten  oder 
dritten  Art  des  Theorems  18. 
Beispiel.  Beispiel:  Bei  der  Gruppe  von  oo^  Rotationen  um  die  ^;-Axe: 

Xj^  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^^  =  X  sin  t  -\-  y  cos  t, 

h   =^; 

deren  infinitesimale  Transformation  ist: 

TT/. .  cf    ,        df 

sind  die  Invarianten  Lösungen  der  Differentialgleichung 

cf    ,       df       p. 
—  y7^4-x-^  =  0. 
^  ex    '        cy 

Zwei  unabhängige  Lösungen  derselben  sind: 

Sl^=x^  -^  y\     £1^  =  z, 

und  jede  andere  Lösung  ist,  wie  bekannt,  eine  Function  dieser  beiden. 

Mithin    wird    eine    von    Bahncurven    der    Gruppe    erzeugte    invariante 

Fläche  in  allgemeinster  Weise  dargestellt  durch 

0{x^  +  ^^  s)  =  0 
oder: 

3  =  q>{x^  +  y^). 

Es  ist  dies  die  allgemeine  Gleichung  einer  Rotationsfläche  um  die 
^-Axe.  Zwei  solche  Rotationsflächen  schneiden  sich,  wenn  sie  sich 
überhaupt  treffen,  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene  zur  ^-Axe  senkrecht 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  z-Axe  liegt.  In  der  That  ist  jeder 
derartige  Kreis  Bahncurve.  Eine  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten 
bestehende  Fläche  giebt  es  hier  nicht,  denn  nur  die  Punkte  x  =  y  =  0 
der  0-Axe  sind  invariant. 

§  4.     Analytische  Kriterien  für  die  Invarianz  einer  Curve  oder 
Fläche  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes. 

In  dem  vorangehenden  Paragraphen  bestimmten  wir  alle  Flächen 
und  Curven,  die  bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.    Wir  fanden  zwei  Arten  invarianter  Curven,  nämlich 
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die  Bahncurven  und  die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehenden 
Curven.  Andererseits  fanden  wir  gwei  verschiedene  Arten  invarianter 
Flächen,  nämlich  die  von  Bahncurven  erzeugten  Flächen  zusammen 
mit  denjenigen  Flächen,  die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  dass  alle  invarianten  Curven  sich 
durch  ein  einziges  analytisches  Kriterium  definieren  lassen;  dieses  gilt 
für  die  beiden  Arten  invarianter  Curven  und  für  keine  andere  Curve 
des  Raumes.  Noch  wichtiger  ist  es,  dass  sich  für  die  Invarianz  einer 
Fläche  ein  einziges  Kriterium  aufstellen  lässt,  welches  von  allen  in- 
varianten Flächen  und  von  keiner  andern  Fläche  erfüllt  wird.  Dies 
wollen  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  haben   wir  iedoch   einige   Bemerkungen   über   gewisse   zuUnstatthafte 

J  o  OD  Darstelluu- 

vermeidende   analytische  Darstellungsformen  von  Flächen  und  Curven  „gen  vou 

''  "^  1  lächeu  u. 

ZU  machen.  curven. 

Man  kann  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  einer  beliebigen 
Fläche 

so   geschrieben  ist,  dass  nicht  ö^?    p~;   2~  sämtlich  für  alle  Punkte 

der  Fläche  verschwinden.  Denn  man  braucht  sich  z.  B.  die  Gleichung 
nur  nach  einer  der  darin  vorkommenden  Veränderlichen,  etwa  nach  2, 
aufgelöst  zu  denken: 

3  —  Fix,  y)  =  0, 

um  zu  erreichen,  dass  der  Differentialquotient  der  gleich  Null  gesetzten 
Function  nach  z  verschieden  von  Null,  nämlich  gleich  1,  wird.  Für 
die  berührte  Ausnahmeform  ist  dies  ein  Beispiel:  Die  Gleichung  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  kann  offenbar  so 
geschrieben  werden: 

(o  =  {x""  -{- y^  +  z'  —  If  =  0. 
Hier  ist: 

-^  =  4:xix^-{-y''  -^  z''—l), 

also  gleich  Null  für  alle  Punkte  der  Kugel,  analog  ^  und  —-    Eine 

^    ^  '^   cy  CS 

solche  Darstellungsform  soll  also,  da  sie  stets  vermieden  werden  kann, 
als  ausgeschlossen  gelten. 

Eine  ganz  ähniche  Bemerkung  gilt  für  die  Darstellung  einer 
Raumcurve  durch  zwei  Gleichungen 

«1  (^;  y,^)  =  0,     «2 (x,  y,  z)  =  0. 
Wir   dürfen   voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  derselben  so  gewählt 
sind,  dass  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 
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Kapi 

tel  12, 

§4- 

dcoj^ 

doo^ 

doo^ 

dx 

dy 

dz 

dx 

dy 

d(Oi  da^ 

_  d 

CO,   doo^ 

oder  also  der  Ausdruck 


dy    dz  dz    dy 

und  die  beiden  durch  cyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  daraus 
hervorgehenden  Ausdrücke  sämtlich  für  alle  Punkte  der  Curve  ver- 
schwinden. In  der  That  kann  man  dies  stets  vermeiden,  wenn  man 
z.  B.  die  Gleichungen  nach  zweien  der  in  ihnen  vorkommenden  Ver- 
änderlichen, etwa  nach  y  und  z,  auflöst: 

y~F^{x)  =  0,    3-F,{x)=.0, 


denn  dann  ist 
und  also 


-F^{x),     <o,  =  z-F,{x) 


dy    dz 


di 


dz     cy 
Unzulässig  ist  z.  B.  das  Gleichungenpaar 

2/  =  0,     yz  =  0 
zur  Darstellung  der  ;r-Axe. 


=  1  +  0. 


Invariauz- 

Kiiterium 

für  eine 

Fläche. 


Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  kommen  wir  nunmehr 
zur  Sache. 

Eine  Fläche 

bleibt  bei  allen  Transformationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe,  welche  x,  y,  z  in  x^,  y^,  z^  überführen,  invariant  dann  und 
nur  dann,  wenn  die  Gleichung 

stets  nur  eine  Folge  von 

Gi{x,y,z)  =  0 

ist.  Nach  Theorem  16  des  §  3,  11.  Kap.  kann  die  erste  Gleichung 
auch  so  geschrieben  werden: 

(4) 


•(^,  y,  ^)  + 1  ^«  + 1^  u{Uco)  -f  • . .  =  0. 


Da  sie  für  alle  Werte  des  Parameters  t  eine  Folge  von  (o(x,y,z)  ==  0 
sein  soll,  so  folgt  als  eine  erste,  notwendige  Bedingung,  dass: 

U(o  {x,  y,  z)  =  0 
sein  muss  vermöge  g}(x,  y,  z)  =  0. 
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Diese  Bedingung  ist  nun  aber  auch  hinreichend.  Zum  Nachweis 
dieser  Behauptung  deuten  wir  sie  geometrisch.     Es  soll 

s-ein  für  alle  Punkte  der  Fläche.  Da  wir  nach  den  vorangeschickten 
Bemerkungen    voraussetzen    dürfen,    dass    nicht   für    alle    Punkte    der 

Fläche  die  Differentialquotienten  2^;  q^>  g-  gleichzeitig  verschwinden, 

so  sagt  diese  Gleichung  aus,  dass  entweder  |  =  -j^  =  ^  =  0  ist  für  alle 
Punkte  der  Fläche,  d.  h.  alle  Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant 
sind  (nach  §  3)  —  und  dann  ist  auch  die  ganze  Fläche  invariant  — , 
oder  aber  dass  für  einen  allgemein  gewählten  Punkt  der  Fläche 
I,  7j,  g  proportional  den  Richtungscosinus  einer  Tangente  der  Fläche 

in  diesem  Punkte  sind,   denn  0^,  0-,  ^  sind  proportional  den  Rich- 

ox '  cy'  cz  '^ 

tungscosinus  der  Flächennormale  des  Punktes.  In  diesem  Falle  ent- 
hält also  die  Fläche  die  Richtungen,  welche  die  infinitesimale  Trans- 
formation üf  der  Gruppe  ihren  Punkten  zuordnet,  und  folglich  auch 
die  Bahneurven  dieser  Punkte  (vgl.  Satz  4  des  §  2).  Die  Fläche  ist 
daher  von  cx)^  Bahneurven  erzeugt  und  invariant. 

Also  können  wir  sagen: 

Satz  8 :  Eine  Fläche  oder  Gleichung  co  (pc,  y,  0)  =  0  gestattet  alle 
Transformationen  der  von  TJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes 
dann  und  nur  dann,  wenn  Uco  =  0  ist  für  alle  PunMe  der  Fläche, 
resp.  Wertsysteme  der  Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  so  ge- 
wählt ist,  dass  nicht  etwa  k—  ,  -ö-  ,  o—  sämtlich  vermöge  co  =  0  ver- 
schwinden. 

An  dieses  Kriterium  knüpfen  wir  noch  einige  Bemerkungen  an. 
Da  hiernach  das  Verschwinden  von  Uco  vermöge  0?  ==  0  eine  rein 
begriffliche  Deutung  hat,  nämlich  die,  dass  to  ==  0  eine  bei  der  Gruppe 
invariante  Fläche  ist,  und  da  diese  Deutung  von  der  Wahl  der  Ver- 
änderlichen und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der  Fläche 
unabhängig  ist,  so  folgt: 

Satz  9:  Ist  hei  einer  infinitesimalen  Transformation  TJf  in  drei 
Veränderlichen  x,  y,  z  der  AusdrucTi  Ua  {x,  y,z)  =  0  vermöge  co  {x,  y,  z)  =  0, 
so  gilt  das  Entsprechende  auch  hei  Einführung  anderer  Veränderlicher 
und  unabhängig  von  der  Darstellungsform  der  Gleichung  co  =  0,  voraus- 
gesetzt nur,  dass  nicht  mit  co  auch  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  CO   nach   den  drei  Veränderlichen  sämtlich  verschwinden.     Natürlich 


252  Kapitel  12,  §  4. 

tvird  auch  angenommen,  dass  die  Transformation  für  die  in  Betracht 
kommenden   Wertsysteme  regulär  ist. 

Das  Kriterium  Ua  ==  0  vermöge  o)  =  0  ergab  sich  zunächst  als 
notwendig,  indem  wir  die  Reihenentwickeluug  (4)  nur  in  ihren  ersten 
Gliedern  betrachteten.  Es  liegt  danach  nahe,  die  Redeweise:  eine 
Fläche  (o  ==  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  üf,  zu  ge- 
brauchen, sobald  Uco  =  0  vermöge  cj  =  0  ist.  Alsdann  können  wir 
Satz  8  so  aussprechen: 

Satz  10:  Eine  Fläche  gestattet  alle  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  des  Raumes,  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transfor- 
mation gestattet. 

Kriterium  ^^^^  ^^®  durch  die  beiden  Gleichungen 

für  eine  /  \  y-K  /  \  /-\ 

curve  ci^{x,  y,  z)  =  0 ,     G)^{x,  y,  Z)  =  0 

dargestellte  Curve  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestatten,  so  müssen  auch  die  durch  eine  beliebige  dieser  Transfor- 
mationen nach  den  Stellen  (x^,  y^,  z^)  übergeführten  Punkte  der  Curve 
auf  derselben  liegen,  d.  h.  es  muss 

"1(^0  yi,  ^1)  =  0,     ca^{x,,y„  z,)  =  0 
sein,  sobald 

»1  i^,  y,  ^)  =  0,    G)^{x,  y,z)  =  0 
ist.     Wegen  der  Reihen entwickelungen: 


(5) 


t                           t^ 
«i(^;  y>^)  +  Y  ^«i(^^ y,^)+  i72  U{Ugj^(x,  y,z))  -\ =  0, 

t  t^ 

»2(^;  y,^)  +  T  ^^2(^:2/?^)  +  172  ^(Ua^ipc,  y,z))  -] =  0 


der  beiden  ersten  Gleichungen,  und  da  dies  für  alle  Werte  des 
Parameters  t  gelten  muss,  ergiebt  sich  zunächst  als  notivendige  Be- 
dingung, dass 

Ua^  {x,  y,z)  =  0,     U(x)2  {oc,  y,z)  =  0 

sein  müssen,  sobald  gleichzeitig  (ö^  =  cog  =  0  ist. 

Dass  dieses  Kriterium  auch  hinreicht,  wird  durch  seine  geometrische 
Deutung  klar:  Die  beiden  Gleichungen 

die  für  alle  Punkte  der  Curve  bestehen  sollen,  sagen  aus,  dass  ent- 
weder für  alle  Punkte  der  Curve  |  =  ij  ==  ^  =  0  ist,  d.  h.  dass  alle 
Punkte  derselben  einzeln  invariant  sind,  oder  nicht.     Da  wir  nach  der 
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zweiten  der  vorangeschickten  Bemerkungen  annehmen  dürfen,  dass 
die  zweireihigen  Unterdeterminanten  der  Matrix 

8(0^      d(Oi      dcoi 

dx       dy       dz 

dx       dy        dz 

nicht   sämtlich   für   alle  Punkte   der  Curve   verschwinden,   so   sind  die 

Grössen 

d(Oy        d(o^        dtOi 

dx  '      dy  '      dz 
und 

d(02  dco^  3  COg 

dx  '  dy  '  dz 
proportional  den  Richtungcosinus  zweier  verschiedener  Normalen  der 
Curve.  Die  Gleichungen  (6)  sagen  demnach  in  dem  zweiten  Falle, 
dass  I,  r}  und  ^  nicht  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden,  das 
aus,  dass  |,  tj,  ^  den  Richtungscosinus  der  zu  diesen  beiden  Normalen 
senkrechten  Geraden,  d.  h.  der  Curventangente,  proportional  sind.  Die 
Curve  hat  also  in  jedem  ihrer  Punkte  die  demselben  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  üf  der  Gruppe  zugeordnete  Richtung,  mit 
anderen  Worten:  sie  ist  Bahncurve  (vgl.  Satz  4  des  §  2)  und  als 
solche  invariant. 

Satz  11:  Eine  Curve 

gestattet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  von  üf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes,  wenn  üci^  und  Uco^  für  alle  Punlcte 
der  Curve  verschwinden,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  der  Curve 
so  gewählt  sind,  dass  nicht  etwa  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten 
der  Matrix 

^  (Ol         CCOj^         dwi 

dx       dy        dz 

d  00^  dco^  3ü3j 

dx       dy        dz 

für  alle  Punlcte  der  Curve  verschwinden. 

Wie  oben  beim  Satze  über  die  Invarianz  einer  Fläche  bemerken 
wir  auch  hier,  dass,  da  nach  dem  eben  gefundenen  Satze  das  Ver- 
schwinden von  Ua^  und  C/^Og  vermöge  o^  ==  Og  =  0  eine  rein  begriff- 
liche Bedeutung  hat,  dies  Verschwinden  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Veränderlichen  und  der  speciellen  Darstellungsform  der 
Curve.     Also: 

Satz  12:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  x,  y,  z 
sowohl  Uc3^(x,y,z)  als  auch  ÜG)^{x,y,z)  gleich  Null  vermöge 
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so  gilt  das  Entsprechende,  wenn  neue  Veränderliche  eingeführt  werden, 
und  hei  jeder  Darstellungsform  des  Gleichungssystems  Oj  .=  «2  =  ö> 
vorausgesetzt,  dass  diese  Barstellungsform  nicht  etwa  so  gewählt  ist,  dass 
die  Differentialquotienten  von  ca^  nach  den  drei  Veränderlichen  denen  von 
«2  nach  denselben  proportional  werden  vermöge  »i  =  «2  =  0. 

Die  Redeweise:  eine  Gurve  cj^  ==  Og  ==  0  gestattet  die  infinitesi- 
male Transformation  üf,  sobald  üco^  =  fJog  ==  0  ist  für  alle  Punkte 
der  Curve,  liegt  auch  hier  ausserordentlich  nahe,  da  wir  ja  das  Kri- 
terium zunächst  als  notwendiges  ableiteten,  indem  wir  in  den  Reihen- 
entwickelungen (5)  nur  die  ersten  Glieder  berücksichtigten.  Deshalb 
sprechen  wir  Satz  11  auch  so  aus: 

Satz  13:  Eine  Curve  gestattet  die  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation üf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes,  sobald  sie  diese 
infinitesimale  Transformation  Uf  zulässt. 

§  5.     Einige  geometrische  Beispiele. 

Im  Anschluss  an  die  auseinandergesetzten  Theorien  wollen  wir 
beispielsweise  alle  Curven  und  Flächen  bestimmen,  welche  die  von 
einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugte  eingliedrige 
Gruppe  gestatten.  Unter  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes 
versteht  man  eine  solche,  welche  jeden  Punkt  des  Raumes  in  einen 
Punkt  und  alle  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  wieder  in 
die  Punkte  einer  Ebene,  also  auch  alle  Punkte  einer  Geraden  —  als 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  —  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden 
überführt.  Man  kann  zeigen  —  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  ein- 
gehen —  dass  es  unter  diesen  projectiven  Transformationen  auch 
solche  giebt,  welche  vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  in  Ruhe  lassen. 
Wir  wählen  einen  dieser  Punkte  zum  Anfang  und  die  drei  anderen 
als  die  unendlich  fernen  Punkte  d-er  drei  Axen.  Man  findet  dann, 
dass  das  Symbol  einer  derartigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation die  Form  annimmt: 

vf^^^H  +  ßyli  +  y^w' 

wie  wir  ohne  nähere  Begründung  bemerken.  (Vgl.  die  verwandte 
Betrachtung  in  §  4  des  4.  Kap.) 

Wir  wollen  also  die  bei  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf 
oder,  was  nach  Satz  10  und  13  des  vorigen  Paragraphen  dasselbe  ist, 
die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invarianten  Curven  und  Flächen 
aufsuchen. 
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Die    endlichen  Gleichungen    unserer  Gruppe    ergeben    sich    durch 
Integration  des  simultanen  Systems 

^  ==  ^  =  ^  ~i-  =  dt 
ax^         ßy,         yz, 

in  der  Form 

Daher  ergeben  sich  die  Bahncurven  durch  Elimination  von  t  aus:        Bahncurven 

o  e.  inf.  proj. 

Trf.  des 
X  =  XqC"',      y  =  y^eP^      S  =  S^ey'  Baumes. 

in  der  Form: 

i  £  JL 

\xj  \yj  \zj 

oder  in  der  Form: 

111 

x^  =  ÄyJ  =  Bi^ 
und  sind  im  allgemeinen  transcendente  Curven.    Bei  besonderer  Wahl 
der  im  Symbol   Uf  auftretenden  Constanten  a,  ß,  y  sind  sie  jedoch 
algebraisch,    so    für   a  ==  1,    ß  =  2,    y  =  3    die   Raumcurven    dritter 
Ordnung : 

y  =  Const.  x^,    0  =  Const.  x^. 

Um  sich  eine  Vorstellung  vom  Verlauf  der  Bahncurven  unserer  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf  zu  machen,  erweist  sich  folgende  Bemerkung 
als  nützlich.     Die  Gleichung 

ax^  -\-  ßy^  -\-  y^^  ==  Const. 

stellt  00^  einander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Flächen  zweiten 
Grades  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  dar,  deren  Axen  die  Coordi- 
natenaxen  sind.  Die  Grössen  ccx^  ßy,  yz  sind  proportional  den  Rich- 
tungscosinus der  Normalen  der  durch  den  Punkt  {x,  y,  0)  gehenden 
Fläche  aus  dieser  Schar.  Mithin  sind  die  00^  Curven,  welche  alle 
jene  00^  Flächen  senkrecht  treffen,  die  Integralcurven   des  simultanen 

Systemes 

dx        dy         dz 

ax         ßy         yz' 

also  die  Bahncurven  unserer  Gruppe*). 


*)  Allgemeine  Untersuchungen  über  gewundene  Curven  und  Flächen,  welche 
unendlich  viele  vertauschbare  projective  Transformationen  gestatten,  wurden  zu- 
erst angestellt  von  Klein  und  Lie  in  den  Comptes  rendus  1870  sowie  im  dritten 
Bande  der  Mathematischen  Annalen.  Sodann  gab  Lie  die  Bestimmung  aller 
Flächen^  welche  eine  continuierliche  projective  Gruppe  gestatten.  —  Die  im 
Text  gegebene  einfache  geometrische  Definition  aller  gewundenen  Curven,  die 
eine  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  rührt  von 
Scheffers  her. 
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Ausser  den  Bahncurven  könnte  es  noch  invariante  Curven  geben, 
die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen.     Aber  da  wegen 

für  diese  Punkte  die  Bedingungen 

ax  =  ßy  =  yz  =  0 

bestehen,  so  ist  klar,  dass  es  im  Endlichen  nur  einen  invarianten 
Punkt,  nämlich  den  Anfang,  giebt,  sobald  a,  ß,  y  alle  drei  verschieden 
von  Null  sind.  Ist  nur  eine  dieser  Constanten  gleich  Null,  etwa  y, 
so  bleiben  alle  Punkte  der  ^-Axe  einzeln  in  Ruhe.  Die  ^-Axe  ist 
dann  die  einzige  invariante  Curve  der  gesuchten  Art.  Sind  zwei  Con- 
stanten gleich  Null,  etwa  ß  und  j/,  so  bleiben  alle  Punkte  der  (^8)- 
Ebene  in  Ruhe.  Jede  in  dieser  Ebene  gezogene  Curve  ist  dann  in- 
variant. 

fnf  ^iTO^'^  ^^^  fragen   nun  nach   den   bei  unserer   eingliedrigen  projectiven 

Variante    Gruppc   üf    Invarianten  Flächen. 

Flächen.  Zunächst  gicbt  es  eine  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehende 

Fläche  nach  unseren  letzten  Bemerkungen  nur  dann,  wenn  zwei  der 
Constanten  a,  /3,  y,  etwa  ß  und  y,  verschwinden.  Es  ist  dann  die 
Ebene  x  =  0. 

Um  sonstige  invariante  Flächen  zu  construieren,  haben  wir  oo^ 
Bahncurven  zu  einer  Fläche  zusammenzufassen.  Nun  lassen  sich  die 
Gleichungen  einer  Bahncurve  so  schreiben: 

£  L 

y  =  ax" ,    z  =  bx"  , 

sobald,  wie  wir  annehmen  dürfen,  a  4=  0  ist.     Hier  sind  — ,  —  durch 

die  infinitesimale  Transformation  Uf  gegebene  bestimmte  Zahlen,  a 
und  &  dagegen  können  beliebig  angenommen  werden.  Man  erhält  ins- 
besondere <x^  Bahncurven,  wenn  man  zwischen  a  und  &  eine  Relation 
festsetzt: 

h  =  cp(a). 

Alsdann  erfüllen  diese  cx)^  Curven  die  Fläche: 

_x  -£ 

zx    '^  =  (p(y-x    " ) 
oder: 

z  =  x"  ip(y'^-xrß) . 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  einer  bei  allen  Transformationen 
der    vorgelegten   eingliedrigen   projectiven   Gruppe  invarianten   Fläche. 
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Wir  wollen  einige  flächentheoretische  Bemerkungen  in  betrefi"  der 
Haupttangentencurven  dieser  Flächengattung  anknüpfen.  Leser,  welche 
mit  der  Flächentheorie  noch  keine  nähere  Bekanntschaft  gemacht 
haben,  können  ohne  Beeinträchtigung  des  Späteren  den  Rest  dieses 
Kapitels  überschlagen.  Bekanntlich  hat  eine  Haupttangentenrichtung 
in  einem  Flächenpunkt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Punkt  sich 
längs  derselben  bewegt,  seine  Tangentialebene  um  diese  Richtuug  sich 
dreht.  Jede  Transformation  unserer  Gruppe  üf  hat  nun  die  Eigen- 
tümlichkeit, Geraden  in  Geraden,  Ebenen  in  Ebenen  überzuführen. 
Da  sie  die  Fläche 

in  sich  überführt,  so  ergiebt  sich,  dass  sie  jede  Tangentialebene  der 
Fläche  wieder  in  eine  Tangentialebene  verwandelt.  Wegen  der  obigen 
(rein  projectiven)  Definition  der  Haupttangentenrichtungen  muss  die 
Transformation  auch  jede  Haupttangentencurve  der  Fläche  wieder  in 
eine  Haupttangentencurve  derselben  überführen.  Es  giebt  somit  eine 
bekannte  infinitesimale  Transformation  üf,  welche  die  cx)^  Haupt- 
tangentencurven der  Fläche  unter  sich  vertauscht. 

Wir  können  x  und  y  als  Parameter  auf  der  Fläche 

betrachten  und  also  die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 
in  X,  y  allein  schreiben.     Sie  ist  in  dx  und  dy  quadratisch  und  es  sei 

Xdy  ~  Ydx  =  0 

einer  ihrer  beiden  linearen  Factoren.  X,  Y  sind  hierin  bekannte  Func- 
tionen von  X  und  y.  Da  die  zu  Xdy  —  Ydx  =  0  gehörige  Schar 
von  Haupttangentencurven  unsere  projective  Transformation  üf  ge- 
stattet, so  folgt,  dass  die  Differentialgleichung: 

Xdy  —  Ydx  =  0, 

die  ja  auch  die  der  Projection  jener  Haupttangentencurven  auf  die 
Ebene  0  =  0  ist,  die  infinitesimale  Transformation: 

rf^a.ll  +  ßyfi 

zulässt  und  daher  den  Integrabilitätsfactor: 

1 

ßXy  —  aYx 
besitzt  (vgl.  Theorem  8,  §  1  des  G.  Kap.). 

liie,  Biiferentialgleichungeu.  17 
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Man  kann  also  die  Haupttangentencurven  der  Flächen  von  der  Form 

durch  Quadratur  bestimmen. 

Bei  der  praktischen   Ausrechnung   wird   es   bequemer  sein,   so  zu 
verfahren : 

Zunächst  wollen  wir  —  mit  d  bezeichnen,  also  die  Haupttangen- 
tencurven der  Fläche 

z  =  x^  il>{x-^  •y'^) 

bestimmen.  Bekanntlich  lautet  die  Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencurven : 

rdx^  -\-  2sdxdy  -f  tdy'^  =  0, 
wo 

r  =  1^  =  ^(d  -  l);r''-2t^  — /3(2(J-/3-  l)a;'^-/*-2|/«T^'+/3V-2/*-i«/2«^", 
s  =  g-^|-  =  a{d  -  ß)x^-ß-^y^-^  t'  -  aßx^-^l^-^  /«"^  ^", 

t=p,  =  a{a  -  l)a;<^-/*  y"-^  t'  +  cc^x'^-^^  tf-^  t" 

ist.  Jeder  der  beiden  linearen  Factoren,  in  welche  die  Differential- 
gleichung zerfällt,  stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  der  beiden  Scharen 
von  Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  (xy)-'Eihene 
dar  und  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

Vf=axl^-  +  ßy^- 

Es  ist  nun  bequem,  die  Integration  durch  Einführung  canonischer 
Veränderlicher  nach  §  5  des  6.  Kapitels  zu  leisten.  Es  lassen  sich 
nämlich  sehr  leicht  canonische  Veränderliche  angeben,  z.  B.  diese: 

denn  es  ist  dann: 

In  den  neuen  Veränderlichen  J,  ^  wird: 

\_ 

X  =  e"^,    y  =  V  e^^ 
und  also: 

r=  {d{d  —  l)t  -  ß(2d  —  ß-  l)i>'+/32fi/;"}e«"^-2)", 
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_  2 

t=  {«(«  -  l)it'  +  a^f^"]f  "  6-(«''-2/*)«, 
dx  =  ae""  di), 

ii  —  i  J- 

sodass   die  Differentialgleichung   der  Haupttangentencurven  die  Form 

annimmt: 

Adf  +  2Bdi  d\)  +  (7£?^2  =  0, 
wo: 

B  =  {a8  —  ß)t', 

C=a{ad{d  -  1)^  +  ß(a  -  ^)j^'} 

ist.     Man  bemerke,  dass  A,  B,  C  frei  von  ^  sind,  denn  auch 
enthält  nur  j.     Die  beiden  linearen  Factoren: 


,      ,    (B    ,    yjS»  —  AC\   ,  ^ 

^9  +  (c'  ±        "ö" — j^i*  =  ^' 


in  welche  die  Differentialgleichung  zerfällt,  ist  also  frei  von  l).  Dies 
hätten  wir  nach  Satz  9  des  §  5,  6.  Kapitel  voraussehen  können.  Die 
Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  0  =  0 
haben  also,  geschrieben  in  J,  ^,  die  Gleichungen: 


^+J 


— ~  V^ d^  =  Const. 


Setzen  wir  hierin  nach  ausgeführter  Quadratur  wieder 

ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  geschrieben  in  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  eine  eingliedrige  Gruppe  betrachtet, 
welche  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt 
war.  Dabei  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  diese  infinitesimale  Trans- 
formation vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  invariant  lasse.  Es  giebt 
aber  auch  projective  Transformationen  (Transformationen  also,  welche 
Ebenen  in  Ebenen  überführen),  bei  denen  es  keine  vier  invarianten 
Punkte  giebt,  die  ein  Tetraeder  bilden.  Hierher  gehört  z.  B,  die  in- 
finitesimale Schraubung  längs  der  ^-Axe: 

7-7-/. ^f       \  ^f       1  ^f 

17* 
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Offenbar  führt  dieselbe  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  über.  .Wir 
fanden  im  1.  Beispiel  zu  Theorem  19  (in  §  3),  dass  bei  der  von  IJf 
s^^'i.^»^'*^^"- erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  alle  Schrauhenflächen  von  gewisser  con- 
stanter  Steigung  invariant  bleiben,  alle  Flächen  also,  welche  durch 
Verschraubung  einer  beliebigen  starr  gedachten  Curve  längs  der  ^-Axe 
entstehen.  Da  die  Schraubungen  projectiv  sind,  so  gilt  für  die  Haupt- 
tangentencurven  dieser  Flächen  dasselbe  Raisonnement,  wie  früher  für 
die  Flächen  z  =  x^il){x~ß •  y"),  d.  h. : 

Die  Haupttangentencurven  einer  Schraubenßäche  lassen  sich  durch 
Quadraturen  bestimmen. 

Dies  lässt  sich  auch  so  einsehen:  Die  Schraubungen  längs  der 
0-Axe  sind  sogenannte  Bewegungen  des  Rautnes,  d.  h.  bei  ihnen  be- 
wegen sich  alle  Punkte  so,  als  ob  sie  starr  mit  einander  verbunden 
wären.  (Vgl.  §  4  des  1,  Kapitels.)  Wenn  eine  Fläche  bei  diesen 
Schraubungen  invariant  bleibt,  so  gestattet  sie  eine  Bewegung  in  sich 
und  bei  einer  solchen  müssen  natürlich  die  Haupttangentencurven  unter 
einander  vertauscht  werden.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  den 
Krümmungslinien  und  den  Minimalcurven  der  Schraubenfläche,  Also 
gestatten  die  Differentialgleichungen  dieser  drei  Curvenscharen,  wenn 
sie  in  x  und  y  allein  geschrieben  werden,  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

TT-/. df    ,        df 

'  ^  ex    ^       oy 

Ihre  Integration  verlangt  demnach  nur  Quadraturen. 

Die  Haupttangentencurven^  Krümmungslinien  wnd  Minimalcurven 
einer  Schraubenfläche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Wir  erinnern,  um  eine  ähnliche  geometrische  Anwendung  zu  geben, 

Infinit,    an  die  im  4.  Beispiel  zu  Theorem  18  (in  §  3)  betrachtete  infinitesimale 

'formation.  Ähnlichheitstransformation  in  weiterem  Sinne  oder  Spiraltransformation: 

P^^  (j,  +  .^)  II  +  (-  ^  +  xj,)  |-t  +  «  |/ . 

Man  kann  sie  in  der  Weise  herstellen,  dass  man  eine  unendlich  kleine 
Rotation  um  die  0-Axe  und  gleichzeitig  (oder  darauf,  was  bei  unend- 
lich kleinen  Änderungen  gleichgültig  ist)  eine  unendlich  kleine  Ahn- 
lichkeitstransformation  (ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung) 
vom  Anfangspunkte  aus  ausführt.  Die  Flächen,  welche  bei  der  Spiral- 
flächen    Transformation  C//" invariant  bleiben,  nennen  wir  Spiralflächen,*)  insofern 

*)  In  den  Math.  Ann.  Bd.  5  bemerkt  Lie  gelegentlich,  dass  auf  Flächen, 
die  eine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  welche  den  imaginären 
Kugelkreis  in  Ruhe  lässt,  sich  die  Krümmungslinien  sowie  die  Haupttangenten- 
curven bestimmen  lassen.  Gleichzeitig  fährte  er  die  Bestimmung  ihrer  geodätischen 
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als  sie  von  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  doppelt- 
gekrümmte Spiralen  sind  (vgl.  das  citierte  Beispiel),  erzeugt  werden. 
Natürlich  führt  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  als  Verbindung 
einer  infinitesimalen  Rotation  und  infinitesimalen  Ähnlichkeitstrans- 
formation,  jede  Haupttangentencurve,  Krümmungslinie  und  Miniraal- 
curve  der  Fläche  wieder  in  eine  Curve  derselben  Art  über.  Wenn 
also  die  Differentialgleichungen  dieser  Curvenscharen  nur  m  x,  y  ge- 
schrieben werden,   so   gestatten   sie   die   infinitesimale  Transformation, 

die  aus   Uf  durch  Fortlassung  der  Glieder  in  -7^  hervorgeht; 

und  sind  also  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kapitel,  durch  Quadraturen 
integrierbar: 

Die   Haiijattangentencurven ,    KrümmungsUnien   und  Minimälcurven 
einer  Spiralfläche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 


Kapitel   13. 

Erweiterte  Oriippe  von  Punkttrausformationen  der  Ebene.   Endgültige 

Erledigung    der    Probleme,    betreffend    die    Differentialgleichungen 

erster  Ordnung,  welche  eine  infinitesimale  Punkttransformation 

zulassen. 

Wir  erinnern  an  die  zu  Beginn  des  11.  Kapitels  gemachte  Be- 
merkung: Damals  hoben  wir  hervor,  dass  die  in  der  zweiten  Ab- 
teilung entwickelte  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  zwei  Variabein  re,  y,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, noch  nicht  zu  einem  völlig  befriedigenden  Abschluss  gebracht 
wurde,  dieser  vielmehr  zunächst  noch  die  Betrachtung  von  eingliedrigen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  erfordere.  Nunmehr  werden  wir  bald 
erkennen,  inwiefern  solche  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  mit  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  zwei  Veränder- 
lichen   zusammenhängen.      Wir    werden    nämlich    die    drei    Variabein 


Curven  auf  die  Integration  einer  gew.  DiflFerentialgleichnng  erster  Ordnung  zurück. 
Die  Bezeichnung  SpiralfläcJie  führte  er  gelegentlich  im  norwegischen  Archiv 
1878  ein.  Die  auf  Spiralflächen  abwickelbaren  Flächen  betrachtete  zuerst  Levy; 
Darboux  zeigte,  dass  diejenige  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche 
nach  Lie's  Untersuchungen  die  geodätischen  Curven  einer  auf  eine  Spiralfläche 
abwickelbaren  Fläche  liefert,  Biccati'sche  Form  erhalten  kann. 
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nicht  wie  bisher  als  Punktcoordinaten  im  Räume  deuten,  sondern  von 
einer  eigentümlichen  und  sehr  fruchtbaren  Interpretation  derselben  als 
Coordinaten  eines  sogenannten  Linienelementes  in  der  Ebene  Gebrauch 
machen.    Unser  Nächstes  ist  daher,  diese  Deutung  auseinander  zu  setzen. 

§  1.     Erweiterung  einer  Punkttransformation  der  Ebene. 

Sei 

(1)  x^  =  <p{x,  y),    y,  =  t{x,  y)     . 

eine  vorgelegte  Transformation  der  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in  die 
Punkte  {Xi,  y^  derselben,  indem  wir  unter  x,  y  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten in  der  Ebene  verstehen. 

Führen  wir  diese  Transformation  (1)  auf  irgend  eine  vorgelegte 
Curve  c: 

(2)  y-  F(x)  =  0 

aus,  so  geht  diese  Curve  c  in  eine  in  x^,  y^  geschriebene  Curve  q: 

(3)  y^-F,{x,)  =  0 

über.  Durch  die  Gleichung  (2)  aber  wird  jedem  Punkte  (x,  y)  der 
ersten  Curve  c  eine  tangentiale  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
deren  Neigung 

ist.  Auch  dem  Punkte  {x^,y^,  in  welchen  dieser  Punkt  (ic,  y)  der 
ersten  Curve  c  bei  der  Tranformation  (1)  übergeht,  gehört  als  Punkt 
der  transformierten  Curve  c^  eine  gewisse  tangentiale  Fortschreitungs- 
richtung zu: 

Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  sich  diese  durch  x,  y  und  die  Neigung 
y    im  ursprünglichen  Punkte  (x,  y)  allein  ausdrücken  lässt. 
Es  ist  nämlich  nach  (1): 

ctj)  j      ,    ^^  j  dil}    .    eil)    , 

^  ^  y^         dx,        dtp{x,y)        dq>  ,    dcp    ,  dq>    ,    dtp    .' 

^dx^  j^dy        _  +  —  2/ 

Man  kann  hiernach  y^  berechnen,  sobald  die  Transformation  (1)  vor- 
gelegt ist  und  die  Werte  von  x,  y,  y  gegeben  sind,  ohne  dabei  die 
Gleichung  (2)  der  ursprünglichen  Curve  c  zu  benutzen. 

Denken  wir  uns  also  eine  zweite  Curve  c  gegeben,  welche  die 
erste  c  in  dem  betrachteten  Punkte  (a;,  t/)  berührt,  so  hat  sie  in  diesem 
Punkte  dasselbe  y.     Durch  (4)  ergiebt  sich   daher   für  die  Curve  c^, 
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in  welche  c  durch  die  Transformation  übergeführt  wird,  in  dem  Punkte 
(^i>  ^i)>  ^6''  ^^^  beiden  Curven  q  und  c/  angehört,  genau  dieselbe 
tangentiale  Fortschreitungsrichtung  y^  wie  für  die  erste  transformierte 
Curve  Ci,  d.  h.  auch  die  transformierten  Curven  q  und  c/  berühren 
sich  daselbst  (Fig.  23). 

Eine  Funlätransformation  (1)  führt  also  Curven,  die  sich  berühren, 
in  ebensolche  über. 

Diese  Thatsache  wird  dem  Leser  schon  bekannt  sein,  wenn  wir 
auch  früher  nicht  ausdrücklich  darauf  hingewiesen  haben  ( —  wohl 
aber  haben  wir  sie  in  einigen  geo- 
metrischen Beispielen  bereits  stillschwei- 
gend als  bekannt  vorausgesetzt  — ).  Sie 
erscheint  ja  auch  ziemlich  selbstver- 
ständlich. Ihre  analytische  Erklärung 
liegt  in  der  Formel  (4),  welche  die 
nicht  sofort  als  ganz  selbstverständlich 
erscheinende  Thatsache  ausdrückt,  das 
die  transformierte  Richtung  y^   nur  von  p.^  ^^ 

X,  y  und  y    und    natürlich    der  Trans- 
formation (1)  selbst,  nicht  aber  von  der  angenommenen  Curve  abhängt. 

Wir  werden  dies  Ergebnis  deshalb  ganz  von  der  Annahme  einer 
Curve  ablösen  und  bedürfen  dazu  eines  naheliegenden  geometrischen 
Bildes:  Wir  wollen  den  Inbegriff  eines  Punktes  (x,  y)  und  einer  hin- 
durchgehenden Bichtung,  deren  Winkel  mit  der  x-Axe  die  trigonometrische 
Tangente  y  habe,  ein  Linienelement  nennen  und  x,  y,  y  als  die  Bestim- 
mungsstücke  oder  Coordinaten  desselben  bezeichnen. 

Unter  y  haben  wir  uns  also  nicht  notwendig  einen  Differential- 
quotienten -^  vorzustellsn,    sondern   nur    eine   Zahl    zur    Bestimmung 

einer  Richtung.  Z.  B.  x  =  y  =  y  =  0  stellt  den  Inbegriff  des  An- 
fangspunktes und  der  durch  ihn  gehenden  Richtung  längs  der  x-Kxe 
dar,  X  =  0,  y  =  1,  y  =  1  den  Inbegriff  des  Punktes  y  =  1  der  y-Axe 
und  der  hindurchgehenden  zur  x-Axe  um  einen  halben  rechten  Winkel 
geneigten  Richtung  u.  s.  w. 

Das  Linienelement  (x,  y,  y)  ist,  so  können  wir  auch  sagen,  der 
Inbegriff  des  Punktes  (x,  y)  und  der  hindurchgehenden  Richtung  längs 
der  Geraden,  welche  die  Gleichung  hat: 

\) -y  —  y'i%  — 3c)  =  0, 

wo  j,  t)  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten  sollen. 

Nunmehr  können   wir  unsere  frühere  Betrachtung   so  zusammen- 


Liuiou- 
eloment. 
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fassen:  Uei  einer  vorgelegten  PunJcttransformation  (1)  der  Ebene  werden 
auch  die  (x^  Linienelemente  (x,  y,  y)  derselben  in  einer  ganz  bestimmten 
Weise  transformiert^  nämlich  durch  die  drei  Gleichungen: 


(5) 


^1  =  ^ipc,  y),  Vi  =  ^(^;  y\  Vi  = 


dtp    .    dtp    , 


Enveiterte  ^jj.    nennen    diese  Transformation    der   Linienelemente    die   erweiterte 

Puultttrans- 

formation.  Punkttrünsformation  (1). 

Will   man  bei   vorgelegter  Transformation  (1)   den  Wert  von  ?// 


bilden,  so  hat  man  also  zu  berechnen: 
(6) 


(hl 

, dx 

dx 


indem  man  hierbei  während  der  Differentiationen  von  x^  und  y^  nach 


X  die  Veränderliche  y  als  Function  von  x  auffasst,  also 


dx 


y   setzt. 


Fassen    wir  nun  alle  oo^   Linienelemente   einer  Curve  y  =  F{pc) 
ins  Auge.     Sie  werden  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen 

y  =  F{x),     y=F'{x). 

Die    vermöge   (5)   transformierten  Linienelemente   (x^,  y^,  y^)    werden 
gegeben  durch: 


x^  =  (fix,  F{x)),    f/i  =  t(x,  F{x)),    yi  = 


'^  +  '^F'(x) 
ex       cy 

dcp    ,   dcp  y-,, ,  . 
~  +  7^  F'  [x) 

Ldx       cy  . 


Die  beiden  ersten  Gleichungen,  welche  x^  und  y^  durch  eine  Variabele  x 
ausdrücken,  stellen  die  Curve  dar,  in  welche  die  vorgelegte  Curve  bei 
der  Transformation  übergeht.  Der  Punktort  der  transformierten  Linien- 
elemente ist  also  der  transformierte  Punktort  der  ursprünglichen  Linien- 
elemente. Die  Richtungen  y^  der  neuen  Linienelemente  werden  ge- 
geben durch 

~dip{x,  y)       djHoc^y) 
dx  dy 


Vi 


y 


dj>{x^y)    ,    d(p{x,  y) 
L     dx       ~^       dy""^ 


y  =  y(x) 


Aber  diese  Gleichung  giebt  die  Tangentialrichtung  der  Curve 

x^  =  (p(x,  F),     y,  =  ip{x,  F). 
Somit  folgt: 


Erweiterung  einer  Punkttransformation  der  Ebene. 
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Satz  1:    Die  Linienelemente  einer  Curve  y  =  F(x)  venvandeln  sich 
hei  einer  erweiterten  Punhttransformation 


^1  =  9P(^;  y)'     ^1  =  ^(^'  y)>     Vi 


in  die  Linienelemente  der  Curve,  in  welche  y  =  F{x)  vermöge  der  PunJd- 

transformation 

Xi  =  (p{x,y),    yi='^iäc,y) 
übergeführt  wird. 

1.  Beispiel:     Bei  der  Translation  längs  der  ^-Axe  BeUpieie. 

x^  =  x-\-  a,    yi  =  y 


wird: 


,  dx 

^1    ^  dx, 

dx 


y 


Die  erweiterte  Transformation  lautet  also: 

x^=x-{-  a,    y^=y,    y^  =  y 

Das  Linienelement  {x,  y,  y)  wird  dem-  |,y 

nach  durch  diese  Transformation  pa- 
rallel mit  sich  verschoben,  was  geo- 
metrisch einleuchtet  (Fig.  24). 

2.  Beispiel:  Bei  der  Rotation: 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 

y^  =  X  sin  K  -{-  y  cos  a 

wird 

dyi 

dx  sin  a  -\-  y'  cos  a 

dx, 

dx 


Vi  = 


cos  a  —  y   sin  a 
sodass  die  erweiterte  Transformation  lautet: 


x^  =  X  cos  a  —  y  s\n  a, 
yi=  X  sin  a  -\-  y  cos  «, 

^^        1  —  2/'  tg  a 

Man  bemerkt,  dass  hier  y^  ganz  frei  von  x  und  y  ist,  d.  h.  dass  alle 
Linienelemente,  welche  dasselbe  y  haben,  also  einander  parallel  sind, 
durch  die  Rotation  in  ebensolche  übergeführt  werden,  was  auch  geo- 
metrisch einzusehen  ist. 


266  Kapitel  13,  §§  1,  2. 

3.  Beispiel:    Bei  der  affinen  Transformation 

Xi  =  mx,     yi  =  y 
ergiebt  sich 

/  äx  y' 

"^^  dx^  VI 

dx 

Die  erweiterte  Transformation  ist  also: 

Xy  =  mx,    y,=^y,    ^i'  =  |;- 

4.  Beispiel:  Bei  der  Ähnlichkeitstransformation 

^1  =  nix,     y^  =  my 
ist 

,  clx  my  , 

^^  dxi  m         -^ ' 

dx 

also  die  erweiterte  Transformation: 

^1  =  *>^^,     yi  =  iny,     yl  =  ij. 

5.  Beispiel:     Die  Transformation: 

,  xa  ,  ya 

^yx'^  +  y^'       ^'  ^^Yx^  +  y^ 

verschiebt  alle  Punkte  um  die  constante  Strecke  a  auf  ihren  Radien- 
vectoren.     Hier  ist 

dyi  

^        Yx'^  +  2/'^  —  y{xy'  —  2/) « 

dx 
Hier  hängt  also  y^  von  y    und  auch  von  x  und  ?/  ab. 

§  2.     Erweiterung  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen  der  Ebene. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen in  der  Ebene  vorgelegt: 

(7)  x^==(p{x,y,a),     yi  =  tix,y,a) 

mit  dem  Parameter  a.  Die  Schar  dieser  oo^  Transformationen  soll 
also  die  Eigentümlichkeit  haben,  dass  zwei  Transformationen  derselben 
nacheinander  ausgeführt,  also  etwa  (7)  mit  bestimmtem  Parameter- 
wert a  und  darauf  die  Transformation 

(8)  x^  =  (p{xi ,  y^ ,  a,),     y^  =  t(sc„y^,  aj 

mit  dem  Parameterwert  a^,  äquivalent  sind  einer  gewissen  einzigen 
von  a  und  a^  abhängigen  Transformation  der  Schar: 


terung  der 
Gruppe. 
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(9)  x^  =  (p(x,y,h),     y^  =  fl^{x,y,'b), 

wo  also  h  eine  gewisse  Function  von  a  und  a^  bedeutet: 

Wir  können  alsdann  jede  dieser  oc^  Punkttransformationen  in 
der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Weise  erweitern. 
Jede  liefert  dann  eine  Transformation  der  Linienelemente  (x,  y,  y) 
der  Ebene.  Es  liegt  die  Vermutung  sehr  nahe,  dass  diese  09^  erwei- 
terten Transformationen  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe,  und  zwar  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y,  bilden. 

Zum   Beweise  dieser  Vermutung  erweitern   wir   die   beiden   nach- ^^^"^1^^^^;^ 
einander  auszuführenden  Punkttransformationen  (7)  und  (8).    Dies  giebt:  ^^^  Erwei- 

r^/s  /  \  ,  /  \  '        ^Vi         dip(x,  y,  d) 

(7)       x,  =  q^{x,y,a),    y,  ==  ti^,  y,  a),     V,  -  J^^=  J^^y-a) 

und 

/o/\  /  \  ,/  \        '       (^Vi        diij{x,,y,,  a,) 

(8  )    ^2  =  ^'(^i,  Vi,  ^i),  y^  =  ^(^1,  Vi,  «1),  y.  =  ax,  =  Tq>{x„y,,a,) ' 

Die  Differentiationen  sind   hier  natürlich   so  zu  verstehen,   dass  nach 

der    Bildung    der    Differentiale  ^  =  y   und    —^  =  y^     zu    setzen   ist. 

Die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  geben  nun: 

dy^  ^^  dipjx^,  y^,  a^)  ^  dipjx,  y,  h) 

dx^        d cp (Xi ,  2/1 ,  aj        dcp{x,  y,  b) ' 

d.  h.  eliminiert  man  aus  (7')  und  (8')  die  Zwischenwerte  x^,  y^  und 
■^  =  y/,  so  kommt: 

(9')  x^  =  q){x,y,b),    y^  =  il){x,y,b),     V^^j^^^y 

Also  ist  die  Aufeinanderfolge  der  erweiterten  Transformationen  (7')  und 
(8')  äquivalent  der  Erweiterung  (9')  von  (9),  mit  anderen  Worten: 
Die  erweiterten  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe  bilden 
wiederum  eine  Gruppe. 

Bezeichnen  wir  die  Transformation  unserer  vorgelegten  Gruppe, 
welche  dem  Parameterwert  a  zugehört,  mit  Ta,  die  erweiterte  Trans- 
formation mit  Ta,  so  haben  wir  also  bewiesen,  dass  aus 

folgt: 

rp  r  rp    r    rp ' 

in  Worten :  Ist  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta  und  Ta, 
der  ursprünglichen  Gruppe  äquivalent  der  Transformation  T(a^a,)  der- 
selben, so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  aus  Ta  und  Ta,  erweiterten 
Transformationen  Tä  und  Ta'  äquivalent  der  aus  T(a «,)  erweiterten 
Transformation  T{aat)- 
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Es  möge  insbesondere  ä  der  Parameter  der  zu  Ta  inversen  Trans- 
formation Ta  der  gegebenen  Gruppe  sein.  Ihre  Reihenfolge  TaT^ 
liefert  die  identische  Transformation 

^1  =  ^,    yx=  y- 
Erweitert  man  diese,  so  kommt: 

/ dy^  dy  , 

y^         dx^~~  'dx~y^ 

d.  h.  die  identische  Transformation  in  x,  y,  y  : 

^1  =  ^;   «/i  =  y,   Vi  -=  y- 

Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Aufeinanderfolge  Tä  T~  der  aus  Ta  und 
der  dazu  inversen  T^  erweiterten  Transformationen  der  identischen 
Transformation  in  x,  y,  y  äquivalent,  d.  h.  dass  T-^  zu  Ta  invers  ist. 
Theorem  20:  Ertveitert  man  eine  eingliedrige  Gruppe  der 
Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen: 

x^=(p{x,y,a),     iJi='tp{x,y,a) 
durch  Berüchsichtigung  der  Transformationen  des  Differential- 
quotienten y  =  ^)  so  bilden  die  erweiterten  Transformationen 

f  \  ,  i  \         I       cx      cy 

^1  =  ^{^,  y, «),   Vi  =  ^(^,  y, «);  yx  =  ^ — ^ J- 

^+-    y 

( X  cy 
wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paartveis  inversen  Trans- 
formationen im  Gebiet  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Giebt 
die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  ursprünglichen 
Gruppe^  welche  den  Parameterwerten  a,  a^  entsprechen,  eine 
Transformation  mit  dem  Parameterwert  b  =  X(a,  a^),  so  gilt 
dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der  erwei- 
terten Gruppe. 

Unser  Theorem  kann  in  mehr  geometrischer  Einkleidung  auch  so 
ausgesprochen  werden: 

Satz  2:  Werden  die  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  durch  eine  eingliedrige 
Gruppe  transformiert,  so  werden  gleichzeitig  die  Linienelemente  {x,  y,  y) 
der  Ebene  durch  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  sogenannte  crivciterte 
Grtippe,  transformiert. 

Wir  wollen  die  obige  Beweisführung  noch  anschaulich  geometrisch, 

wenn  auch  in  nicht  ganz  scharf  formulierter  Weise  wiedergeben: 

tri^hTvör-  Eine  Punkttransformation  Ta  der  gegebenen  Gruppe  von  oo^  Punkt- 

"lichnng!  transformationen   der  Ebene   führt  die  Punkte  p   derselben  in  Punkte 

p^  über.    Man  kann  die  zugehörige  Transformation  der  Linienelemente 
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geometrisch  so  herstellen:  Ein  Linienelement,  bestehend  aus  p  und 
einer  beliebig  gewählten  hindurchgehenden  Richtung  g,  wird  durch 
die  erweiterte  Transformation  Tä  in  ein  Linienelement,  bestehend  aus 
p^  und  einer  gewissen  durch  p^  gehenden  Richtung  g^,  transformiert. 
Um  diese  Richtung  g^  zu  construieren,  nehmen  wir  auf  g  einen  dem 
Punkte  p  unendlich  benachbarten  Punkt  q  an.  Er  wird  durch  Ta  int 
einen  dem  Punkte  p^  unendlich  benachbarten  Punkt  q^  auf  der  ge- 
suchten Richtung  g^  übergeführt,  und 
g^  kann  hiernach  bestimmt  werden.  Sei 
nun  Ta^  eine  zweite  Transformation  der 
gegebenen  Gruppe,  welche  wir  nach  Ta 
ausführen.  Sie  bringt  p^  und  g^  in 
neue  einander  unendlich  benachbarte 
Lagen  p^,  q^  und  die  zu  Tt^  gehörige  ^\ 
erweiterte  Transformation  Ta'  führt  dem-  ^ 
nach  das  Linienelement  {p^,  g^  in  das  I  / 
Linienelement  {p^,g^  über,  dessen  Rieh-  f 
tung  ^2  die  von  P2  nach  q^  ist.   (Fig.  25.)  ^^'  ^■'' 

Da  nun  TaTa^  =  T(a,ai),  d.  h.  äquivalent  einer  anderen  Transformation 
der  vorgelegten  Gruppe  ist,  so  wird  T(a,ai)  die  Punkte  p,  q  direct 
nach  P2,  q^  führen.  Die  aus  T{a,ai)  erweiterte  Transformation  T(a,ac> 
muss  deshalb  notwendig  das  Linienelement  {p,  g)  in  das  Linien- 
element {Pi,g^  überführen.  Dies  gilt  für  alle  Linien elemente  {p,  g) 
der  Ebene,  und  so  folgt,  dass  mit 

J-a-Lai  ^^  -'-(a,ai) 

auch 

rji  '  rp    f   rp ' 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

1.  Beispiel:    Vorgelegt  sei  die   eingliedrige   Gruppe  von  Ähnlich- 
keitstransformationen : 

x^  =  ax,     yy  =:  ay. 

Die  erweiterten  Transformationen 

Xy^ax,    y^  =  ay,    y^=y 
bilden  offenbar  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe, 

2.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt: 

x^=  X  cos  a  —  «/  sin  a,     yy  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a. 
Die  erweiterten  Transformationen  sind  hier  (vgl.  2.  Beispiel  des  §  1): 


Beispiele. 
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x^=  xco^a  —  y  sin  a,    y.  =  x  ^m  a  -\-  y  cos  a,    y'=  ®'"-°L+^^i^8o; _ 

^         cos  tt  —  2/  sin  a 

Wir    verificieren,    dass    sie    eine   Gruppe    bilden    und    führen    zu    dem 

Zwecke  diese  und  die  Transformation: 

X.,  =  x^ cos «1  —  y,  sin a^,  y^=  x^  sin «^  +  y,  cos a, ,  2//= ''° "^^A~' "' 

nach   einander   aus.     Eliminieren   wir  x^,  y^,  y^  hieraus   vermöge  der 
drei  ersten  Gleichungen,  so  kommt  zunächst  bekanntlich: 
x^  =  x  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  -j-  a^, 
y2  =  X  sin  (a  +  «J  +  2/  cos  (a  +  aj 
und  überdies: 

/ sin  «1  (cos  a  —  y'  sin  a)  -|-  cos  aj  (sin  a  -j-  ^z'  cos  a) 

"^         cos  «^(cos  a  —  y'&in  a)  —  sin  «i  (sin  a  -j-  2/' cos  a) 

sin(a  +  «,)  +  y  coa(cc  +  «,) 

cös(a  4"  '^i)  —  2/'8in(a  -f"  "i) 

§  3.    Die  iuflnitesimale  Transformation  der  erweiterten  Gruppe. 

Hat  man  aus  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Transformationen 
der  Punkte  {x,  y)  die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  der  Linien- 
elemente {x,  y,  y)  der  Ebene  coustruiert,  so  ist  die  letztere  eine 
Gruppe  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  alle  Gleichungen  Sl(x,y,y')  ==  0  zu  finden,  welche  die  er- 
weiterte Gruppe  gestatten.  Um  diese  Aufgabe  anschaulich  zu  erledigen, 
werden  wir  bis  auf  weiteres  x,  y,  y  nicht  gerade  als  Coordinaten 
eines  Linienelementes,  sondern  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Punktes 
im  gewöhnlichen  Räume  auffassen.  Natürlich  bleibt  die  erweiterte 
Gruppe  auch  dann  noch  eine  Gruppe,  und  zwar  wird  sie  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  {x,  y,  y). 
Diese  Deutung  liefert  zu  jedem  Linienelemente  (x,  y,  y)  der  (a;?/) -Ebene 
einen  bestimmten  Punkt  (x,  y,  y)  des  Raumes  und  umgekehrt.  Die 
Linienelemente  der  Ebene  sind  also  dadurch  eindeutig  auf  die  Punkte  des 
Raumes  bezogen,  auf  sie  abgebildet^).  Im  Räume  besitzt  nun  die  erweiterte 
Gruppe  —  diese  also  aufgefasst  als  eine  Gruppe  von  Transformationen  der 
Funkte  {x,  y,  y)  des  Raumes  —  gewisse  invariante  Curven  und  Flächen,  die 
wir  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  zu  bestimmen  vermögen.    Diesen 


*)  Diese  Abbildung  der  Linienelemente  der  Ebene  auf  den  Punktraum  be- 
nutzte Lie  in  grosser  Ausdehnung  in  seinen  Untersuchungen  im  norwegischen 
Archiv,  1878  u.  1879,  über  Gruppen  von  Berührungstransformationen.  Dass  man 
es  hierbei  erreichen  kann,  dass  die  Linienelemente  jeder  ebenen  Curve  sich  als 
die  Punkte  einer  Raumcurve  abbilden,  deren  Tangenten  einem  linearen  Linien- 
complexe  angehören,  hatte  er  schon  1874  in  den  Göttinger  Nachrichten  angedeutet. 
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Curven  und  Flächen  entsprechen  vermöge  unserer  Abbildung  gewisse 
aus  Linienelementen  (x,  y,  y)  bestehende  Gebilde  in  der  Ebene,  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe  —  diese  jetzt  als  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen der  Linienelemente  aufgefasst  —  invariant  sind. 

Es  eröffnet  sich  hiermit  also  ein  Weg,  die  bei  einer  erweiterten 
Gruppe  vorhandenen  invarianten  Gebilde  von  Linienelementen  vermöge 
uns  schon  bekannter  Regeln  zu  bestimmen.  Dazu  aber  bedürfen  wir, 
wie  bekannt,  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe; 
zunächst  werden  wir  daher  diese  aufsuchen. 

Es    sei  Bereclmun« 

o /■  o /•  d.  inf.  Trf. 

Uf=  |(^,  y)g  +  nip,  y)  jy  £  GT„t>t 

die  infinitesimale  Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe 
von  Punkttransformationen  der  Ebene.  Bekanntlich  können  wir  dann 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  Form  von  Reihenentwicke- 
lungen schreiben  (vgl.  Theorem  4  des  §  3,  3.  Kap.): 

'  ^:  =  2/  +  ^^  +  r^  U{Uy)  -f  • . .. 
Demnach  kommt: 

dy,  _dy-irtdn  +  ---  _y^'  \dx  +  gy  ^  /  +  "  "  ' 
Vi 


dxi        dx  -f  td^  -j- 


Nun  lässt  sich  der  reciproke  Wert  der  Potenzreihe  nach  t: 

bekanntlich  ebenfalls  in  eine  Poteuzreihe  nach  t  entwickeln  und  zwar 
beginnt  sie  mit  den  Gliedern: 

Also  ergiebt  sich: 

Gehen  wir  nun  zur  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten 
Gruppe  über,  so  haben  wir  den  Parameter  t  unendlich  klein,  gleich 
dt,  anzunehmen  und  die  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  öt 
zu  vernachlässigen.     Daher  folgt  dann: 
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Bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe  erfahren 
also  X,  y  und  y    die  Incremente: 

dx  =  iöt,     dy  =  t]dt, 

*^'=(e+(ii-i^'-il'/0*'- 

Mithin  hat  diese  infinitesimale  Transformation  das  Symbol: 

777=  fclZ  4_  ri^4-  ß'^--  4-  /^  —  -^^"i  V  —  —  1/"^  -^- 
'         ^dx'^'dy'^ydx*^  \dy        dxj  ^        cy^    J  dy'  ^ 

das  wir  gelegentlich  abkürzend  auch  so  schreiben: 

Tj'j? t  df    i       df   \      '  df 

sodass  also  rf  den  Ausdruck  bezeichnen  soll: 

'        dx    "^  \dy        CXI  ^        dy  ^ 

Satz  3:  Wird  eine  eingliedrige  Gruppe  von  PunJdtransformationen 
der  Ebene  {x,  y)  von  der  infinitesimalen  Transformation 

^f^  ii.  +  n  % 

erzeugt,  so  wird  die  erweiterte  Gruppe  der  Linienelemente  (x,  y,  y)  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

rr'j' k  d  f    ,        df    ,      ,  df 

^f=-^d-x  +  'idy^'^  dY 
erzeugt,  wo 

'         ex    '    \oy        0x1  ^         cy " 
ist. 

Man  sieht,  dass  zur  Berechnung  dieser  infinitesimalen  Transfor- 
mation U'f  der  erweiterten  Gruppe  nur  die  Kenntnis  von  |,  i?,  also 
die  Kenntnis  der  infinitesimalen  Transformation  Üf  der  ursprünglichen 
Gruppe  erforderlich  ist.  Wir  können  demnach  auch  sagen,  dass  die 
infinitesimale  Transformation  U'f  der  erweiterten  Gruppe  direct  als  die 
Erweiterung  der  infinitesimalen  Transformation   Uf  aufzufassen  ist. 

Um  sich  die  Form  von  ü'f,  insbesondere  also  um  sich  den  Aus- 
druck rj'  zu  merken  und  für  Berechnungen  bequem  zur  Hand  zu 
haben,  ist  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  rj'  in  der  Form  geschrieben 

werden  kann: 

/        drj  ,  di 

^^^jx~y  dx' 
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wenn  man. nur  bei  der  Differentiation  nach  x  die  Veränderliche  y  als 
Function  von  x  auffasst,  also  -^  =  y    setzt. 

Es  erscheint  zweckmässig,   zur  Ableituncf   der  erweiterten  infini-    Andere 

°'  "  _  _      Ableitung 

tesimalen  Transformation   eine   zweite  Methode   zu   entwickeln,   da  sie  dieser  int. 

Transf. 

sich  durch  Kürze  auszeichnet,  wenn  sie  auch  nicht  so  elementar  wie 
die  obige  ist.     Sind 

^1  =  fp{x,  y,  t),   yx  =  ^(^;  y,  0 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  IJf,  so  sind  bekanntlich  |  und 
r]  als  die  Ableitungen  von  x^  und  y^  nach  t  für  den  Wert  von  t, 
welcher  der  identischen  Transformation  entspricht,  also  etwa  für 
^  ==  0,   aufzufassen.     (Vgl.  §  5  des  2.,  %  2  des  3.  Kapitels.)     In  den 

Incrementen: 

8x  =  i,8t,     dy  =  rjdt 
oder  in 

Sx t      ^ 

'di~^'    8t  ~^ 

kann  also  das  Zeichen  d  als  Differentiationszeichen  nach  t  für  ^  ==  0 
aufgefasst  werden.     Nun  ist: 

also 


dy 

y  =  Tx^ 

Sy 

^  %    ^^  -jt^y-^y 

/i^^ 

8t 

8t                              dx^ 

Die   Operationen   d   und   d   dürfen  nach   einem   Satze   der  Variations- 
rechnung vertauscht  werden  und  es  kommt  also: 

,       ^  Sy        ,       j  Sx 

,         dx  ■  d     •:  —  dy  •  d  -^ 

dy  dt  8t 

li  "^  dx"' 

oder  wegen  -^  =  ^,   ^,^  =  ij: 

dy'  drj         dy  d^  dr]  ,  d^ 

dt  dx        dxdx        dx        '^   dx' 

und  dies  ist  in  der  That  der  oben  für  rj'  erhaltene  Wert. 

1.  Beispiel:    Erweitert  man  die  infinitesimale  Translation:  Beispiele. 

dy' 
so   erhält  man   offenbar   genau  dieselbe  infinitesimale  Transformation, 
da  hier  |  ^  0,  ?^^1,  also  rf^O  ist.     Andererseits   wissen  wir,  es 

ist  -K-  die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 

Lle,  Differentialgleichungen.  18 
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^1  =  «;      ^1  =  2/  +  ^; 
deren  erweiterte  Gruppe  lautet: 

x^  =  x,    y^  =  y-{-t,    y^=^y' 
und  auch  ^—  zur  infinitesimalen  Transformation  hat. 

2.  Beispiel:    Die  Erweiterung  der  infinitesimalen  Rotation: 
7-7/. df    ,        df 

'  "^  ex     '  (72/ 

liefert  die  infinitesimale  Transformation  der  Linienelemente: 

pr^-!/ 1-^+4^ +  (!  +  !/-)/;, 

denn    hier    ist   1  =  —  y,    ri  =  x,  also    ??'eee  ^  -  «/'  ^|  =  1  +  ^z'^- 

Man  kann  sie  auch  so  erhalten:    Uf  ist  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe  von  Rotationen: 

x.^=  X  cos  t  —  y  sint,     y^  =  x  sin  t  -{-  y  cos  t, 

bei  der,  wie  früher  berechnet, 

/        sin  <  4-  V  cos  t 

y     ! £_ 

"*         COS  t  —  y  sin  t 
ist.     Für  t  =  dt  giebt  dies  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung: 

y^'-  r^  -  ^^^  +  y)  (1  +  ^'^0  =  /+(!  +  2/"o  ^^, 

sodass  in  der  That 

dy'=il  +  y'')dt 
wird. 

§  4.     Neues  Kriterium  dafür,  dass  eine  DifFerentialgleichung  erster 
Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 

Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  tiefer  auf  die  Theorie  derjenigen 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  eingehen  können, 
welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen 
gestatten.  Wir  nehmen  also  gewisse  Probleme  der  zweiten  Abteilung 
hier  wieder  auf. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y  hat  die  Form 

(10)  ^(ä;,  y,  y)  =  0. 

(Früher  nahmen  wir  sie  immer  in  aufgelöster  Form  Xy —  Y=  0  an.) 
Wählt  man  x,  y  ganz  beliebig,  so  bestimmt  sie  y.  Diese  Gleichung 
wird  daher  von  cx>^  der  oo^  Linienelemente  der  Ebene  erfüllt.  Diese 
liängen  mit  den  Integralcurven  eng  zusammen,  denn  die  Tangente  der 
durch   den  Punkt  {x,  y)   gehenden  Integralcurve  hat  eine  Neigung  y', 
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welche  mit  x  und  y  zusammen  die  Differentialgleichung  erfüllt,  d.  h. 
jene  oo^  Linienelemente,  welche  der  Gleichung  ß  ==  0  genügen,  stellen 
sich  dar  als  die  oo^  Linienelemente,  deren  Richtungen  die  Integral- 
curven  in  ihren  Punkten  berühren.  (Fig.  26.)  Die  Integralcurven 
sind  also  die  oo^  Curven,  welche  von  jenen  oo^  Linienelementen  ein- 
gehüllt werden. 

Wenn  insbesondere  die  Gleichung  (10)  y  selbst  gar  nicht  enthält, 
stellt  sie  allerdings  keine  Differentialgleichung  mehr  vor,  aber  sie 
definiert  dann  immer  noch  oo^  Linienelemente.  Wählt  man  nämlich 
in  diesem  Falle  x  beliebig,  so  wird  durch  die  Gleichung  y  bestimmt, 
während  y   ganz  willkürlich  bleibt.    Eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


allein,  die  in  gewöhnlicher  Auffassung  eine  Curve  darstellt,  wird  also 
als  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Linienelemente  die  oo^ 
Linienelemente  darstellen,  deren  Punkte  auf  jener  Curve  liegen,  deren 
Richtungen  aber  beliebig  sind.     (Fig.  27.) 

Wir  werden  voraussetzen,   dass  die  Gleichung  (10)  die  Variabele 
y    wirklich  enthält. 

Verlangen  wir  nun,  dass  die  vorliegende  Differentialgleichung  (10) 
die  Funkttransformation 

x^  =  (p{x,y),     yx=^ip{x,y) 
gestatte,  so  soll  das  heissen,  dass  die  Differentialgleichung,  geschrieben 
in    den    durch    diese   Transformation    eingeführten   Variabein    dieselbe 
Form  wie  die  ursprüngliche  hat.    Führen  wir  aber  die  neuen  Veränder- 
lichen x^,  y^   ein,    so    haben    wir    für   x  und  y  die  Auflösungen  der 

Transformation  zu  setzen;    ferner  ist  y  =  -^  vermöge: 


dyi 


dx 


^^         dxj        dq)   ,dcp   , 
dx'^dy'^ 
durch   iCi,  t/i   und   y^'  auszudrücken.     Die   Gleichung  (10)  in   den  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y   muss  also  invariant  sein  gegenüber  der  Trans- 
formation : 

18* 
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X,  =  (p{x,  y),  y^  =  i,{x,  y),  i//  =  ||— ||-  , 
"'^Diffrf^i^o  ^^®    ^^^^    nichts    anderes   ist  als   die  Erweiterung  der  Punkttransfor- 

beierw^ter-j^a^^iOjj_ 
ter  Punkttrf. 

Dies   Ergebnis    ist    ganz    unabhängig    davon,    ob    die    betreffende 
Differentialgleichung  in  aufgelöster  Form 

Xy-  r=o 

vorliegt,    wie    in    der  2.  Abteilung,    oder    nicht.     Es    gilt    daher    all- 
gemein der 

Satz  4:    Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
Sl{x,y,y)  =  0 
zwischen  x,  y  gestattet  die  PunJcttransformation 

x^  =  (p{x,y),    y^  =  ip{x,y) 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Gleichung 

Sl(x,y,y')  =  0 
in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y   die  erweiterte  Transformation 

x,==^(p{x,ij),     y,  =  rp{x,y),     yi=^ — Y^— 

dx'^'d^y 
zidässt. 

Dieser  Satz  hat  einen  einfachen  geometrischen  Sinn:  Dass  nämlich 
die  Punkttransformation  x^  ==  (p,  y^  =  i'  die  Differentialgleichung 
ü  =  0  in  sich  überführt,  bedeutet  ja,  dass  sie  ihre  Integralcurven 
unter  einander  vertauscht.  Dass  andererseits  die  erweiterte  Trans- 
formation die  Gleichung  ü  =  0  invariant  lässt,  heisst,  dass  sie  ihre 
cx)^  Linienelemente  unter  einander  vertauscht.  Der  aufgestellte  Satz 
beruht  nun  darauf,  dass  die  erweiterte  Transformation  nach  Satz  1 
(§  1)  die  oo^  Linienelemente  einer  Integralcurve  in  die  oo^  Linien- 
elemente derjenigen  Integralcurve  überführt,  in  welche  die  erstere  Curve 
vermöge  der  Punkttransformation  x^  =  (p,  yi  =  if^  übergeht. 

Wenn  wir  nunmehr  verlangen,  dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

(10)  ilix,y,y)  =  0 

alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

Uf  =  ^11  +  ^1^ 

'         ^  dx    '     '  cy 
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erzeugten    eiugliedrigen   Gruppe    gestatte,    so    kommt    dies    nach    dem 
eben  Bemerkten  darauf  hinaus,  dass   die   Gleichung  (10),    aufgefasst ^'^^g^'^^'^^Q* 
als    eine  Gleichung   zwischen  drei  Veränderlichen  x,  y,  y,   bei  allen^^^^^'l^^^^^^J- 
Transformationen  der  erweiterten  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 

Transformation 

7-7//. i-  ^f    \        ^f    \      '  ^f 

erzeugt  wird,  invariant  bleiben  soll. 

Ein  solches  Problem  aber  haben  wir  schon  in  der  dritten  Ab- 
teilung behandelt.  Fassen  wir  nämlich  x,  y,  y  als  rechtwinklige 
Punktcoordinaten  im  Räume  auf,  so  stellt  die  Gleichung  (10)  eine 
gewisse  Fläche  dar  und  wir  verlangen,  dass  sie  bei  allen  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  von  TJ'f  erzeugten  Gruppe  des  Raumes  in- 
variant bleibe.  Nach  Satz  8  des  §  4  im  12.  Kapitel  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  dass  V Sl  vermöge  Sl  =  ^  verschwinde.  Erinnern 
wir  uns  nun  noch  an  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Form 
von   TJ'fy  so  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  21:  Die  Bifferentialgleicliung  erster  Ordnung  ^^i-^rucrinm'e 
sehen  x  und  y:  ^^^^^-  ^-  ^ 

^(^;  y^  2/')  =  0 
^gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  PunJcttransformationen 

dann  und  nur  dann,  wenn  der  Ausdruck 

^  ex    *        oy    '    \dx    '    \dy        dxj  ^         cy  ^    )  cy 

vermöge    iß  =  0   verschwindet,    vorausgesetzt    dabei,    dass    die 
Differentialgleichung  5i  =  0  nicht  in  einer  solchen  Form  ge- 
schrieben   ist,    in    der   -o- ,   -0—,   >—'    sämtlich    vermöge    5i  =  0 
'  ex  '    oy  '    öy  ^ 

verschwinden. 

Vergleichen  wir  dies  Kriterium  mit  dem  früher  gefundenen 
(Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.),  so  erhellt  unmittelbar  ein  bedeutender 
Vorzug  des  jetzigen:  Damals  nahmen  wir  die  Differentialgleichung  in 

aufgelöster  Form 

Xy  -  Y=0 

an,  jetzt  kann  das  Kriterium  aufgestellt  werden,  ohne  dass  diese  Auf- 
lösung nach  y  nötig  wäre.  Hiermit  findet  also  auch  eine  Bemerkung 
ihre  Bestätigung,  die  wir  früher  gelegentlich  eines  Beispiels  machten 
(siehe  2.  Beispiel  des  §  3,  6.  Kap.).  Wir  wollen  jenes  damals  durch- 
gerechnete Beispiel  nach  der  jetzigen  Methode  behandeln. 
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iieispieie.  1.  Beispiel:   Es  handelt  sich  darum,  zu  beweisen,  dass  die  Diffe- 

rentialgleichung der  Schar  der  oo^  Kreise 

(x  —  Cbf  -\-  y'^  —  r-  =  0 
mit  gleichem  Radius  r  die  infinitesimale  Translation 

vf=  U- 

'         ex 
gestattet.     Zunächst  ist  die  Differentialgleichung  zu   bilden.     Zu   dem 
Zweck  differenzieren  wir  die  Gleichung  der  Kreisschar: 

X  —  a  -\-  yy  =  0 

und  eliminieren  also  vermöge  x  —  a  =  —  yy  den  Parameter  a  aus 
ihr,  wodurch  die  Differentialgleichung  in  der  Form  hervorgeht: 

^  =  y\\^y^)-r''-  =  ^. 
Die  aus   TJf  erweiterte  infinitesimale  Transformation   TJ'f  ist,  wie  be- 
kannt,  gleich   Uf^-K^,  und  somit  kommt  sofort: 

V'Sl  =  ^^  =  0, 
ex 

denn  5i  enthält  x  gar  nicht.  Hiermit  ist  der  Nachweis  geliefert  und 
zwar  viel  kürzer  als  früher. 

Recht   deutlich    tritt  der  Vorzug  der  jetzigen  Methode   auch   bei 
den  beiden  folgenden  Beispielen  zu  Tage. 

2.  Beispiel:    Die  Schar  der  oo^  Kreise,  welche  die  beiden  Coordi- 
natenaxen  berühren: 

{x  -  cf  +  (y  -  cf  =  c' 

bleibt  offenbar  bei  der  infinitesimalen  Ahnlichkeitstransformation 

invariant.  Wir  wollen  verificieren,  dass  ihre  Differentialgleichung  diese 
infinitesimale  Transformation  gestattet.  Um  diese  Gleichung  zu  bilden, 
haben  wir 

(x  —  cf  4-  (y  -  cf  =  c^ 
oder 

x''  +  y^  —  2c(x  +  1/)  +  c-  =  0 
'  zu  differenzieren: 

^  +  yy'  —  c{i  -\-y)  =  0 

und  c  zu  eliminieren.     Dies  giebt  die  Differentialgleichung: 
Sl={x'-\-  yf  (\+y'^)-2(x  +  yy)  (x  +  2/)  (1  +  y)  +  (^  +  yy'f  =  0. 
Uf  giebt  erweitert  wie  bekannt: 


Neues  Krit.  dafür,  d.  e.  Differentialgl.  1.  0.  in  a;,  y  e.  eingl.  Gr.  gestattet.     279 
Also  ist: 

^x{2x{\  +  yy-2{x-\-y){\-\-y')-2{x  +  yy){\-\-y)  + 

J^2{x  +  yy)]  + 
+  y  \ 2^(1  +  yj  -  '2y{x  +  y)  (1  +  y) - 2{x  +  yy')  (1  +  y)  + 

-\-2y{x  +  yy)\ 
=  2Sl. 

Also  verschwindet  in  der  That  ü'Sl  vermöge  ß  =  0. 

3.  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Tangenten  des  Kreises  x^-\-y^=l 
gestattet  offenbar  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt: 

'  ^  ex  cy 

Zur  Verification  dessen  an  der  Differentialgleichung  der  Geradenschar 
haben  wir  erst  diese  zu  bilden.     Die  Gleichung  der  Tangenten  ist: 

ax  -^-hy  —  1=0, 
wo 

d'  -f-  6'^  =  1 
ist.    Wir  differenzieren: 

a  -f-  lyy  =  0 

und  eliminieren  aus  diesen  drei  Gleichungen  a  und  &.     Dadurch  geht 
als  Differentialgleichung  der  Geraden  hervor: 


Es  ist  hier 


jfr=-!/|^  +  -|  +  (i  +  s/-%f, 


sodass  sich  ergiebt: 

irsi^-y-2{ij-xy)y-X'2{y-xy)^{\^y''){2y^2(^j-xy')x) 
=  2y\\-^y^~{y-xyJ)z-2y'il 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet  vermöge  ß  =  0. 

Selbstverständlich  muss  das  in  unserem  Theorem  21  aufgestellte  ^^j^^'^^^-^^ 
Kriterium  sich  mit  dem  früheren  decken.  Wir  werden  es  auf  <las  ^^^^'^^^^^ 
frühere  zurückführen,  indem  wir  die  Differentialgleichung  ß  =  0  in'^"'  frühere. 
der  aufgelösten  Form 

i^  =  x/  —  r  =  0 

annehmen.     Dann  kommt: 
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Y 
Dies  soll  vermöge  ü  =  0,  d.  li.  vermöge  y  =  -^   verschwinden.     Es 

soll  also  die  Identität  bestehen: 

\cx  ex      J    ^     '  \cy  cy      J    ^    ex  ' 

\c  y        c  XI  cy 


oder,  da 

und,  wenn  wie  früher 

gesetzt  wird,  auch 

ist: 


TT-V"  fc    ^  -^       I  ^^  TT-V }•    (^Y        ,  C  ]r 


'  Gx    '        dy 


<;*x    '         ^2/  <7a;    '         cy 


Y-UX-XUY+XÄti  —  Y-  äIeeeO, 
d.  h. 

?7X  —  ^g  „  ÜY  —  Ar] 
X  —  Y         ' 

Dies  aber  ist  das  Kriterium  in  der  zuerst  aufgestellten  Form*)  (siehe 
Formel  (7)  des  §  2  im  6.  Kapitel). 

§   5.     Bestimmung   aller  Differentialgleichungen    erster   Ordnung  in 
X,  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Wie  wir  es  schon  zu  Beginn  des  §  3  ausgesprochen  und  auch 
im  vorigen  Paragraphen  gestreift  haben,  können  wir  jedes  Linien- 
element {x,  y,  y)  der  Ebene  als  einen  Punkt  (a;,  y,  y)  des  Raumes 
deuten.     Die  Differentialgleichung 

^{^,  y,  y)  =  0 

stellt  in  dieser  Auffassung  eine  gewisse  Fläche  dar.  Die  Aufgabe, 
alle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ß  =  0  zu  finden,  welche 
eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  kommt  also  auf 
^auf'eill''^  das  Problem  des  Raumes  {x,  y,  y)  zurück,  alle  Flächen  oder  Glei- 
p^obiem'  chungen  ß  =  0  zu  finden,  welche  die  von  der  erweiterten  infinitesi- 
malen Transformation   U'f  erzeugte  Gruppe  des  Raumes  gestatten. 


*)  Die  im  Texte   ausgeführte  Rechnung  ist,   wie  der  Leser  leicht  übersieht, 
nicht  wesentlich  verschieden  von  der  auf  Seite  103,  104  durchgeführten. 
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Erinnern  wir  uns  daher  an  das  Problem,  alle  Flächen  oder  Glei- 
chungen ii  =  0  zu  finden,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes 
(x,  y,  y)  gestatten.  Wir  fanden  früher  (vgl.  Theorem  19  des  §  3, 
12.  Kap.),  dass  es  zweierlei  invariante  Flächen  giebt,  einmal  die  von 
oc^  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugten  und  dann  die  aus  lauter  in- 
varianten Punkten  bestehenden.  Von  letzteren  kann  hier  nicht  die 
Rede  sein.  Da  nämlich  den  Punkten  einer  solchen  Fläche  oo^  Linien- 
elemente der  Ebene  entsprechen,  so  würden  die  oo^  durch  die  be- 
treffende Gleichung  ^(x,  y,  y)  =  0  definierten  Linienelemente  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  TJ'f  in  Ruhe  bleiben.  Diese  können 
aber  nicht  über  die  ganze  Ebene  verteilt  sein,  denn  sonst  müssten 
die  oo^  Punkte  dieser  Linienelemente,  d.  h.  alle  Punkte  der  Ebene  bei 
der  infinitesimalen  Transformation  Uf  invariant  sein.  Die  oo^  in- 
varianten Linienelemente  müssten  vielmehr  so  liegen,  dass  ihre  Punkte 
nur  eine  Curve  bilden.  Dies  aber  käme,  wie  wir  zu  Beginn  des  §  4 
sahen,  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichung  ^{x,  y,  y)  =  0  ganz  frei 
von  y,  also  gar  keine  Differentialgleichung  wäre  (vgl.  Fig.  27). 

Wir  haben  also  nur  solche  invariante  Flächen  ^{x,y,y')  =  0  zu 
suchen,  die  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe  U'f  des  Raumes  (x,  y,  y) 
erzeugt  werden. 

Nach  dem  Früheren  (vgl.  Satz  7,  §  3  und  Theorem  17,  §  1  des 
12.  Kap.)  ergeben  sie  sich  in  allgemeinster  Weise,  indem  wir  zwei 
Invarianten  der  Gruppe  U'f)  d.  h.  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  u,  v  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  U'f  =  0 
bestimmen  und  irgend  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen. 
Die  entstehende  Gleichung  können  wir  immer  so  schreiben: 

V  —  f{ii)  =  0. 
Natürlich  kann  man  eine  der  beiden  Lösungen,   etwa  u,   frei  von  y      Erste 

°  _  '    .  ,  InTariante. 

wählen,  denn  nimmt  man  n  frei  vo^n  y  an,  so  reduciert  sich  die  Be- 
dingung  ü'u  =  0  auf: 

TT      J.^**l  ^"  A 

^  dx  '  '  dy 
und  diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  ist  auch  frei  von  y. 
Sie  bestimmt  u  als  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  von 
Punkttransformationen,  und  u  =  Coust.  stellt  also  die  Bahncurven  der 
Gruppe  Uf  in  der  Ebene  dar.  Nehmen  wir  an,  diese  Bahncurven  seien 
uns  heJcannt,  so  können  wir  eine  zweite  y   ivirMich  enthaltende  Lösung  v    zweite 

.  ,  luvarianto. 

der  Gleichung  U  f  =  0  immer  durch  Quadraturen  finden.  Wir  werden 
dies  auf  zwei  Wegen  beweisen  und  heben  hervor,  dass  die  Beweis- 
methode, die  sich  zunächst  darbietet,  theoretisch  nicht  so  einfach  ist, 
wie  die  zweite,  nachher  angegebene  (S.  284). 
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Um  den  ersten  Beweis  zu  liefern,  stellen  wir  das  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  U'f=0  äquivalente  simultane  System  auf: 

dx        dy  dy 


(11) 


dx^\cy      dx)''       dy^ 


von    dem    wir   nach   Voraussetzung    schon   ein  von  y    freies  Integral 
ii{x,  y)  kennen.     Vermöge 

u{x,  y)  ==  c 

können   wir  etwa  y   entfernen   und  erhalten  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  der  Form: 

(12)  ^  =  1 11  -|_  1  p  -_  m  y  -  I  ei  y^ 

^     ''  dx         ^   dx    '     ^    \cy        ex)  -^         §   c^/ 

zwischen   den  beiden  Veränderlichen   y    und  x,   indem  y   überall   ent- 
fernt ist.     Diese   Gleichung  wird   aber  im   allgemeinen  die    die   Rolle 
einer  Constanten  spielende  Grösse  c  enthalten. 
^'d"?Si""^         Diese  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

durch  eine  , 

Kiccati'sche /j  o\  dll  -v     \      -v       '     \      -st      "> 

Diffgi.    (13)  ^^  =X-\-X^y  -^X^y\ 

wo  X,  Xi  und  X2  Functionen  von  x  (und  c)   sind.     Wir  bezeichnen 
sie  wie  üblich  als  eine  Riccati'sche  Gleichung. 

Im  allgemeinen  würde  ihre  Integration  nicht  durch  Quadraturen 
allein  möglich  sein,  aber  in  unserem  Falle  geht  dies  doch,  weil  uns 
Lösun  "!üe- ^^°^1^^^  ciuc  particularc  Lösung  derselben  bekannt  ist.  Wir  wissen 
serKiccati-jg^^  dass  die  Bahncurvcu  der  Gruppe  TJf  der  Ebene  bei  dieser  Gruppe 
invariant  bleiben,  dass  also  die  Linienelemente  längs  einer  solchen 
bei  der  erweiterten  Gruppe  TJ'f  unter  sich  vertauscht  werden.  Mithin 
erfüllt  die  Schar  aller  oo^  Linienelemente  der  00^  Bahncurven  der 
Gruppe  TJf  eine  Gleichung,  die  bei  TJ'f  invariant  ist,  also  eine  Integral- 
gleichung des  simultanen  Systems  (11)  ist.  Diese  Integralgleichung 
lässt  sich  sofort  aufstellen,  denn  die  Linienelemente  (a;,  y,  y')  der 
Bahncurven  von  Uf  haben  in  ihren  Punkten  {x,  y)  eben  die  Fort- 
schreitungsrichtungen  y,  welche  die  infinitesimale  Transformation  üf 
den  betreffenden  Punkten   zuordnet.     Sie   erfüllen  also  die  Gleichung: 

y  =  I 

oder 

Also  \&i  y  = —■   eine   Particularlösung  der  Differentialgleichung   (12) 
oder  (13),  sobald  nur  aus  ihr  y  vermöge  u{x,  y^  =  c  entfernt  wird. 


Lösung  die 
ser  Kiccati 
sehen  Dffgl 


sehen  Glei- 

diirch 

Quadratur. 
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Wir   können   diese   geometrischen   Schlüsse   auch  analytisch   dar- 
thun.     Die  Gleichung 

giebt  nämlich  nach  x,  y,  y   total  differentiiert: 

und  diese  Gleichung  wird  vermöge  des  simultanen  Systems  (11) 
und  i,y  —  ri  =  0  identisch  erfüllt. 

Von  unserer  Riccati'schen  Gleichung  (12)  oder,  kürzer  geschrieben,  ^^*®f^**^^^' 

77  .  .  sehen 

(\K)  kennen  wir  also  eine  Particularlösung  y  =  4r ,  geschrieben  in  ajc^ung 

^       '  o    V'  I    /    o  Quad) 

und  c.  Daraus  folgt  (nach  einem  allgemeinen  Satze  über  Riccati'sche 
Differentialgleichungen),  dass  sich  das  Integral  ,  durch  Quadraturen 
finden    lässt.     Bezeichnen    wir    nämlich    zur  Abkürzung   die  bekannte 

Particularlösung  y'==  y  der  Gleichung  (13)  mit  y  =  k{x),  so  ist: 
(14)  _  f^  =  X-^X,k  +  X,kK 

Wenn  wir  nun  in  (13)  als  neue  Veränderliche  statt  y   diese : 

_     1 
"  ^  y'-X 

einführen,  so  vereinfacht  sich  die  Differentialgleichung  sehr.  Es  ist 
ja  dann 

y 

also 

cly_  ^ 
dx 

oder  nach  (13)  und  (14): 

^  =  -  (X,  +  2X,A)fi,  -  X,. 

0)  bestimmt  sich  mithin  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  und 
kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
bekannt  ist  oder  wie  wir  früher  gelegentlich  zeigten  (vgl.  5.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kap.),  durch  zwei  Quadraturen  integriert  werden.  Damit 
ist  dann  auch 

^  'tu  I       '      CO 

bekannt. 

Hat  man  somit  y    als  Function  von  x,  c  und  einer  Integrations- 
constante  y  bestimmt: 


=  1 

+ 

1 

> 

dl 

1 

dw 

dx 

~ 

«' 

dx 
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so  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  c  =  u{x,y)  setzt  und  dann  nach  y 
auflöst,  das  gesuchte  zweite,  y  enthaltende  Integral  v{x,  y,  y)  des 
simultanen  Systems  (11)  und  also  auch  die  allgemeine  Gleichung 

V  —  f{ii)  ==  0. 

Theorem  22:  Ist  die  infinitesimale  Transformation  Uf  einer 
eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  (x,  y)  gegeben  und  kennt  man 
die  Bahncurven  u{x,  y)  =  Const.  dieser  Gruppe,  so  hann  man 
durch  Quadraturen  alle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung stoischen  x,  y  aufstellen,  tvelche  die  eingliedrige  Gruppe 
Uf  gestatten.  Jede  derartige  Differentialgleichung  lässt  sich 
durch  Quadratur  integrieren. 

Der  letzte  Zusatz  ist  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  selbst- 
verständlich. 

BeBtimmiing         Dass  die  Kenntnis   der  Bahncurven  u  =  Const,  zur  Bestimmung 

tl.  2.  Inv.  auf  .....  .  ° 

anderem   aller  bei    Uf  invarianten  Differentialgleichungen    erster  Ordnung   ver- 

Wege.  .  '  .         .  . 

mittelst  Quadraturen  hinreicht,  kann  man  noch  einfacher  so   erkennen. 

Wir  wissen,  dass,  wenn  die  Bahncurven  m  =  Const.   der  Gruppe 

Uf  bekannt  sind,  durch  Quadratur  neue  Veränderliche  j,  \)  eingeführt 

?  f 
werden  können,  welche  Uf  auf  die  canonische  Form  tt-  bringen  (Satz  4 

des  §  2,  3.  Kapitel).     Alle  Differentialgleichungen 

aber,   welche  die   eingliedrige  Gruppe  tJ-  gestatten,    werden,   wie   wir 

früher  bemerkten  (vgl.  1.  Beispiel  des  §  3,  8.  Kap.),  dargestellt  durch 
die  Gleichung: 

|-/-(9)  =  o. 

Nun  sind  j:  und  \)  bekannte  Functionen  von  x,  y\  diese  Gleichung  lässt 
sich  daher  so  schreiben: 

und  dies  wäre  die  allgemeine  Form  v  —  f{u)  =  0  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe   Uf  gestattet. 

Offenbar  ist  t)  identisch  mit  dem  früheren  u  und  dementsprechend 
ist  die  Grösse 
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dx  ^  dy  ^ 

dx    *    dy 
nichts  anderes  als  die  früher  mit  v  bezeichnete.     Man  sieht,   dass  die 
jetzige  Bestimmung  von  v  etwas  einfacher  als  die  obige  ist. 

Wir  bemerkten  schon  früher,  dass  jede  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erhalten 
wird,  indem  man  eine  Invariante  Si(x,p,y')  der  erweiterten  Gruppe 
U'f  gleich  Null  setzt.  Bezeichnen  wir  nun  jede  Invariante  der  er- 
weiterten Gruppe  U'f  als  eine  Differentialinvariante  der  ursprünglichen P^^^'?""*!*^' 

rri  II  jr  o  invariante. 

Gruppe   Uf,  so  können  wir  sagen: 

Theorem  23:  Ist  eine  eingliedrige  Grtippe  Uf  in  den  Verän- 
derlichen X,  y  vorgelegt,  so  gehören  zu  derselben  unendlich  viele 
Differentialinvarianten,  die  sich  als  beliebige  Functionen  irgend 
zweier  unabhängiger  Invarianten  der  erweiterten  Gruppe  U'f 
darstellen  lassen.  Jede  Differentialgleichung  Sl(x,  y,  y)  =  0, 
welche  Uf  gestattet,  kann  durch  Nullsetzen  einer  Differential- 
invariante erhalten  werden. 

Wir  ersuchen  den  Leser,  die  vorangehenden  Methoden  zur  Auf-  vergleich 
Stellung  aller  DifiPerentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y,  welche  früheren 
eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  mit  der  früher  (in  §  2  des 
8.  Kap.)  entwickelten  Methode  zu  vergleichen.  Das  jetzige  Verfahren 
setzt  nur  die  Kenntnis  der  Bahncurven,  das  frühere  aber  die  Kenntnis 
der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf  voraus.  Wie  schon  damals 
hervorgehoben  wurde,  liefert  die  frühere  Methode  überdies  die  be- 
treffenden Differentialgleichungen  in  wenig  übersichtlichen  Formen. 
Auch  hierin  ist  das  jetzige  Verfahren  dem  früheren  weit  überlegen. 

Zum  Vergleich  behandeln  wir  einige  der  damaligen  (in  §  3  des 
8.  Kap.  angegebenen)  Beispiele  nach  der  jetzigen  Methode.  Man  wird 
sehen,  wie  viel  schneller  die  jetzige  Methode  dabei  zum  Ziele  führt. 

1.  Beispiel:    Sei   Uf  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation :  Beispiele. 

^/■--I^  +  2'I- 
Hier  ist  die   erweiterte  infinitesimale  Transformation    U'f^  Uf]    es 
müssen  also  zwei  Integrale  des  simultanen  Systems 

dx dy dy' 

X  y  Ö 

bestimmt  werden.     Solche  sind  u"^^— ,  v^ny,  sodass 


286  '  Kapitel  13,  §  5.  Kapitel  14,  §  1. 

die    allgemeine   Form    der  Differentialgleichungen  ist,    welche   Uf  ge- 
statten. * 

2.  Beispiel:     Sei   Uf  die  infinitesimale  Rotation 


so  ist: 


'  ^  ( X    ^        oy         ^      ^    ^    '  cy 


also  lautet  das  simultane  System: 

dx  dy  dy 


—  y  X         1  +  2/'  * 

Ein  Integral  desselben  ist  w^x^  -\-  y^.     Ein  zweites  folgt  aus : 

xdy  —  ydx dy 

«;"  +  2/*      ~  1  +  2/'  " 

nämlich  arc  tg  —  —  arc  tg  y    oder ,    wenn   man    die  Tangente  hiervon 
nimmt: 

=  ^y  -y 

^  —  1+1/2/" 

sodass  die  gesuchte  allgemeine  Form  der  Differentialgleichungen,  welche 
Vf  gestatten,  diese  ist: 

xy  —y 


J^^  -  A-^  +  f)  =  0. 


Abteilung  IV. 

Eingliedrige   Gruppen  und   infinitesimale   Transformationen  in 

n  Veränderlichen.     Verwertung  dieser  Begriffe  für 

Differentialgleichungen. 

Da  wir  von  jetzt  ab  die  dllgemeine  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  und  ihre  Anwendungen  auf  Differential- 
gleichungen entwickeln  wollen,  heben  wir  sogleich  hervor,  dass  die 
Theorie  für  n  Veränderliche  mit  der  für  zwei  und  für  drei  Veränder- 
liche entwickelten  so  viele  und  umfangreiche  Analogien  darbietet,  dass 
es  unnötig  erscheint,  die  Beweise  so  vollständig,  wie  es  früher  ge- 
schah, auszuführen.  Der  Leser  wird  hoffentlich  selbst  imstande  sein,  die 
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Beweise  zu  reconstruieren,  und  ihre  Unterdrückung  an  manchen  Stellen 
wird  uns  vieler  ermüdender  Wiederholungen  überheben. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  wir  uns  genötigt  sehen,  künftig  die 
geometrischen  Deutungen  aus  dem  Text  in  die  Noten  zu  verweisen,  da 
das  Operieren  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  aus  dem  Gebiet  des 
Elementaren  hinausgeht.  Doch  wird  der  Leser  gut  thun,  diese  Noten, 
soweit  er  dazu  fähig  ist,  ebenfalls  zu  durchlaufen,  da  er  in  denselben 
manche  neuen  Gesichtspunkte  finden  wird.  Wohlbemerkt  wird  jedoch 
der  Text  selbst  niemals  die  Kenntnis  der  vorhergehenden  Noten  vor- 
aussetzen, sondern  für  ^ch  ein  geschlossenes  Ganzes  bilden. 


Kapitel  14. 

Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen,  simultanes  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  und  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  n  Veränderlichen. 

Wie  schon  bemerkt,  werden  wir  uns  mögliehst  kurz  fassen.  Die 
folgenden  Überlegungen  sind  in  der  Hauptsache  (mit  Ausnahme  des 
§  4)  bloss  Verallgemeinerungen  der  in  den  Kapiteln  2,  3,  4  für  zwei 
und  in  den  Kapiteln  11,  12  für  drei  Veränderliche  angestellten  Be- 
trachtungen. 

§  1.     Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen. 
Liegen  n  Gleichungen  vor  von  der  Form: 

X^    ^  (Pl[pCiP  X^j  •  '  •  Xn)  , 
X^    =  tp^ \Xi ,  X^j  •  '  •  Xn)  ) 


von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  Xj^jX^-  •  •  Xn  auflös- 
bar   seien,    so    bestimmen    sie  eine  allgemeine   Transformation  der  n    '^''^^^- 

-ry       ,      i      ■,.   ■,  .  formation. 

Veränderlichen  x^,  X2'  •  ■  Xn   in  n   andere  Veränderliche  a;/,  x^'  ■  -  ■  x^'. 
Enthalten   die  Gleichungen  noch   eine  beliebig  gross  annehmbare 
Coustante  a,  haben  sie  also  die  Form: 


(1) 


^1'=  <3Pl(^U«2  ■  ■  'Xn,a), 

^2'=  fP-X^i,X2  ■  ■  •Xn,a), 

^Xn  =  (p,i\Xyj  X.2  '  '  '  Xnj  aj , 
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so  stellen  sie  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  dar,  indem  der 
Parameter  a  auf  oo^  Weisen  gewählt  werden  kann.  Insbesondere 
nennen  wir  diese  Schar  von  oo^  Transformationen  eine  Gruppe  und 
^^^^liedrige^-vv^a^j.  gjjjg  eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen,  wenn  sie  die 
Gruppeneigenschaft  besitzt,  d.  h.  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier 
Transformationen  dieser  Schar  mit  einer  einzigen  Transformation  der- 
selben Schar  äquivalent  ist. 
Gruppen-  jjj^    (jg^g    analvtische   Kriterium    hierfür    aufzustellen,    führen    wir 

eigenschaft.  •'  ' 

nach  der  Transformation  (1)  mit  bestimmt  gewähltem  Parameter  a 
eine  zweite  Transformation  der  Schar  aus,  deren  Parameterwert  gleich  a 
sei.  Sie  führt  die  Variabein  x^  •  •  •  Xn  in  neue  x^'  -  •  •  x»"  über  und 
zwar  durch  die  Gleichungen: 

ü^     =  (p^  {^Xi  j  X^    •  '  ■  Xn  f  d  )f 

ff  /ff  r         f\ 


(2) 


//  f      r        f  t       f^ 

^  Xfi     ^n  \**'i    »^2    *    '  '  *'''*  }  ^  )' 

Die  erste  Transformation  (1)  werden  wir  wie  früher  mit  Ta,  die 
zweite  (2)  mit  Ta'  bezeichnen.  Die  Transformation  nun,  welche  der 
Aufeinanderfolge  von  Ta  und  Ta-  äquivalent  ist,  also  TaTa',  ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  rc/,  x.^,  ■  •  •  Xn  aus  (2)  ver- 
möge (1)  in  der  Form: 

^i"  =  9^1  («Pi  («;  «) ,  9^2  (^,  a)'--<Pn  {x,  a),  a) , 

(3)  ^  ^2"  ^  ^2(951  ipc,  «);  9'2(^,  «)  •  •  •  ^n  {x,  a),  d) , 


•  oc„"  =  (pn  {(fi  (x,  a) ,  9P2  {x,  d)  ■  •  ■  q)n{x,  a),  d)  . 
Hierin  ist  zur  Abkürzung  allgemein  statt  (pkix^^  •  •  •  Xn,  d)  einfach 
(pk(Xyd)  geschrieben.  Diese  Transformation  (3)  der  Variabein  x^,---Xn 
in  x^  •  •  •  Xn  muss  nun,  wenn  unsere  00^  Transformationen  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  bilden  sollen,  auch  eine  Transformation  der  Schar 
sein,  d.  h.  sich  decken  mit 

X],     =  9*1  yp^l  >  Xq  '  '  '  Xn,  n,)y 
X2    ^=  9'2  sp^i  }  "^2  '  '  '  '^n  j  ^)  > 


Xn     ^"■Kp^iJ  X2  '  '  '  Xn  j  A^, 

wo  A  eine  gewisse  nur  von  den  Constanten  a  und  d  abhängige  Con- 

stante  ist: 

A  =  A(a,  d). 

Es  müssen  also   identisch  für  alle  Werte  von  Xi,  x.^-  ■  •  Xn,  a  und  a', 
die  n  Gleichungen  bestehen: 
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(A  =  1,  2  •  •  •  n). 

Wir  werden  also  voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (1)  von  00^ 
Transformationen  eine  eiugliedrige  Gruppe  bilden.     Gleichzeitig  setzen 
wir  wie  früher  voraus,   dass   die  Gruppe   zu  jeder  Transformation  Ta 
auch   die  invcrse  Tä  enthält,   sodass  die  Aufeinanderfolge  von  T„  und  rj^°ng"r. 
Tu  der  identischen  Transformation : 

/y»  ■  I .—    /y  //•  . /y»  .    .     .         'V'  -  —     'V 

äquivalent  ist,  in  symbolischer  Ausdrucks  weise: 

T  T-  =  1 

Die  inverse  Transformation  Tä  werden  wir  auch,  wie  früher,  mit  T^^ 
bezeichnen  können.  Führen  wir  Ta  und  Tä  nach  einander  aus,  so 
muss  sich  wegen  der  Gruppeneigenschaft  wieder  eine  Transformation 
der  Gruppe  ergeben,  d.  h.  unsere  Gruppe  enthält  die  identische  Trans- wentische 

formation.  formation. 

Demnach  giebt  es  einen  Wert  a^  des  Parameters  a,  für  den  sich 
die  Gleichungen  der  Transformation  (1)  auf  die  der  identischen  Trans- 
formation reducieren,  sodass  also: 

ist. 


\  (p^\X^  ,  X2  '  '  '  Xn  ,  Qq)  X)i 

Geben   wir   dem  Parameter  a  einen   von  a^  nur  unendlich  wenig 


verschiedenen  Wert  a^  -\-  da,  so  ergiebt  sich  eine  von  der  identischen 

nur   unendlich   wenig   verschiedene,    also    eine    infinitesimale  Transfor-  infinitesi- 

"  '  '  ma'.e  Trf. 

mation  der  Gruppe  zunächst  in  der  Form: 

rr/  ^cp^{a^,x,-  ••  x^,  a^  -\-  öa)  =  (p^ix,  a^)  +  — ^^-~  ^«  H , 

x^  =  (piix^,  x^-  ■  -XnyÜQ-]-  da)^Ez  (p^ix,  «o)  +    '^' ^'  "°  8a -\ , 

xä  =  (pn{x^,  x^-  ••Xa,aQ-\'  8a)^EE  (p„{x,  a^  -f    '^  g^'  ""  öa-\-  ■  •  - , 
oder  wegen  (4)  in  der  Form: 

Xk  =  Xk  H ö- oa-\ 

(A-  3=  1,  2  •  •  •  «). 
lile,  Differentialgleichungen.  19 


290  Kapitel  -14,  §  1. 

Angenommen,  von  den  Coefficienten  von  da,  da^  •  •  •  verschwinden  in 
diesen  n  Reihenentwickelungen  alle  bis  zu  denen  von  da''~^,  so  kann 
man  da''  als  unendlich  kleiue  Grösse  dt  benutzen  und  erhält  dadurch 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  in  der  Form : 

(5)  Xk  =  a^A-  +  I^G^i,  x^-  ■  ■  Xn)  dt-{ 

WO  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind  und  im  übrigen  unterdrückt  werden  dürfen.  Dass  diese 
Reihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  dt  fortschreiten,  ist 
hier  nicht  unmittelbar  evident.  Man  erkennt  es  vielmehr,  wie  früher 
in  §  3  des  2.  Kap.  und  in  §  1  des  11.  Kap.,  indem  man  nach  einer 
Transformation  (s)  der  Gruppe  eine  von  der  inversen  Transformation 
(f)  unendlich  wenig  verschiedene  Transformation  (s  -\-  ds)  der  Gruppe 
ausführt,  wodurch  sich  in  allgemeinerer  Weise  als  oben  die  infinitesi- 
male Transformation  ergiebt. 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch 
eine  infinitesimale  Transformation. 

Wir  werden  wie  früher  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

und 

^1'=  ^l  +  il^^  +   •■•?      ^2'=^2  +  l2^^H }      ••'  X>i    =ODn-^ln^t  -{ 

als  identisch  bezeichnen,  sobald  die  Incremente  ^^dt,  ^2^^}  '  '  '  ^^^ 
der  Veränderlichen  x^,  X2  '  -  •  Xn  bei  der  zweiten  sich  nur  um  einen 
Constanten  Factor  von  den  Incrementen  iidt,  Ig^^^?  '  '  •  l«<^^  bei  der 
ersten  unterscheiden.  Die  Berechtigung  hierzu  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  dt  nur  eine  gegen  Null  convergierende  Zahl  sein  soll,  also 
mit  einer  Constanten  multipliciert  wieder  eine  solche  gegen  Null  con- 
vergierende Grösse  sein  wird. 

Der  Leser  wird  sich  erinnern,  dass  wir  früher  immer  für  den 
Nachweis,  dass  eine  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation 
besitzt,  eine  längere  Betrachtung  anstellten  (§  5  des  2.  Kap.,  §  2  des 
11.  Kap.).  Was  den  Beweis  für  71  Veränderliche  anbetrifift,  so  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  zu  sagen,  dass  er  im  allgemeinen  Falle  ganz 
ebenso  geführt  wird,  wie  in  den  Fällen  w  =  2,  3.  Demnach  geben 
wir  den  Satz  als  bewiesen  an: 

Satz  2 :  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paarweis 
inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation. 
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Nunmehr  gehen  wir  einen  entgegengesetzten  Weg :  Wir  nehmen  conatr.  e. 
an,  nicht  eine  Gruppe,  sondern  eine  infinitesimale  Transformation  sei  aus  e.  inf. 
gegeben: 

(6)  a;/  =  rri  +  lid^  +  —,  x^'^x^-}- ^^^t-j- •'-,  ■■'Xn=Xn  +  lndi  +  "-- 
Wir  werden  eine  eingliedrige  Gruppe  construieren ,  welche  eben  diese 
infinitesimale  Transformation  besitzt. 

Zu  dem  Zweck  integrieren  wir  das  simultane  System: 

/n\     dXi dX^  __ n __   j, 

^    ^     ll  K',  X^'  ■  •  •  X^)  i,A<.  «2'  •  •  •  ^'«')  '    "  ^«(^1'.  ^t     ••  •  ^n) 

in  den  n  -\-  1  Veränderlichen  x^',  x^  •  •  -  xü  und  t.  Ein  solches  System 
integrieren  heisst,  etwa  x^  ,  x^  ■  '  •  Xn  als  Functionen  von  t  be- 
stimmen, sodass  sie  diese  n  Gleichungen  (7)  identisch  erfüllen.  Wie 
bekannt,  lassen  sich  über  die  Anfangs  werte,  welche  x^,  x^  •  •  •  xü  für 
^  =  0  haben,  noch  Voraussetzungen  treffen.  Wir  wollen  die  Anfangs- 
bedingung vorschreiben,  dass  sich  rr/,  x^  •  •  •  xü  für  ^  =  0  auf  die  als 
Integrationsconstanten  zu  betrachtenden  Grössen  x^,  x^  •  •  •  Xn  redu- 
cieren.  Alsdann  ergeben  sich  gewisse  n  Integralgleichungen  von 
der  Form: 

X^   =  U>i  yX^y  X2  •  ■  •  Xn,  t),      X2   =  ^2\*^1>  x^  •  •  •  X,i,  t)   •  '  • 
Xn    ==   9n\X-^)  X2  '  '  '  Xn,  tj. 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  auch  eine  Transformation  der  Ver- 
änderlichen x^^,  X2  •  •  •  Xn  in  die  neuen  Veränderlichen  x^,  x^  •  •  •  Xn 
dar.  Da  sie  noch  t  enthalten,  so  haben  wir,  weil  wir  t  beliebig  als 
Constante  annehmen  können,  hiermit  00^  Transformationen  erhalten. 
^  =  0  giebt  insbesondere  die  identische  xü  =  Xk. 

Wir  behaupten,  dass  diese  00^  Transformationen  (8)  eine  Gruppe 
bilden.  In  der  That  erkennt  man  dies  durch  näheres  Eingehen  auf 
die  Integration  des  simultanen  Systems  (7):  Zunächst  besitzt  (7)  n  —  l 
von  einander  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale: 

i>iiy\X^  ,  a?2    •  '  '  Xn  ),      •  •  •      i>i'n—\.\Xi  ,  X^    •  •  •  Xn  )■ 

Um  ein  letztes,  t  enthaltendes  Integral  zu  finden,  wird  man  vermöge: 

^liXi    •  •  •  Xn)  =  Ci,       •••       Sln-liXi    •  ■  •  Xn)  =  Cn-l 

etwa  X2',  x^  •  •  •  Xn  als  Functionen  von  x-^  und  den  Constanten  q, 
c^  •  •  •  c„_i  darstellen  und  sie  danach  aus 

il  i^l     •  •  •  ^n) 

eliminieren.  Dann  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x^  und 
den  Constanten  Cj,  Cg  •  •  •  c„_i  und  eine  Quadratur  giebt  ein  Integral 
von    der    Form   F{x^ ,  c^,  c,  •  '  •  c„_i)  —  t.     Wenn    man    hierin    wieder 

19* 
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q ,  Co  •  •  •  c„_i  durch  ü, ,  ü^  ■  '  *  ^n—i  ersetzt,  so  erhält  man  das  gesuchte 
Integral  in  der  Form: 

yy  (x^  f  ^2  ■  ■  •  oC/i  j       t. 

Da  sich  für  ^  ==  0  die  Variabein  x^',  x^  •  •  -  Xn  auf  x^,x^'  -  •  Xn  redu- 
eieren  sollen,  so  sind  die  gesuchten  Functionen  (8)  die  Auflösungen 
der  n  Gleichungen: 

iJij  \X^  j  X^    •  •  •  Xn  )  =  i&i  [X^ ,  X2  •  •  '  Xn), 


(9) 


^n-l{pC^,  X.2    •  •  •  Xn)  ==  ^n-liXi,  ^C.,  •  ■  •  Xn)y 
W{X^\  X.^  •   ■   ■  Xn)  t  ==  W{X^,  X.,---  Xn) 

nach  Xy,  x^  •  •  •  xü. 

Dass  diese  Auflösungen  nun  eine  Gruppe  von  00^  Transformationen 
darstellen,  erkennt  man  wie  in  dem  Falle  w  =  2  (vgl,  §  4  des  2.  Kap.): 
Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameterwerten 
t  und  t'  ist  äquivalent  der  Transformation  mit  dem  Parameterwert 
t  -j-  f.  Insbesondere  ist  also  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen 
{t)  und  {—  t)  äquivalent  der  sich  für  ^  =  0  ergebenden  identischen, 
sie  sind  also  zu  einander  invers. 

Dass  die  Gruppe,  die  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 
(7)  ergiebt,  auch  die  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  (6)  ent- 
hält, ist  ohne  weiteres  klar,  denn  die  Entwickelungen  von  x^,  x.^  ••■  xä 
nach  Potenzen  von  i  fangen  nach  dem  Maclaurin'schen  Sat&e  und,  da 
nach  (7): 

^'{~  ^^^  5*  v^i  >  ^2   ■  ■  *  ^«  J 
ist,  mit  den  Gliedern  an: 

X/c    =  Xic  -f-  t,k{Xyf  X^  •  •  '  Xnjt  -j-  •  •  •, 

geben  also  für  t  ==  dt  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  mit 
der  vorgelegten  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  auf  die  allein  es  hier 
ankommt,  übereinstimmt. 

Theorem  24:    Jede  infinitesimale  Transformation 

Xy    =Xy-\-i,y{Xy-  •  •Xn)8t  -\ ,    '  '  '  Xn    =  Xn  -\-  iaipCy-  ■  •  Xn)ät  +  •  •  • 

gehört,  wenn  von  unendlich  Meinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 
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dx,'  ^  dx^'  ^  ^    _  ^  ^^n'  ^  ^^^ 

i;^^'  .  .  .  x^')         I,  {X,'  .  V .  x^')         '  '  '         |„(a;,'  •  •  •  x^) 

mit  der  Anfang sledingung,  dass  sich  x^,  x.^  •  ■  -  Xn  für  t  =  0  auf 
Xi,X2'--Xn  reducieren  sollen,  in  der  Form: 

Sil  i-^l'  •  •  '  ^«')  =  ^li^i-  '  -  Xn), 


iC)i — 1  [X^     •    •  •  Xn  J   ii,j_l  [X^   •   •   •  Xn)  , 

W(x,'  •  •  •  x,/)  -  t  =  W{xy  .  •  •  X,:) 
oder,  nach  x^' •  •  ■  x,t'  aufgelöst  und  nach  t  entiviclielt: 

Xk    =  Xk  ■\-  Ik  {^l   "  •  Xn)t  -\-  •  ■  • 
(Ä  =  1,  2  •  •  •  »). 

Hiernacli  und  nach  Satz  2  ergiebt  sich  wie  in  den  Fcällen 
«  ==  2,  3  das 

Theorem  25:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur 
eine  infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation gehört  umgelcehrt  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transfor- 
mationen. 

1.  Beispiel:     Die  n  Gleichungen  Beispiele. 

x^  =  ax^^,    x^  =  ax^,     •  •  •     Xn  =  aXn 

stellen  offenbar  eine  eingliedrige  Gruppe  dar,  Ihre  identische  Trans- 
formation ergiebt  sich  für  a  =  \,  ihre  infinitesimale  für  a=l  -{-  dt 
in  der  Form: 

^X    =  ^1   +  ^1  ^  ^       ^'2'  =  X.2-\-  X.^8t,       •  •  •       Xn    =  Xa-\-  X„,dt, 

sodass  ^y^Xi^,  •  '  •  I«  E^  Xn  ist  und  das  simultane  System  hier  lautet: 
dx-i'  dx,/  ^^^«   j. 

Es  giebt  integriert  unter  der  Bedingung,  dass  sich  x^,  x^'  •  -  •  xä  für 
^  =  0  auf  Xi,x^-  '  •  Xn  reducieren: 

als  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe.  In  der  That  sind  dies  die 
obigen  Gleichungen  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  statt  des 
Parameters  a  der  Parameter  i  =  lg  a  benutzt  ist. 

2.  Beispiel:     Die  n  Gleichungen 

Xj^=  x'i  +  {2Jx  —  Xi)dt,     •  •  •     Xn  =  Xn  -{-  {^x  —  Xn)di 
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stellen  eine  infinitesimale  Transformation  dar.  Wir  suchen  die  end- 
lichen Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Ux 
soll  die  Summe  aller  x^,  X2 '  •  •  x^  bedeuten.  Wir  haben  das  simultane 
System  zu  integrieren : 

dXf^' 

dt    (k=l,2  ■■■  n) 


Sx  —  Xf^ 
oder 

dXk  =  {Ex  —  Xk)dt     (t  =  1, 2  •  •  ■  /j). 

Hiernach  ist,  wenn  alle  diese  n  Gleichungen  summiert  werden: 

dSx  =  (n  —  1)  Zx  •  dt 
oder: 

Dies  giebt  integriert: 

Setzen  wir  diesen  Wert  in: 

dxic'  =  (£x  —  Xk)dt 
ein,  so  kommt: 

dXk  =  (ce^^-i"—  Xk)dt. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  für  Xk.  Sie  giebt  nach 
bekannter  Regel  integriert: 

^k  ■=  —:^ h  TkC  '. 

Nun  haben  wir  die  Constanten  c,  yi ,  yg  •  *  '  y«  j  von  denen  übrigens  eine 
überzählig  ist,  so  zu  wählen,  dass  allgemein  Xk  sich  für  ^  ==  0  auf 
X/c  reduciert.     Wir  haben  also  die  Relationen: 

2Jx  =  ce(»-i)',     i:x  =  c, 

Xk  =  —- h  yke-\    Xk  =  -  +  yk- 

Mithin  liefert  die  Elimination  der  Constanten: 

Xk  =  Ex  .  -^-  ^\xk-~)c 

oder  auch: 

—i 
Xk  =  —  ((e"'  —\)Ex-^  nxk) 

(i  =  1,  2  •  ■  •  n). 

Man  überzeuge  sich  davon,  dass  diese  n  Gleichungen  wirklich  eine 
Gruppe  darstellen. 

3.  Beispiel:    Gesucht  werden  die  endlichen   Gleichungen   der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 
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<  =  ^1  +  (^1  —  ^i)^iy     ^2  =  ^2  +  (^2  —  ^4)«^^ 
^3'  =  ^3  +  (%  —  ^4)  «^^      a?4'  =  a;^  +  d^ 
erzeugten    eingliedrigen   Gruppe    in    vier    Veränderlichen.     Hier   lautet 
das  zu  integrierende  simultane  System: 

dXi  ='  (Xi —  x^')dt, 
dx^  =  {x^  —  x^)dt, 
dx^  =  (%'  —  x^)dt, 
dx^  ==  dt. 
Die  letzte  Gleichung  giebt  integriert: 

x^  =  x^  -7- 1. 
Eingesetzt  iu  die  drei  ersten  Gleichungen  giebt  sie: 
dXi  =  {Xi  —  x^  —  t)dt, 
dx^  =  {x.^  —  ^i  —  t)di, 
dx^  =  {x.^  —  ^4  —  t)dt. 
Hierin  spielt  der  Anfangswert  x^  die  Rolle  einer  Constanten.    Es  sind 
dies  drei  lineare  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

die  nach  bekannter  Methode  das  Integral  liefert: 
X  =  Xi-\-  t  -{-  \  -{-  Const.  e*. 

Die  Constante  ist  so  zu  bestimmen,    dass  sich  x   für  t  =  0  auf  x  re- 
duciert,  also  gleich  x  —  x^  —  1  zu  setzen.     Sonach  kommt: 

x'^.x^  +  t+l-^ix-x^-  l)e' 
und  also  einzeln: 

x^=x^-\-  t-\-  \  -\-  {x^—  x^  —  l)e\ 

^2'  =  ^4  +  ^  +  1  +  (^2  ^  ^4  ~  ^)^^ 
a^s'  =  *'4  +  ^  +  1  +  (^3  —  ^4  —  l)eS 

^4  =  ^4  "T  t. 

Diese  Gleichungen  stellen,  wie  es  sein  muss,  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar.     Denn  setzt  man  noch  an: 

x;'  =  X.;  +  r  +  1  +  (.r;  -  x;  -  i)e^ 

^2  =-•  <  +  *'  +  !  +  {x;  —  x;  —  l)e^, 

x^'  =  ;r;  +  r  + 1  +  (a^s'  -  <  -  l)e^ 

^4    —  x^   -j-  f 
und  eliminiert  hieraus  x^,  x^,  x^,  xl,  so  kommt: 

x;'  =  x^-^{t  +  t')-\-l-\-  {x^  —  x^-  l)e'+''  u.  s.  w. 
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§   2.      Symbol    einer    infinitesimalen    Transformation    und    Reihen- 
entwiokelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe. 

Wir  verzichten   auf  die  ausführliche   Auseinandersetzung,    welche 
wir   früher   bei  Einführung   des  Symbols    der  infinitesimalen  Transfor- 
mation gaben   (§  2  des    3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.),    an   dieser  Stelle, 
einer"hifiii  ^^^^^^   ^^^  ciufach   auf   das  Frühere  verweisen.     Als  Symbol    TJf  der 
'^^^-      infinitesimalen  Transformation: 

Xk    =  Xk   +   Ia-(^i  ,  -^2  •  •   •  ^/0<^^  +   •   •  • 
(A;  =  1,  2  •  •  •  «) 

benutzen  wir  das  durch  dt  dividierte  Increment,  welches  eine  beliebige 
Function  f{x^,  x^-  '  •  x^)  bei  ihr  erfährt: 

3f{x,-..x^)  _^    cf        ,    df  it     ^ 

Wir  setzen  also: 

In  unseren  in  §  1  betrachteten  drei  Beispielen  haben  wir  demnach 
die  infinitesimalen  Transformationen  untersucht: 

cf   j^        df  _\  _\  cf 

^1  dx,  '^^^  dx,'^  ^  ^^  ä^  ' 


ferner 


{Zx  -  o;.)  1/  +  (2;^  _  :r,)  1^  +  .  .  .  +  (2:^-  -  ^^  ^^ 


und  schliesslich: 

yx,        xj  ^^  -h  (^a:2        ^4j  g^^  -t-  (^^3  -  xj  .--  -f-  ^—  • 

Indem  wir  auf  die  früheren  Bemerkungen  in  den  Fällen  w  =  2,  3 
zurückdeuten,  heben  wir  nur  hervor,  dass  Uf  als  der  Diöerential- 
quotient  einer  beliebigen  Function  f{Xj^,  x.^  •  •  •  Xn)  nach  t  für  ^  =  0 
aufgefasst  werden  kann,  wo  a;/,  x.^  ■  •  •  xä  die  durch  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  gegebenen  Functionen  von  t  bedeuten: 

Xk    =^  ^>k  V-^i »  "^2  '  '  *  Xn  1  t) 
(i==  1,  2  ■  •  •  n), 

die  sich  für  ^  ==  0  auf  x^,  X2  •  ■  ■  x^  reducieren. 

Insbesondere  ergiebt  sich  auch,  da   Uxk  ^^  ik  ist: 

Uf=  Ux,  1^  +  Ux.,^  -^ +  Uxn  !- ' 

'  '  ex,    '  ^  dx^    '  '  ox^ 

Einfü]iruiig         Die  Thatsache,  dass  eine  Gruppe  durch  Einführung  neuer  Variahein 

neuer  Varia-  ,  .  ,  .  .  . 

beiu  in  die  vcrmögc    zwcicr    cogredienter    Gleichungensysteme    wiederum    in    eme 
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Gruppe  übergeführt  wird,  haben  wir  in  den  Fällen  n  =  2,?>  geo- 
metrisch anschaulich  begründet.  Wir  wollen  hier  einen  analytischen 
Beweis  geben,  der  für  jedes  n  gilt.  Ist  irgend  eine  eingliedrige 
Gruppe  vorgelegt,  so  kann  dieselbe,  wie  wir  fanden,  auf  die  Form 

^i{x^  •  •  ■  Xn)  ==  ^i  {X^-  ■  •  Xn)       ii=t---n-  1), 
W{X^  ■  •  •  Xn)  =  W{X^  •  •  •  Xa)  +  t 

gebracht  werden.     Setzen  wir  nun 

^k   =  ^k  (^1  •  •  •  ^«),      ?/  =  ^k{Xj'  '  •  •  2-„'),        (A  =  1,  2  .  •  ■  «) 

SO  erhalten  wir  offenbar  Gleichungen  von  der  Form 

£li  (j/  •  •  •  j/)  =  Sil  (i'i  •  •  •  £«),      (/  =  1  •  ■  • « - 1) 

mi'---h:)  =  w(:^,---ic,)  +  t 

welche  ihrerseits  eine  Gruppe  bilden.     Also  gilt  der 
Satz  3:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe 

X^    =  (p^  [X^  j  X2  '  '  '  X,i )  tj  j       •  '  '      Xn    =  (pn  [X^ ,  it'2  •  •  •  Xii  ,  tj 

vermöge  ziveier  cogredienten  Gleichungensysteme: 

i'l  """^   ^1  [p^i  5'^2.  '  '  '  "^n  ))      ■  ■  *      J(i   ="=  *Pn  [Xi  }X.2  '  •  ■  Xu  j, 

die  neuen  Veränderlichen  Ji,  ?2  •  •  •  i'«  tind  j/,  £2'  "  "  •  i*«'  c^^>  *"ö  stellen 
die  hervorgehenden  Gleichungen: 

iviederum  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Genau    so    wie    in   dem  Fall    n  =  2    lässt    sich    ferner    der  Satz  i^infüiirun« 

neuer  Varia- 

beweiSen:  belnlndas 

a    A-       A  -n    1  •  •  •  Symbol   Uf. 

Satz  4:    Führt  man  m  eine  eingliedrige  Gruppe 

X^    =  9^1  V^i  '  '  '  Xn,  tjf      •  •  •     Xn    =  (fnyX^  •  •  '  X^,  *) 

anstatt  x^,  x^  •  •  •  x^  und  Xi,  x^  -  •  •  x,'  durch  0ivei  cogrediente  Gleichungen- 
systeme neue  Veränderliche  jj ,  jg  •••£'»  "^^^  £1',  I2  -  •  •  In'  ci«,  so  geht 
das  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  dircct  in  das  Symbol 
Uf  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
giebt  sich  also: 

wo  natürlich  L\,  U^c^  •  •  •  U^n  in  den  neuen  Veränderlichen  Ei,  $2  "  '  •  Et 
jsu  schreiben  sind. 
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Hieran  schliessen  sich  unmittelbar  die  Sätze: 

Satz  5:    Durch   Einfuhrung   neuer    Veränderlicher   kann  man  jede 
eingliedrige  Gruppe  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  verwandeln, 
und: 

Satz  6 :  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  x^,  x^  -  -  •  Xn  kann  durch  pas- 
sende Wahl  neuer  Veränderlicher  £i,  J2  *  * '  £»  *^  ^^^  Gruppe  mit  der 
infinitesimalen  Transformation 

d.  h.  in  die  Gruppe: 

?i  '^^  Jij    £2  ""^^  J27     ■  ■ '    J«— 1  '^^  S«— 1>    Ji  ^^^^  Ji  ~i    ^ 
venvandelt  werden. 
^änderi^u'  ^^^   ^^^^  nötigen  neuen   Veränderlichen  £i,j2  •••£*«   nennen  wir 

•=*°-  ^""^  canonische    Veränderliche  und    die    neue  Form    der  Gruppe    ihre    cano- 
nische Form. 

Was  nun  schliesslich  die  Reihenentwickelung  der  endlichen  Glei- 
chungen der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  anbetrifft,  so  dürfen  wir  uns  auch  hierbei  ganz 
kurz  fassen,  da  die  Begründung  nur  in  nebensächlichen  Dingen  von 
der  für  die  Fälle  w  =  2,  3  gegebenen  abweicht  (§  3  des  3.  Kap.,  §  3 
des  11.  Kap.).     Wir  erhalten  das 

Theorem  26:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Heihen- 
entivickelungen  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  ge- 
schrieben werden: 

x;=x^-\-^TJx^-{-Yv^ü{'üx,)-\ , 

<=  ^2  +  Y  ^^2  +  iT 2  ^(^^2)  -1 ' 


Xn  =  Xr,-\--J    UX„  -f   j^    ü{UXn)  H , 

und  jede  Function  f  von  x^,  x^  -  •  •  Xn   kann  dementsprechend  so 
entwickelt  werden: 

f{x^,  X.^  "•  Xa)  =  f{Xi  ,X2--  -Xn)  +Y    ^f(^n  X2-  ■  ■  Xn)  + 
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Beispiel:    Man  soll  durch  Reihenentwickelung  die  endlichen  Glei-  üeisiiiei. 
chungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

Uf^  {X,  -  ^.)  g  +  (*.  -  ^.)  |{  +  (*»  -  ^.)  1^  +  U. 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  berechnen.     Hier  ist: 
Vx^  ^Xi  —  x^,                   TJx^  ^  1  > 
ü{Ux,)  =  x,-  x^-\-l,      UiUx,)  =  0, 
U{U(üx,))  =  x,-x^  +  l, 


demnach: 

^i'==  ^1  +  Y  (^1  ~  ^4)  +  (^1  —  ^'4  +  1)  {r72  +  rTTiT  ^ — ) ' 

analog  x^'  und  iCg'  und  überdies: 

x_^  —  Ä^4  ~f~  t. 
Summati on  liefert: 

Xi  =  x^  -\-  t  -\-  1  -{■  (Xi  —  x^  ■{■  l)eK 

(Vgl.  3.  Beispiel  des  §  1.) 

§  3.     Die  Bahncurven   und  Invarianten   einer  eingliedrigen  Gruppe. 
Lineare  partielle  Differentialgleichung. 

Einige   Worte    über    die    geometrische   Deutung    der    Transformationen 
und  der  eingliedrigen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  mögen  hier  Platz  finden. 
Wir   setzen   dabei   voraus,   dass   dem  Leser   der  Begriff  eines   Raumes   von  ^>i^m  von 
n   Dimensionen  bekannt   sei.      Jedem   Wertesystem  x^,  x.2  •  •  •  Xn    entspricht    sionen. 
ein  Punkt  dieses  Raumes  mit  den  Coordinaten  a'i ,  a^g  •  •  •  Xn  und  umgekehrt. 

Eine  Transformation  der  Veränderlichen  x^,x^---  Xn  in  neue  x^^  x<^  -••  Xn 
vermöge 

ist  alsdann  eine  Überführung  aller  Punkte  des  Raumes  in  neue  Lagen, 
also  eine  geometrische  Operation.  Insbesondere  bildet  eine  Schar  von  00^ 
Transformationen : 

X^    =  Cp-^  yX-^^  y  X^  •  •  •  Xnj  tj^       •  '  '      Xn    =  (fn  \pi  >  «^2   '  '  '  '^1  1  V 

eine  eingliedrige  Gruppe^  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Operationen 

durch  eine  einzige  Operation  aus  der  Schar  ersetzt  werden  kann.     Die  in-  Oeometri- 

finitesimale  Transformation  der  Gruppe:  e.  inf.  Trf. 

erteilt  den  Coordinaten  der  Punkte  (x^,  äj  •  •  •  Xn)  die  Incremente 

öxi  =  ^idt,     6x2  =  ^^01,     '  •  •  6Xn  =  ^nSt, 

d.  h.  sie  ordnet  jedem  Punkte  {x^,  X2  -  •  •  Xn)  eine  gewisse  infinitesimale  Fort- 
schreitungsstrecke: 
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Yöx,'  +  öx,'  _|-  .  .  .  _!_  d^2  _  ^^  .  |/|7  +  ^2'  +  •  ■ .  +1/ 

miY  c?m  Projedionen  ^^öt  ■  ■  ■  ^n^i  auf  die  n  Coordinatenaxen  zu. 

Der  geometrische  Beweis  für  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Satz  3  über  die  Einführung  neuer  Variahein  in  die  Gruppe  ist  ganz  analog 
den  früher  für  die  Fälle  w  =  2,  3  gegebenen  Beweisen  (vgl.  §  1  des 
3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.):  Jede  Transformation  der  Gruppe  stellt  im 
Räume  von  n  Dimensionen  eine  Lagenändemng  aller  Punkte  dar.  Die 
Transformationen  einer  Schar  bilden  eine  Gruppe,  wenn  die  Aufeinander- 
folge zweier  dieser  Lagenänderungen  wiederum  eine  Lagenänderung  liefert, 
die  durch  irgend  eine  Transformation  der  Schar  bewirkt  werden  kann.  Die 
Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  kann  nun  als  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  in  den  Raum  von  n  Dimensionen  aufgefasst 
werden,  die  jene  Lagenänderungeu  durchaus  unberührt  lässt,  also  auch  die 
Gruppeneigenschaft  nicht  vernichtet. 

Führt  man  auf  einen  Punkt  (x^^  •  •  •  Xn^)  oder  kurz  (x^)  nach  einander 
alle  Transformationen  der  Gruppe  aus,  so  gelangt  er  dadurch  in  00^  neue 
Lagen  (^x^^,  X2  •  •  '  Xn)  oder  (a;),  die  sich  aus  den  Gleichungen: 


•  •  •  X,i  ,  tjf       •  •  •       X,i  9)^  \.l\     •  •  ■  Xn  j  t) 


Bahncurre.  ergeben.   Diese  00^  Lagen  bilden  eine  Curve,  die  Balincurve  des  Punldes  (iP). 

So  gehört  zu  jedem  Punkte  (a?*^)  des  Raumes  eine  Bahncurve.  Ins- 
besondere erkennt  man  leicht,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  7:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Grujppe  p^  ein  Pimlct  auf  der  Bahn- 
curve von  Pq,  so  hat  p-^  ehen  diese  Curve  auch  zur  Bahncurve.  Eine  ein- 
gliedrige Gruppe  des  n-dimensionalen  Raumes  hesitzt  also  oo''~^  Bahncurven. 

Der  Beweis  ist  genau  so  wie  in  den  Fällen  n  =  2 ,  3.  (§2  des 
4.  Kap.  und  §  2  des  12.  Kap.) 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe  auf 
einen  Punkt  p  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  geht  er  in  einen  Punkt 
(p')Ta  auf  derselben  Bahncurve  über.  Dies  gilt  für  alle  Punkte  der  Bahn- 
curve und  für  alle  Transformationen  der  Gruppe,  daher: 

Satz  8:  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe. 

Insbesondere  ist  auch  sofort  zu  beweisen: 

Satz  9 :  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe, 
so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven. 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  bestimmen,  wenn 
nur  die  infinitesimale  Transformation 

^^-^.«l  +  ^^l^  +  ^  +  ä-aV. 

der  Gruppe  gegeben  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  ein  Punkt  {x^,  x^  •••  x») 
vermöge  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  einen  benachbarten 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  d.  h.  dass  x^fX^---  Xn  auf  der 
Bahncurve  um  Increraente  dx^,  dx^  •  •  •  dxn  zunehmen,  die  proportional 
li,  I2  •  •  •  ^'j  sind. 
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Satz  10:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  ordnen  ihren 
Punkten  gerade  die  Richtungen  zu,  welche  ihnen  vermöge  der  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  zugehören. 

Die  Bahncurven  sind  also  die  oo"~^  Integralcurven  des  simultanen 
Systems: 

ii (^1  •  •  • « j  ~  ^«(«1  •■  •  ^'ä)  ~~        ^„(«^1  •••«'„) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  oo""^  Charakteristiken  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

Allerdings  haben  vs^ir  bisher  über  die  Interpretation  und  Integration 
derartiger  simultaner  Systeme  und  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  noch  nicht  gesprochen.  Wir  werden  dies 
hier  kurz  nachholen,  indem  wir  die  analytische  Theorie  dieser  Gleichungen 
als  bekannt  voraussetzen. 

Ein  simultanes  System:  Simultanes 

System. 

/.j/^N  ClX^  CLX^  n 

'^        '  IJ^X^    ■'■  ■  Xj    ~  ~^{X^~-'xJ  \i^l-   •  -^n) 

integrieren  heisst  bekanntlich,  etwa  x^  •  •  •  Xn  als  Functionen  von  x^  be- 
stimmen, sodass  sie  identisch  für  alle  Werte  von  iCj  die  Gleichungen  (10) 
befriedigen.  Diese  Functionen  enthalten  noch  n  —  1  willkürliche  Cou- 
stanten.  Deuten  wir  a^j^,  x.2  •  •  •  x^  als  Punktcoordinaten  in  einem  Räume 
von  n  Dimensionen,  so  handelt  es  sich  also  darum,  gewisse  Curven  in 
demselben  zu  finden,  Ucämlich  die,  deren  Eichtungscosinus  proportional 
%\.i  ^2  ■  ■  ■  ^«  sind.  Geometrisch  erhalten  wir  diese  Integralcurven.,  indem  integrai- 
wir  von  einem  Punkte  ausgehend  der  ihm  jeweils  durch  das  simultane 
System  zugeordneten  Richtung  folgen.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner 
Lage  im  Räume  geht  also  eine  Integralcurve  und  es  giebt  im  ganzen 
(y^n—i  Integralcurven.  Bekanntlich  nennt  man  eine  Function  u{x-^^  -  '  •  Xn) 
ein  Integral  des  simultanen  Systems  (10),  wenn  jede  Mannigfaltigkeit  integral. 
u  =  Const.  von  Integi'alcurven  erzeugt  wird,  wenn  also  jede  Integralcurve, 
die  durch  einen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgeht,  ganz  in  der- 
selben enthalten  ist.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  {x^  •  •  •  Xn)  der  Mannigfaltigkeit  u  =  Const.  gehende  Integralcurve 
daselbst  eine  Tangentialrichtung  (^j,  '^2  '  '  '  ^n)  besitzt,  welche  die  Mannig- 
faltigkeit u  ==  Const.  berührt,  wenn  also  identisch 

^1  1^  +  ^2  1^  +  •  •  •  +  ^.  1^  =  0 
"^  dxi    '    ^2  ^^^    I  I    '=1  ^^^ 

ist.  n  —  1  von  einander  unabhängige  Integrale  u^  •  •  •  Un—i  des  Systems 
(10)  genügen  zur  Bestimmung  aller  cx)''~i  Integralcurven,  die  durch  die 
Gleichungen 

Ui  =  Const.,     Mg  =  Const.,     w„_i  =  Const. 

gegeben  werden.     Die  Gleichung 
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5i(%  •  •  •  Un  —  l)  =  0 

stellt  die  allgemeinste  Mannigfaltigkeit  dar,  welche  von  Integralcurven 
erzeugt  wird.  Demnacli  ist  ^(u^  •  •  •  Un—i)  die  allgemeine  Form  eines 
Integrals  von  (lO),  sobald  u^  •  •  •  m„_i  irgend  welche  n  —  1  von  einander 
unabhängige  Integrale  bedeuten. 

^Diff "*  Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

Lösung.  Sie  besitzt,  wie  man  weiss,  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen 
u^^u.^  •••  Un—i  und  jede  Lösung  f  derselben  ist  eine  Function  von 
if^,  i/g  •  •  •  M„_i  allein.  Nach  dem  Obigen  ist  jede  Lösung  von  (11)  ein 
Integral  von  (10),  und  umgekehrt.  Natürlich  giebt  die  obige  Betrachtung 
keinen  strengen  Beweis,  sie  soll  nur  diese  bekannte  Thatsache  geometrisch 
erläutern.  Die  oo""~^  Integralcurven  des  simultanen  Systems  (10)  nennen 
wir  auch,  eine  Bezeichung  von  Monge  im  Fall  n  =  3  auf  beliebiges  n 
charakte-  verallgemeinernd,  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (l  1).     Jede  (w  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 

welche  von  oo""~^  Charakteristiken  erzeugt  wird,  nennen  wir  eine  Integral- 
mannigfaltigkeit des  Systems  (10).     Für  eine  solche  ist 

CT«  =  ^,  1^  -f  •  .  .  -f  |„  1^  =  0 

vermöge  w  =  0. 

Nach   dieser   Einschaltung   kehren   wir   zurück   zur  Betrachtung   einer 
eingliedrigen  Gruppe  in  ti  Veränderlichen. 

Invariante  Die  Frage,   wann  eine  Function  ^(x..,  Xo  •  •  •  Xn)  bei  allen  Trans- 

einer eingi.  ="  '  „  . 

Gruppe,    formationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation   Uf  erzeugten 

eingliedrigen  Gruppe 

invariant  bleibt,  also  eine  sogenannte  Invariante  ist,  erledigt  sich  sofort. 
Soll 

SI{X^'  ■  '  •  Xn)  =  ^{Xi   •  '  •  Xn) 

sein  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  so  folgt  aus  Theorem  2Q 
des  §  2,  dass  für  jedes  t: 

Si{x,  .  . .  a;„)  +  4  ^^(^1  •  •  •  ^»)  +  1^  U{USi)  -f  •  .  •  =  Sl{x,  '-'Xn) 

sein  muss,  woraus  als  notwendige,  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch 
hinreichende  Bedingung  folgt: 

U^{Xi'  •  'X„)  =  0. 
Theorem  27:    Die  Invarianten    einer   eingliedrigen    Gruppe 
Uf  sind    die   Lösungen    der    linearen  partiellen   Differential- 


Die  Bahncurven  und  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe.  303 

gleichung  Uf=  0.  Jede  Invariante  ist  also  darstellbar  als 
Function  von  irgend  welchen  n —  1  von  einander  unabhängigen 
Invarianten. 

Geometrisch  gedeutet  stellt  die  Gleichung  5i  =  Const.  eine  Schar  von 
oo^  {n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dar.  Ist  Sl  eine  In- 
variante, so  bleibt  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  für  sich  bei  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe  Uf  invariant.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  vi^ird 
erzeugt  von  cx)""^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichimg  Uf==  0,  d.  h.  von  oo''~^  Integralcurven  des  simultanen  Systems 
(lO)  oder  also  von  oc^~'^   Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe    Uf. 

Wir  sagen  wie  früher,  eine  Gleichung  aTJolTüg 

Si(Xi,x.^'  ■  ■  x„)  =  0 

gestatte  eine  Transformation,  welche  die  Wertsysteme  (Xi  -  ■  •  Xn)  in 
die  Wertsysteme  (x^  •  •  •  Xn)  überführt,  wenn  die  Transformation  jedes 
Wertsystem  {x^  •  -  -  Xn),  für  das  £1  =  0  ist,  in  ein  solches  {x^'  •  •  •  Xn) 
transformiert,  für  welches  ebenfalls  ^{x^  •  •  •  Xn)  ==  0  ist,  mit  anderen 
Worten:  Die  Gleichung  Sl(Xi  •  •  •  Xn)  =  0  ist  bei  der  betreffenden 
Transformation   invariant,   wenn   die  Gleichung  diese  nach  sich  zieht: 

Si{Xj^  '  •  •  Xn)  =  0. 

Fragen  wir  uns,  ob  und  welche  Gleichungen  ^{x^  •  •  •  x„)  =  0  es 
giebt,  welche  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  ge- 
statten. Da  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  nach 
Theorem  26  des  §  2 

^{X^  •  •  •  Xn)  =  SI{X^  ■  ■  ■  Xn)  +  \    USl{x,  ■  •  ■  Xn)  +  ^    U{U  Si)  -}-  •  ■  • 

ist  und  dies  also  gleich  Null  sein  soll,  sobald  ^(x^^-  •  •  Xn)  =0  ist,  und 
zwar  für  jedes  t,  so  ergiebt  sich  als  eine  notwendige  Bedingung,  dass 
USl{x^  ' '  •  x„)  =  0  sein  muss  vermöge  Sl{xi  •  •  •  a;^)  =  0.  Auch  ist 
dies  Kriterium  hinreichend. 

Das  Verschwinden  von  USl  vermöge  ii  =  0  kann  nämlich  auf 
zweierlei  Weisen  eintreten.     Es  ist  ja 

Es  ist  zunächst  denkbar,  dass  1^,  I2  '  "  '  ^«  sämtlich  verschwinden 
vermöge  ß  =  0.  Alsdann  ist  jedes  Wertsystem  {x^-  •  ■  x„) ,  welches  • 
die  Gleichung  Sl  =  0  erfüllt,  für  sich  invariant;  gleichzeitig  bleibt 
auch  die  Gleichung  ß  =  0  invariant.  Oder  aber  ^j,  Ig  *  '  *  I«  ver- 
schwinden nicht  sämtlich  vermöge  Sl  ==  0.  In  diesem  Falle  bleibt 
nicht  jedes  Wertsystem  (Xi  •  '  •  Xn),  welches  ß  =  0  macht,  für  sich 
invariant,   sondern   wird  durch   die   Transformationen   der  Gruppe   im 
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allgemeinen  in  neue  Wertsysteme  (.r^'  •  •  •  a;„')  übergeführt.  Sind  nun 
ilj^  •  ■  •  Sin  ein  System  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

üf=  I,  |i:  +  . .  .  +  I,  ^  =  0, 

so  kann  bekanntlich  die  Gleichung  Sl  =  0,  die  ja  USl  =  0  macht,  die 
Form 

77(ß,  •  •  .  i^„_l)  =  0 

erhalten.  Sie  bleibt  daher  invariant  bei  jeder  endlichen  Transformation 
unserer  eingliedrigen  Gruppe,  die  ja  auf  die  Form 

ß,(a;/  •  •  •  Xn)  =  ili{Xj_  ■  •  -Xn), 

W{x;---x:)  =  W{x,---Xn)-\-t 
reducibel  ist. 

Wir  erkennen  hiermit,  dass  das  Verschwinden  des  Ausdrucks 
TJSl  vermöge  »ß  =  0  nicht  allein  ein  notwendiges,  sondern  zugleich 
ein  hinreichendes  Kriterium  für  die  Invarianz  einer  Gleichung  >ß  ==  0  ist. 

Theorem  28:    Es  gieht  zwei  Arten  von  Gleichungen 

Sl{x^  .  .  .  a;„)  ==  0, 

welche  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  TJf  in  den  n  Veränder- 
lichen a?!  •  •  •  Xn  invariant  bleiben.  Entweder  bleiben  alle  Wert- 
systeme (^1  •  •  •  Xn),  welche  Sl  =  0  machen,  für  sich  invariant 
oder  nicht.  In  beiden  Fällen  ergieht  sich  als  Invarianglcrite- 
rium,  dass  USl  =  0  sein  muss  vermöge  Sl  =  0. 

Geometrisch  gedeutet  haben  diese  beiden  Möglichkeiten  folgenden 
Sinn:  5i  =  0  stellt  eine  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  dar. 
Soll  dieselbe  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invariant  bleiben,  so  muss 
diese  jeden  Punkt  (x^  •  •  •  Xn)  derselben  wieder  in  Punkte  derselben  über- 
führen. Da  aber  der  Punkt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  immer 
nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergebt,  so  folgt,  dass  die  invariante 
Mannigfaltigkeit  Sl  ==  0  im  allgemeinen  von  Bahncurven  erzeugt  sein 
muss.  Nur,  wenn  kein  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  eine  Bahncurve  hat, 
d.  h.  wenn  alle  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  für  sich  invariant  bleiben,  ist 
dem  nicht  so.  Es  ist  dies  der  Fall,  in  welchem  alle  Punkte  (x^  •  •  '  Xn) 
von  Sl  =  0  die  Coefficienten  li  •  •  •  |»  einzeln  gleich  Null  machen. 

Es  ist  naturgemäss,  zu  sagen,  dass  die  Gleichung  Sl  =  0  bei  der 

»infinitesimalen  Transformation  ([J/"  invariant  bleibt,  sobald  die  Änderung, 

welche   Uf  ihrer  linken  Seite   erteilt,   JJSldt,   vermöge  der  Gleichung 

selbst  auch  Null  ist,  d.  h.  sobald   USl  vermöge  Sl  =  0  verschwindet. 

Unser  Kriterium  kann  daher  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  11:  Die  Gleichung  Sl{x^  -  -  -  Xn)  =  0  gestattet  alle  Transforma- 
tionen der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
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Gruppe  in  den  n  Veränderlichen  x^-  ■  -  x^  dann  und  nur  dann,  wenn  sie 
die  infinitesimale  Transformation  Uf  der  Gruppe  gestattet. 

Wir  sind  nunmehr  zu  Ende  mit  der  Aufzählung  und  dem  Be- 
weise der  wichtigeren  mit  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränder- 
lichen verbundenen  Sätze  und  können  dazu  übergehen,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  dies  in  der  2.  Abteilung  für  den  Fall  w  =  2  geschah,  die 
Beziehungen  der  eingliedrigen  Gruppen  zu  Differentialgleichungen  her- 
zustellen. 

Vorher  aber  wollen  wir  noch  eine  Bemerkung  über  eine  gewisse 
Beziehung  zwischen  zwei  infinitesimalen  Transformationen  einschalten, 
die  wir  schon  früher  an  einer  Stelle  flüchtig  berührt  haben. 

§  4.     Deutung  der  Beziehung:  {UV)^^0. 

Führt  man  zwei  Transformationen,  S  und  T,  nach  einander  aus,  ^^^"Sge 
so  ist  es   im   allgemeinen  nicht  gleichgültig,  in   welcher  Reihenfolge  enluch'er 
dies   geschieht;   ST  ist  im   allgemeinen  verschieden   von   TS.     Wenn  '^^^^^^12 
man  z.  B.  in   der  Ebene   zuerst   eine  Rotation  und   dann  eine  Trans- 
lation ausführt,   so  ist  das  Ergebnis  ein  ganz  anderes,  als  wenn  man 
zuerst  die  Translation  und  darauf  die  Rotation  ausgeübt  hätte. 

Die   Aufeinanderfolge    zweier   infinitesimaler  Transformationen   ist  a,^grfXe 
allerdings   gleichgültig,   da  wir   bei  diesen  nur  die  unendlich  kleinen  ^^^'.^^^.''^^^^'j-^^ 
Grössen  niedrigster  Ordnung  berücksichtigen:  Die  Function  /"wird  von  ^^'J-'J^"^" 
Uf  m  f  -\-  Ufdi  verwandelt,  diese  weiterhin  von   Vf  in: 

f+Ufdt  +  r(f-\-  üfdt)dt 
oder  also   in  f -\-  Uf8t-\-  Vfdt,   denn   das   mit   dtdt  behaftete  Glied 
ist   zu   unterdrücken.     Vertauschen  wir   Uf  und   Vf  mit  einander,   so 
ergiebt  sich  ebenderselbe  Wert. 

Dem  ist  nicht  stets  so ,  wenn  zwei  endliche  Transformationen 
S  und  T  der  von  Uf  und  Vf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  nach 
einander  ausgeführt  werden.  Die  erste  Transformation  S  verwandelt 
eine  Function  f  allgemein  in: 

f  =  f^^üf-}-^^U{Uf)  +  ---, 
die  zweite  T  dagegen  in: 

f=^+f  F/--f  ^F(F/-)-f  ... 

(vgl.  Theorem  26  des  §  2).  Um  also  die  Function  f  zu  erhalten,  in 
welche  /"  vermöge  der  Aufeinanderfolge  ST  übergeht,  haben  wir  T 
auf  /"  auszuführen,  also  zu  bilden: 

/•"  =  /■'  + ^  Fr  +  ^  F(F/') +••  •• 

liie,  Differentialgleichungen.  2U 
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Aber  wegen  des  obigen  Wertes  von  f  ist  bierin  zu  setzen: 
f^f-\-{TJf+-^^U{üf)-^--', 

Vf=Vf+{v{Uf)-\-'--, 

F(F/')=F(F/")  +  -.-, 

j 

sodass  sich  ergiebt: 


Hierin  haben  wir  nur  die  Glieder  geschrieben,  welche  in  t  und  t 
vom  0.,  1.  und  2.  Grade  sind.  Lassen  wir  die  unbequemen  Klammern 
weg  und  ordnen  wir  die  Glieder  anders,  so  kommt  offenbar: 

r=f+  \  {tUf-{-  tVf)-{--^^(t'UUf4-  2txVUf+x'VVf)  + 

+  ^^^^(t^uüUf+dt'tVUUf+3tT^rvuf-{-T'rvrf)+"- 

und  die  Gesetzmässigkeit  leuchtet  ein. 

Wenn  wir  aber  nun  umgekehrt  auf  f  zunächst  T  ausführen,  so 
geht  f  über  in  f.  Wird  dann  erst  S  ausgeübt,  so  ergiebt  sich  eine 
P^uDction  /",  die  offenbar  ganz  analog  wie  /"'  gebaut  ist,  nur  dass  U 
und   F  und  t  und  t  darin  zu  vertauschen  sind.     So  kommt: 

f=f+l-(rVf-\-tUf)  +  j^^ir'Vrf+2ttUVf+füUf)  + 

-\-.^^^{T'vvrf+dTHuvvf+3tt'uuvf-{-fuuüf)-\---. 

Wir  fragen  uns  nun,  wann  /"'  und  /"  für  alle  Parameterwerte  t, 
X,  d.  h.  für  alle  Transformationen  S,  T  der  beiden  Gruppen  TJf,  Vf 
einander  gleich  sind,  wie  auch  die  Function  /'  gewählt  sein  mag. 
Zunächst  stimmen  die  erhaltenen  Werte  in  den  Gliedern  nullter^  und 
erster  Ordnung  in  t,  x  übereiu.  Die  Differenz  der  Glieder  zweiter 
Ordnung  hat  den  Factor: 

VUf—  ÜVf. 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  der  Klammerausdruck  {Vü),  den  wir 
in  §  3  des  10.  Kapitels  in  n  Veränderlichen  entwickelt  haben. 

Als  erste  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  ST=  TS  ist,  ergiebt 
sich  also: 

(f/F)EEEO. 
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Wenn  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  nun  auch  f'^f. 
Es  stimmen  dann  nämlich  die  Glieder  nullter,  erster  und  zweiter  Ord- 
nung in  t,  r   überein.     Die  Differenz   des  Gliedes   dritter  Ordnung   ist 

^^(vuuf—  uüvf)  +  *-~(vrüf-  uvvf). 

Sie  ist  Null,  weil  wegen  (ÜV)^O  überall  VU  durch  UV  ersetzt 
werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  die  Differenzen  der  Glieder  höherer 
Ordnung. 

Satz  12:  Die  endlichen  Transformationen  S,  T  zweier  von  Uf  und 
Vf  erzeugter  eingliedriger  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann  mit  ein- 
ander vertauschhar :  ST=  TS,  wenn  der  Klammerausdruch 

(UV)  =  U{Vf)  —  V{Uf)  =  0 
ist 

Wie  schon  bemerkt,  ist  die  Reihenfolge  zweier  infinitesimaler 
Transformationen  für  das  Ergebnis  stets  gleichgültig,  solange  man 
die  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung  nicht  berücksichtigt. 
Wir  wollen  nun  insbesondere  aber  Uf  und  Vf  vertauschbar   wmwew,  ^^'^■**"?''l'" 

'  '  '     bare  mi. 

wenn  jede  endliche  Transformation  der  von  Uf  erzeugten  Gruppe  mit     '^^^■ 
jeder   der   von  Vf  erzeugten   in   der  Beihenfolge  vertauschbar  ist,    d.  h. 
wenn  die  Beziehung  {UV)  ^0  besteht. 

Wenn  Vf^  Uf  wäre,  so  würden  S,  T  endliche  Transformationen 
derselben  eingliedrigen  Gruppe  sein.  Da  {UU)^0  ist  für  jedes  Uf, 
so  folgt,  dass  zwei  Transformationen  ein  und  derselben  eingliedrigen 
Gruppe  stets  mit  einander  vertauschbar  sind.  Dies  Resultat  hätten  wir 
übrigens  auch  aus  Theorem  24  des  §  1  ohne  weiteres  entnehmen 
können. 

1.  Beispiel:  Sei  Beispiele. 


so  ist: 


7-T^ df    I        dt        TAjf  ^f    I        df 

Uf=  —  y  -.r-  -T  ^ --    j     Vf^  ^  ^  -\-  y  -^  ■ 


Uf  ist  eine   infinitesimale   Rotation,  fpJSp^pjTS 

Vf  eine  infinitesimale  Ahnlichkeits- 
transformation     vom     Anfangspunkt 
aus.     Es  ist   demnach  bei   der  Auf- 
einanderfolge einer  Rotation  um  den  ^/'^  _J\ — — ^    -^//»^t 
Anfangspunkt    und    einer    Ähnlich-    Q^'"""^'^  i  l 
keitstransformation     vom     Anfangs-                           ^^^-  '^^• 
punkt   aus   die  Reihenfolge   beider   gleichgültig.     In   der   That   erhellt 
dies  auch  sofort  geometrisch.     (Fig.  28.) 

20* 


308  Kapitel  14,  §  4.    Kapitel  15,  §  1. 

2.  Beispiel:  Wir  wollen  alle  eingliedrigen  Gruppen  in  zwei  Ver- 
änderlichen Xf  y  aufsuchen,  die  mit  den  Translationen  längs  der  y-kxe 
vertauschbar  sind.     Hier  ist  das  bekannte 

während 

gesucht  wird.     Es  ist: 

^         ^        dy  dx*    dy  dy 
Soll   dies  Null   sein  für  jedes  f,   so   müssen  |  und  iq  frei  von  y  sein: 
Mit    der    eingliedrigen 
eingliedrigen  Gruppen 


r  f 
Mit    der    eingliedrigen   Gruppe    von   Translationen   —■    sind    also    alle 


vertauschbar.     Zu    diesen   Gruppen   gehört  unter  anderen  die  Gruppe 

der  Translationen  a  ^    -\-  T)  ^~    nach    einer    gewissen    Richtung    hin, 

ferner   die   Gruppe   der   affinen  Transformationen  x  w- ,    die    der   pro- 

iectiven  Transformationen  von  der  Form  x  ^  4-  x  -^r-  u.  a. 
''  dx    *        dy 

Wir  erinnern  daran,  dass  die  Relation  {UV)^0  in  zwei  Ver- 
änderlichen schon  in  §  3  des  6.  Kapitels  (Satz  6)  aufgetreten  ist, 
und  bemerken,  dass  sie  in  analoger  Weise  in  n  Veränderlichen  im 
nächsten  Kapitel  wieder  vorkommen  wird.  Wir  werden  alsdann  Ge- 
legenheit nehmen,  den  Zusammenhang  mit  der  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  gefundenen  geometrischen  Deutung  der  Relation  in  einer 
Anmerkung  aufzudecken. 


Kapitel  15. 

Lineare  partielle  Differentialgleichungen  Af=0,  welche  eingliedrige 

Ornppen  gestatten. 

Von  jetzt  ab  entwickeln  wir  eine  ähnliche  Theorie,  wie  im  7.  und 
8.  Kapitel:  Wir  werden  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
betrachten,  welche  alle  Transformationen  gewisser  eingliedriger  Gruppen 
gestattet,  und  die  daraus  sich  entwickelnden  Theorien  gelegentlich 
auch  in  Zusammenhang  mit  den  sogen.  Jacobi'schen  Multiplicatoren 
der   Differentialgleichung  bringen,  —  alles   aber  unter  Voraussetzung 
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beliebig  vieler  Veränderlicher.  Doch  werden  wir  mehrere  Male  die 
Betrachtungen  für  den  Fall  dreier  Variabein  specialisieren,  um  sie 
möglichst  anschaulich  zu  machen. 

§  1.     Lineare  partielle  Differentialgleichungen,  welche  endliche 
Transformationen  gestatten. 

Es  sei  vorgelegt  eine  lineare  partielle  DiflFerentialgleichung 

WO  «1,  «2  ■  '  ■  ^>^  gegebene  Functionen  von  x^,  x.^-  •  •  Xn  bedeuten  und 
die  linke  Seite,  da  sie  die  Form  eines  Symbols  einer  infinitesimalen 
Transformation  hat,  auch  durch  das  Zeichen  eiuer  solchen  ausgedrückt 
werden  kann.    Wir  wollen  sie  ^/"  nennen,  sodass  die  Gleichung  lautet: 


Af 


df 


«'a^  +  ^ 


2  dx,   ^ 


+  «,.^  =  0. 


Wie   bekannt,    besitzt  sie   n  —  1  von   einander  unabhängige  Lö- 


sungen /'=  «1,  CO2 


.1  und  jede   andere  ihrer  Lösungen  ist  eine 


Function  dieser.  Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Differential- 
gleichung Af  =  0  durch  Angabe  n  —  1  von  einander  unabhängiger 
Lösungen  derselben  völlig,  nämlich  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor, 
der  sich  fortheben  lässt,  bestimmt  wird.  Denn  es  ist  ja  jedes  A  cii  =  0 
und   also   können  wir  aus  den  n  —  1  Gleichungen: 


A  0?!       ^  «1 


Cx, 


+  «2 


dx. 


+ 


cx„  ' 


Ac)n-i^=  cc^ 


dxi 


-f-«2 


dxo 


H h  «« 


dx„ 


0 


den  Schluss  ziehen,   dass  sich  a^,  a.^-  •  •  Un  zu  einander  verhalten  wie 
die  (w  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der  Matrix: 


Scoi 

^OOi 

dco^ 

dx^ 

dx^ 

d^n 

^'"«- 

1 

^«'n- 

1 

O^n-X 

dxi 

dx^ 

dx^ 

Sie   sind   demnach  durch  0)^,  «^  •  •  •  a3„_i   bis    auf  einen  gemeinsamen 
Factor  völlig  bestimmt. 

Die  betreffende  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  hat 
daher  die  Form 
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d(Oi 

^tö,                   ?ta. 

dxi 

dx^                 dx^ 

dco^ 

dco.^                 dco^ 

dx^ 

dx.^                 dx^ 

^«»n- 

.ld(o^_-^        aaj„_, 

dxi 

dx^              dx^ 

df 
dx. 

df                  df 
dx^                dx^ 

=  0. 


jiixiführuiig  \Yj,,    wollen    auf    unsere    lineare    partielle    Differentialefleichunaj 

neuer  Ver-  ^  o  o 

änderiicher  j^z-j^^  Q  eine  Trausforuiation  ausführen,  indem  wir  neue  Veränderliche 
X-^,  X2  •  •  •  Xn    vermöge  der  w  Gleichungen: 

^k  =  (pkipi,  x^  '  •  •  Xn)         (^-  =  1,  a  •  •  • «) 
einführen.     Dadurch  geht  Af  über  in: 

JL  T  Jl.  X-i     7:       ;    ~T~    A.  Xa     ^ " '   /    ~P    ■   •   •    ~H    -^  '^n      0        7 


C  Xa 


Ö  X^ 


(vgl.  §  2   des   14.  Kap.).     Die   neue   Differentialgleichung  lautet  also: 

Af^  Ax^  -^-p  -\-  Ax^  ^-p  -\-  •  •  •  -\-  Axn  Yp,  =  0, 

worin  natürlich  Ax^'  =  Aq)^,  ■  •  •  Ax^  =  A(pn  durch  x^',  x.^'  •  ■  '  Xn  aus- 
zudrücken sind.  Für  jede  Function  /'  besteht  demnach  vermöge  der 
n  Gleichungen  ä;/  ==  95^-  die  Relation 

Af^^Äf 
identisch.     Insbesondere  ist  also,   wenn   oj   eine  Lösung   von  Af  =  0 
ist,   mit  Aca  ^0  auch  A'm  ^  0,   sobald   co  in  den  neuen   Veränder- 
lichen x'  geschrieben  wird.     Daher: 

Satz  1:  Führt  man  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  in  den  Veränderlichen  x^  •  -  •  Xn  neue  Veränderliche  x^-  •  ■  Xn  ein, 
so  geht  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  Af=0  durch  Einführung 
der  neuen  Variabein  in  eine  Lösung  der  neuen  Differentialgleichung  über. 
Erhalten  dabei  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  ci^{x)---Gin-i{x) 
von  Af=0  die  Formen  cö^(x)  •  ■  •  (x)n—i(x),  so  erhält  Af==0  in  den 
X   die  Form 

dx„ 


Af- 


^    I    dw^_  dco.^ 
^mJ  —  dxy  dx^ 


dx„ 


=  0. 


Wenn  nun  insbesondere  die  transformierte  Differentialgleichung 
A'f=^  0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  q  wieder  die  ursprüng- 
liche Form  hat,  wenn  also 


Lineare  partielle  Differentialgleichungen,  welche  endliche  Transf,  gestatten.     311 

ist,  so  hat  A'f  =  0  offenbar  die  n  —  1  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  g).^{x)  •  •  •  C3n—x{x'),  die  aus  (o^{x)  •  •  •  On—x{x)  einfach  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  überall  x'  statt  x  schreibt.  Da  nun  auch 
a^ix)  ■  '  •  an_i{x')  n —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
A'f=0  sind,  so  müssen  diese  Functionen  von  jenen  sein,  d.h.  es 
besteben  n  —  1  Identitäten  von  der  Form: 

'äi(Xi    '  ■  ■  Xn)  EE  9.i  ((Öi(ä;')  •  •  •  iOn-lix)) 

(i  =  1,  2  .  •  •  ra  —  1) 

oder  also,  es  bestehen  vermöge  der  Transformation  a;/  ==  cfki^  gewisse 
n  —  1  Relationen  von  der  Form 

«,•(^1  •  •  •  ^»)  ==  Sli(ci^{x)  ■  •  ■  (0„-i{x)) 

(j  =  1,  2  •  •  •  «  —  1) 

oder,  nach  den  a(x)  aufgelöst: 

(1)  (Oi{Xj^'  •  •  •  Xn)  =  Wi{(Oi(x)  ■  •  •  (0„_i{x)) 

(j  =  l,  2  •  ■  •  «  —  1). 

Jede  Lösung  (a(x)  von  Äf  ==  0  wird  dann  durch  die  Transformation 
Xk  =  (pkipc)  wieder  in  eine  Lösung  von  Af=0  übergeführt,  nur  ist 
überall  x    statt  x  geschrieben. 

Wenn  andererseits  n  —  1  solche  Relationen  (1)  bestehen,  so  hat 
Äf=  0  die  Lösungen  (o^^(x')  •  ■  •  co,i—i{x'),  d.  h.  A'f  muss  bis  auf  einen 
unwesentlichen  Factor  q  die  Form  von  Af=  0  haben,  nur  dass  überall 
x'  statt  X  geschrieben  ist. 

Wir  können  also  sagen: 

Satz  2 :  Eine  lineare  partielle  Bifferentidlgleiclmng  Af  =  0  bewahrt 
dann  und  nur  dann  hei  Einführung  neuer  Variahein  ihre  Form  his  auf 
einen  unwesentlichen  Factor,  wenn  diese  Transformation  jede  Lösung  von 
Af  =  0  wieder  in  eine  Lösung  von  Af  =  0  überführt. 

Hiernach  ist  es   gerechtfertigt,  zu  sagen:    die  Bifferentialgleichungll^^^^^^^^ 
Af  =  0  gestattet   eine   vorgelegte  Transformation,   sobald    diese    Trans-    f^d^J^ 
formation  ihre  Lösungen  unter  einander  vertauscht. 

Geometrisch  gedeutet  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  die  Transfor- 
mation Xk  =  (pk{x-^^  •  ■  •  Xn)  im  Räume  (x^  •  •  •  Xn)  die  Punkte  einer  jeden 
Charaktei'istik  cuj  =  Const.,  •  •  •  con—i  =  Const.  von  Af=  0  wieder  in  die 
Punkte  einer  ihrer  Charakteristiken  überfährt,  kürzer  gesagt,  die  Charak- 
teristiken unter  einander  vertauscht. 


Beispiel:     Sei  Beispiel. 

Afz=:z  ^1  ^f 

Führen  wir  die  neuen  Veränderlichen 


Af  =  X,  ^ \-  X.,  ^ — - — ?-  ^  =  0. 
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f  ff 

■0^         —     ■  .^_     rf*  fy        .  I      ■     rf  rf>        ■  ■  ■-    /y» 

tA/-|        ~     '  »A/o  •  *^9      '  w-|    K  «A-o      «A/o 

ein,  so  kommt: 


oder: 


Also  bewahrt  Äf  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  seine 
Form.  (Insbesondere  ist  hier  q  =  1.)  Daher  führt  unsere  Trans- 
formation jede  Lösung  in  eine  ebensolche  über.  Dies  lässt  sich  veri- 
ficieren:  Äf  =  0  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 


dXi         dx.^m               X, 

und  dies  g: 

iebt 

integ: 

rierb  zunächst: 

^*  =  Const. 

X, 

Ausserdem 
Integriert: 

ist: 

x^dx^  +  x.ydx^  =  — 

X^d^L 

^\    +  ^^  +  ^i  =  Const. 
Deuten  wir  x^,  x^,  x^  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten,  so  stellt: 

^>-  =  Const. 
x^ 

die  Ebenen  durch  die  a^g-Axe, 

^1^  +  ^i    +  ^-^  =  Const. 

die  Kugeln  um   den   Anfangspunkt  dar.     Ihre   oo'"^   Schnittkreise   sind 
die  Charakteristiken  von  Af  =  0.     Die    angewandte   Transformation: 

Xj^    =         X^,      X^   =  Xu     x.^   =  x^ 

aber  ist  eine  Rotation  um  die  x^-Axe  mit  der  Amplitude  — .    Offenbar 

vertauscht  sie   die  Charakteristiken  unter   einander.     Die  allgemeinste 
Lösung  der  Differentialgleichung  Äf=0  lautet: 

Offenbar  wird  sie  von  der  Transformation  wieder  in  eine  Lösung 

Sl{x,"  +  x,'-^-j-x-^--^.) 
verwandelt. 
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§  2.     Kriterium   dafür,  dass   Äf=0   eine    eingliedrige   Gruppe    üf 

gestattet. 

Es  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Äf=0 
vorgelegt  und   es   sei   Uf  die   infinitesimale  Transformation   einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  x^^x^  •  •  •  Xn.     Die   endlichen  Gleichungen   dieser 
Gruppe  lauten  (nach  Theorem  26,  §  2  des  14.  Kap.): 

t  f* 

(2)  Xk  =  ä;*  +  Y  ZJrKi  +  YT2  U^^^  -\ 

(k  =  l,2---n). 

Wir  werfen  die  Frage  auf,  t€ann  die  lineare  imrticlle  Differential- 
gleichung Af  =  0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestattet. 

Es  mögen  eoi,  cog  •  •  •  o«— i  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichung  Äf  =  0  sein.  Nach  den  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen  gestattet  Af=0  die  allgemeine  Transformation 

(2)  der  Gruppe   Uf  dann  und  nur  dann,   wenn  jedes  w/,   geschrieben 
in  den  neuen  Veränderlichen  x^  •  •  •  Xn  ,  die  Form  hat: 

Giiixl  ■  •  •  Xa)  ==    Wi{(Di(x^  •  •  •  a-'„),    •  •  •  (On-l{Xj^  •  •  '  X^)) 

{i  =  l,2  ■  ■  ■  n  —  1). 

Es  lässt  sich  aber  die  linke  Seite  nach  Theorem  26  entwickeln  nach  t, 
sodass  kommt: 

(Oi{Xi  •  '  ■  X„)-{-  Y   UcOi{Xi  ■  '  ■  Xn)  +  •  '  •  =  Wi{G)^(x)  •  •  ■  (x)n-l{x)). 

Da  eine   solche  Relation  identisch   bestehen  soll  für  jedes  t,   so  folgt 
zunächst  als  notwendige  Bedingung,  dass  die  Ucai  die  Form  haben: 

(3)  UcOi  ^  ßi(cJi  •  •  •  G)n-l) 

(i  =  1,  2  ■  •  •  n  —  1). 


Dies  Kriterium  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  nun  ist  auch 

n — 1    ^  ~,  n — 1    ^  ~ 

U  Um,  =  üil,  =  ^  g-'  üa,j  =  '2l  ji^  Slj , 


d.  h.  ebenfalls  eine  Function  von  «i  •  •  •  On—i  allein,  u.  s.  w. 

Satz  3:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  gestattet 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann  und  nur  dann, 
wenn  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  coi  •  •  •  con—i  der  Differen- 
tialgleichungen Relationen  erfüllen  von  der  Form: 

Uc3i  ^  ß/(a3i   •  •  •  (On-l) 
(i  =  1,  2  •  •  •  n  —  1). 
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Wie  im  Falle  zweier  Veränderlicher  (§  2  des  6.  Kap.)  liegt  offenbar 
auch  hier  in  n  Veränderlichen  die  Redeweise  nahe:  Die  Differential- 
gleichung Af=  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  sobald 
Uo^  •■•  Ucon—i  sämtlich  wieder  Lösungen,  also  Functionen  von  cj^  •••  ra„_i 
sind.     Daher  können  wir  Satz  3  auch  so  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Differentialgleichung  Äf=0  gestattet  die  eingliedrige 
Gnqype  Uf,  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transformation  Uf  selbst  zulässt. 

Beispiele.  1.  Beisioiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe: 

TJf=z      ^  _|_        ^  -4-       -^ 

denn  Af  besitzt  das  Lösungensystem: 
und  es  ist: 

Ug)^  ^  Xi   —  iTg  ^  «1 ,        U(02  ^  (0.2 . 

Auch  geometrisch  ist  dies  einzusehen,  denn  die  Charakteristiken  von 
Af  =  0  sind,  wenn  x^^  x^^,  x.^  rechtwinklige  Punktcoordinateu  bedeuten, 
alle  Geraden 

^1  —  x,.2  =  Const,,     x^  —  x.^  =  Const., 

d.  h.  alle  Geraden  parallel  der  Geraden 

^     ■  /y     — —■    ^ 

**/■]  '       *X/.7    ~~~~'    lA/o  • 

Die  von  den  Charakteristiken  erzeugten  Flächen  sind  also  Cylinder- 
flächen.  Offenbar  werden  dieselben  von  jeder  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Ufy  nämlich  von  den  Ahnlichkeitstransformationen 
vom  Anfangspunkt  aus,  in  ebensolche  übergeführt. 

2.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^'  —  ^2  Sx,        ^1  dx,~^ 
gestattet  dieselbe  eingliedrige  Gruppe: 

cf  j^        £_£  _,  cf 

^  I~         XO  ,  ~|  X'>  f;  "        ' 

OXi     '       '^  CX.J  "^  C.f'a 

Af  =  0  besitzt  nämlich  die  Lösungen: 

Mj  =  X^     -f-  X^  ,       £02  =  •''3 

und  es  kommt: 

Ua^  'EEi2xi^  -\-  2x.^  ^  2cj, ,     Ugj^  ^.x^^m^. 
Interpretiert    man    die   Differentialgleichung    Af  =  0    geometrisch,    so 
findet  man,   dass  ihre  Charakteristiken   die  Kreise    sind,   deren  Mittel- 


Uf^x^^  -j-x,^  +  X, 
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punkte  auf  der  aJg-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu   dieser  Axe  senk- 
recht sind.    Jede  ähnliche  Vergrösserung  vom  Anfangspunkt  aus  führt 
jeden  derartigen  Kreis  in  einen  ebensolchen  über. 
3.  Beispiel:     Sei 

j/. ^f    \_       ^f    \_  ^f    \_  ^f n 

die  Differentialgleichung.  Sie  gestattet  alle  Transformationen  der  Gruppe: 

denn  das  zu  Af  =  0  gehörige  simultane  System : 
dx^  dx^  dx.^  dx^ 

fcv  j  '^  2  "^  ^ 

liefert  die  Lösungen: 

«1  =  ^ ,     «2  =  a^g  —  x^,     co^  ^eeI^x^—  x^ 

und  es  ist: 

TJm^  =  0,     Uo^  =  0,     ü'ög  =  1. 

Der  Satz  3   kann  praktisch  nur  dann  angewendet  werden,   wenn  Kriterium 

^  .  .  dafür,  dass 

ein   System   Lösungen    von   Af=0    schon   bekannt  ist.     Es   ist  nun^/  =  pdie 

•''-''  _       Gruppe  Uf 

leicht,  ein  Kriterium  von  solcher  Form  zu  gehen,  dass  es  anwendbar  ist,  gestattet. 
auch  wenn  man  keine  Lösung  der  vorgelegten  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung kennt.     Wir  erinnern  an  das  analoge  Verfahren   im  Falle 
n  =  2   (§2  des   6.  Kap.).     Wir  bilden  wie   damals   den  Klammeraus- 
druck {TIA).     Derselbe  hat,  da 

11  n 

CCk 


uf^^s^^ä-,'  ^f^2 


dx,. 


ist,  die  Form  (vgl.  §  3  des  10.  Kap.) 


{UÄ)  =  ü{Af)  -  A(Uf)  =  ^^{Ua,  -  Ah) 


df_ 

dx^ 


Gesetzt  nun,  Af  =  0  gestatte  die  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  es 
seien  co^  ■  •  con—i  ein  System  von  (m  —  1)  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  von  Af  =  0.  Nach  Satz  3  ist  dann  jedes  UcOi  wieder  eine 
Lösung,  also  -4(?7g);)^0.  Wenn  wir  in  unsere  vorstehende  Formel 
f^coi  setzen,  so  kommt  daher,  indem  auch  Acoi^O  ist: 

0-^(?7«.-^|.)^ 


1 

(i  =  1,  2  •  •  •  n  —  l), 


''A 


d.  h.  K»!  •••  03,1—1  sind  auch  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  f 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
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n 

die  sich  kürzer  auch  so  schreibt: 

(Uf,  Äf)  =  0. 
Nach  einer  7A\  Anfang  des  §  1  gemachten  Bemerkung  kann  sich  mithin 
(ÜÄ)   nur  um   einen  Factor  von  Af  unterscheiden,   es   ist  daher  für 
jedes  /": 

Wenn  nun  umgekehrt  zwischen  Uf  und  Af  eine  solche  Beziehung 
(4)  für  jedes  /'  identisch  besteht,  so  gestattet  auch  Af==0  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf.  Denn  dann  giebt  (4),  ausführlich 
geschrieben: 

U{Af)-A(Uf)  =  QAf 

für  f^  Oi,  da  Aoi^O  ist: 

A{ü(Di)  =  0, 

d.  b.   U(Di  ist  mit  coi  eine  Lösung  von  Af  =  0. 

Theorem  29:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  dann  und  nur  dann,  wenn  eine  Relation  von  der  Form: 

U(Af)  -  A{Uf)  =  q(x^  ■  ■  ■  Xn)Af 
oder,  kürzer  geschrieben,  von  der  Form: 

{UÄ)  =  q{x^-- ■  Xn)Af 
identisch  besteht  für  alle   Werte  von  f. 

Veriticieren  wir  dies  bei  unseren  drei  obigen  Beispielen. 
Buispieie  ^,  Beispiel: 

Jjr. ^f     _\  ^^      _1_  ^/ 

U  T  :^z:  Xt    "^         ~r~  Xn  y-         "T"  Xo   o        * 

'  ^  CXi     '       ^  cx^    '       ^  cx^ 

Hier  ist,  wie  die  Ausrechnung  sofort  zeigt: 

{UA)  =  -Af, 
also  Q  =  —  1. 

2.  Beispiel: 

.  f df  df  ^ 

AT  =^^  Xa    "ö  —  Xt    ~  —  U  , 

'  ^    CXy  ^  CX^  .  ' 


'  ^  ox,     '       ^  cx^     '       •>  Ca 


Es  kommt  hier: 
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(UÄ)^U{Af)-A{Ufy^-x,l^^  +  oo,l^-x,lf-  +  x,ll^O, 

also  Q^O. 
3.  Beispiel: 

.  n _^  df_    .  df_    ,     df_    ,     df_  ^ 

TTf——  ^jf_  _l_  ^_f_ 

Augenscheinlich  kommt  hier  ebenfalls: 

{UA)  =  0. 

In    den    beiden    letzten   Beispielen  ist  {ÜÄ)^E:0.     Daraus  folgt,  ,'^"x^*o 
dass  in  diesen  Beispielen  auch  umgekehrt  die  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung   Uf  =  0    die    eingliedrige    Gruppe    Af  gestattet.     (Man 
vergleiche  §  3,  6.  Kapitel.)    Prüfen  wir  dies: 

2.  Beispiel:     Hier  lautet  die  neue  Differentialgleichung: 

und  die  infinitesimale  Transformation: 

^'—^^dx,        ^^dx,' 
Uf  ==  0  hat  die  Lösungen : 

»1^^,     «2  =  1^ 
und  es  ist: 

^»1  =  ^2  ir  +  ^1  ^h  =  1  +  «i', 


Ao)^  ^  aJo  —  EEE  — - 

X„  CO, 


><i 


d.  h.    üf=0    gestattet    in  der  That  Af.     Geometrisch    gedeutet   im 
Räume  {x^,  x^,  Xg)  hat   Uf  =  0  die  Geraden  durch  den  Anfangspunkt 
zu  Charakteristiken.    Af  ist  eine  infinitesimale  Rotation  um  die  x^-Axe. 
Sie  führt  natürlich  jede  dieser  Geraden  in  eine  ebensolche  über. 
5.  Beispiel:     Die  neue  Differentialgleichung 

UfEEiX,^-{-X,^  =  0 

'  ^  dxy    '      ^  dx^ 

hat  in  x^,  x^,  %,  Xj^  die  drei  Lösungen: 


Sie  soll 


x^  

~~  ■>       «2  =  ^3  ;      ß's 


'  ^  dx^    ^       ^  cx^    '    dxr^    '    dx^ 
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gestatten.     In  der  That  ist  hier: 

AcDi^O,     Aa^^Eil,     ^OgE^l. 

Der  soeben  an  zwei  Beispielen  betrachtete  Speeialfall  {TJÄ)^0 
kann,  wenn  der  Symmetrie  halber  statt  Af  das  Zeichen  Vf  benutzt 
wird,  so  in  einem  Satze  ausgesprochen  werden: 

Satz  5:  Ist  der  Klammerausdruck  (UV)  identisch  Null,  so  ge- 
stattet die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Uf  =  0  die  eingliedrige 
Gruppe  Vf  ebensowohl,  als  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Vf  =0  die  eingliedrige  Gruppe  Uf. 

Geom.  Deu-  Die  Relation  ( fJ  F)  ^  0  bedeutet,  wie  wir  wissen  (Satz  12,  §  4  des 

^tung  von   ^^    Kap.J,   dass  jede   endliche  Transformation  S  der   eingliedrigen   Gruppe 

Uf  mit   jeder   endlichen    Transformation   T   der   eingliedrigen    Gruppe    Vf 

vertauschbar  ist.     Die  Charakteristiken  von    Uf==0   sind   die  Bahncurven 

der   Gruppe    Uf^    die    Charakteristiken    von    Vf  =  0    die    Bahncurven    der 

Gruppe  Vf.  Betrachten  wir  nun  eine  der  ersteren 
Charakteristiken  Ic^  (Fig-  29).  Es  sei  p  ein 
Punkt  derselben.  Führen  wir  auf  ihn  eine 
Transformation  S  der  Gruppe  Uf  aus,  so  geht 
er  in  einen  anderen  Punkt  (pi)  ==  {p)S  auf  k^ 
über.  Wird  alsdann  eine  Transformation  T  der 
Gruppe  Vf  ausgeführt,  so  geht  p^  in  einen 
Punkt  (pi')  =  {p^  T  der  durch  p^  gehenden 
Charakteristik  Tc^  von  Vf=  0  über.  Wechseln 
wir  die  Reihenfolge  ST  in  TS,  so  wird  p  zu- 
nächst in  einen  Punkt  (|)')  =  (p)  T  der  durch  p 
j,jg  29.  gehenden    Charakteristik    Jc.^    von    Uf  =  0    und 

dann  vermöge  S,  weil  S'T  =■  TS  ist,  notwendig 
nach  Pi  gelangen.  Es  muss  also  p^'  auch  auf  der  durch  p'  gehenden 
Charakteristik  7t/  von    Vf=0  liegen. 

Hiernach  ist  klar,  dass  jede  endliche  Transformation  2'  der  Gruppe  Vf 
die  ganse  Charakteristik  \  in  die  Charakteristik  7^/  von  Uf  =  0  über- 
führt, d.  h.  dass    Uf  =  0  die  Gruppe    Vf  gestattet  und  umgekehrt. 

Damit  haben  wir  eine  anschauliche  Begründung  unseres  Satzes  5  ge- 
funden. 

§  3.     Af=0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Transformationen. 

Jetzt  nehmen  wir  an,  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transformationen   Uf  und   Vf. 

Nach  Theorem  29  des  vorigen  Paragraphen  ist  dann  etwa: 
{UA)  =  QAf,     (VA)  =  6Af 
Hieraus  können  wir  nun  einen  merkwürdigen  Schluss  ziehen.    Wir  haben 
in  §  4  des  10.  Kapitels   die   sogenannte  Jacobi'sche   Identität  kennen 
gelernt,  und  diese  wollen  wir  jetzt  anwenden.    Danach  ist  nämlich: 
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{iUV)Ä)  +  ((VÄ)  U)  +  ({A  ü)V)  =  0, 
also  nach  Obigem: 

i{ÜV)Ä)  +  {aA,  U)  +  (-  qA,  V)  =  0. 
Es  ist  aber,^da  ö  und^p  von  f  frei  sind: 

(öA,  U)-^-       6{AU)  -  Ua-  Af, 

{-qA,V)-=^^-q{AV)+  VQ-Af 
oder  also: 

ipA,  U)  =  —  6QAf—  Uö  ■  Af, 

{-qA,  V)=       Q0Af+  VQ-Af, 

sodass  die  Identität  entsteht: 

{{UV)A)  =U6-Af-  VQ-Af 

=  {Ü6—VQ)Af 

Hierin  ist   TJß  —  Vq  eine  Function  t  von  x^-  -  •  Xn,  sodass  kommt: 

{{UV)A)^xAf 
(UV)  ist  ebenso   wie   Uf  und   Vf  eine   infinitesimale  Transformation.  Kiammer- 

^  '  ...  auädruck 

Unsere  Relation  sagt  also  nach  Theorem  29  aus,  dass  die  Differential-  zweier  inf. 

°  .  Trf.  von 

gleichung  Af=0  auch  die  infinitesimale  Transformation  {UV)  gestattet.    -f/  =  o. 

Theorem  30:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Af  ==  0  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
Uf  und  Vf,  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (UV). 

Wir  haben   also  ein  Mittel,  um   aus   zwei   infinitesimalen  Trans-  ^Jj|ei*inf^ 
formationen   Uf,   Vf  der  Gleichung  Af=0  eine  neue  (UV)  derselben  J^i:^"^"^^ 
ohne   Schwierigkeit   abzuleiten.     Es  darf  nicht  überraschen,   dass  dies  ^kannten. 
überhaupt   möglich   ist,    denn   kennt  man   z.  B.   zwei   endliche   Trans- 
formationen S,  T,   welche  Af  =  0  gestattet,   so  lässt  diese  Gleichung 
auch  ihre  Aufeinanderfolge /ST,  ferner  >Sr^  TS,  T-^  S T  u.  a.  m.  zu,  also 
eine  ganze  Anzahl  neuer  Transformationen.    Jede  infinitesimale  Trans- 
formation  Uf,   Vf  definiert  aber  oo^   endliche  Transformationen.     Aus 
diesen  endlichen  lassen  sich  neue  zusammensetzen,  die  nicht  notwendig 
von  Uf  oder  F/"  erzeugt  werden,  unter  anderen  nach  unserem  Theorem 
auch  alle,  die  der  eingliedrigen  Gruppe  (UV)  angehören. 

Doch  liefert  das  in  Theorem  30  gegebene  Verfahren  nicht  not- 
wendig stets  wirklich  neue  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung 
Af  =^  0.  Man  bedenke  nämlich,  dass  nach  Theorem  29  des  §  2  die 
Gleichung  Af  =  0  mit  Uf,  7/"  auch  jede  infinitesimale  Transformation 

von  der  Form 

aUf-\-hVf-^  kAf 
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gestattet,  wenn  a,  h  Constanten,  A  eine  beliebige  Function  von  x^^-'-Xn 
bedeuten;    denn  es  ist 

{aUf-]-hVf-{-  XÄf,  Af)  =  (üQ  +  16  -  ÄX)Äf 
und  aQ  -\-  h6  —  AX  eine  Function  von  x^  •  •  •  Xn.     Wenn  vs^ir  also  den 
Klammerausdruck  (UV)  bilden  und  finden,  dass  er  die  Form 

aUf  -\-hVf  -\-  XAf  {a,b  =  Const.) 

hat,  so  werden  wir  die  infinitesimale  Transformation  (Z7F)gar  nicht 
als  eine  neue  betrachten. 

Wenn  nun  aber  {UV)  nicht  diese  Form  hat,  so  benutzen  wir 
{UV)  als  neue  infinitesimale  Transformation  TT/"  der  Gleichung -4/"=  0 
und  können  nach  Theorem  30  durch  Bildung  der  Klammerausdrücke 
{UW),  {VW)  eventuell  zu  neuen  infinitesimalen  Transformationen 
gelangen,  welche  nicht  die  Form 

aUf  -j-  hVf  +  cWf  -{-  XAf  ia,b,c  =  Const.) 

haben,  u.  s.  w. 
Beispiel.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Difi'erentialgleichung 

j^f=K  A-IL  A.  11  =  0 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

^'  "^  ^1  dx,  "T"  ^2  ga;,  ~r  ^3  Sx^ , 

Vf  =  x^   ^  —  "f-  \x^        ^2  ~r  ^3)  g^     r  (^1^2  "r  ^1  ^3       ^i^i)  '^ } 

denn  es  ist,  wie  die  Ausrechnung  lehrt: 

{UA)  =  -Af,     {VA)  =  —  2x,Af. 
Wir  bilden  nun 

Wf^  {UV)  ^  Xj^  ^  -f-  Xi   g  -  -f-  {XiX.^  -f-  x^x^       ^2^3)  ^ ' 

Diese  infinitesimale   Transformation   ist   neu.     Dass   Af=  0  dieselbe, 
wie  es  sein  muss,  gestattet,  ergiebt  sich  aus: 

{WA)=-2x,Af. 

Wir  können  nun  (UW)  und  {VW)  bilden.    {UW)  giebt  nichts  neues, 

denn  es  ist: 

{UW)ee  Wf. 

Aber  es  kommt,  da  offenbar 


Vf~Wf+{x,~x,)ll^ 


und  {WW)  =  0  ist: 
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Xf=  (VW)  =  [{x,  -  X,)  ^^,  Wf) 

Auch  diese  infinitesimale  Transformation  Xf  lässt  Af  =  0   invariant, 

denn  es  ist: 

{XÄ)  =  0, 

u.  s.  w.  Es  wird  zweckmässig  sein,  statt  der  beiden  umständlichen 
Transformationen  Vf  und  Wf  die  einfache  Wf  —  Vf  und  Wf  zu  be- 
nutzen. Unsere  Gleichung  gestattet  also  die  folgenden  infinitesimalen 
Transformationen : 

TJJ{=.Wf-Tf)^(x,-x,)  ^, 

L'4/  (=  Ä/ )  =  [X^         X2)  (a?!         X^)  -^  {Xi        X^J  [x.^        X.^)  -K-^ 

u.  s.  w. 

Man  kann  also  mit  Hülfe  des  Theorems  30  aus  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gleichung  Af  =  0  unter  Umständen 
weitere  ableiten.    Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  so  r  infinitesimale  *"  ^^f-  '^'rf. 

'  von  Af  =  0. 

Transformationen 

UJ,     UJ,    •■•     Urf 
gefunden,  sodass 

(U,A)=^X,Af,     {U,A)  =  X,Af,     ■■■     {ürA)  =  XrAf 
ist. 

Zwischen  diesen  infinitesimalen  Transformationen  werden  nun 
möglicherweise  Relationen  bestehen.  Zunächst  nehmen  wir  als  selbst- 
verständlich an,  dass  keine  der  Transformationen  selbst  die  Form 
oAf  hat,    denn   dann  wäre   sie  eine  triviale   Transformation  der   Glei-'^''^''^'^^^  Jnf- 

Trf.  von 

chung  Af==0,    da   diese  jede  infinitesimale   Transformation   QAf  ge-    •'/-=<' 
stattet.     Es  wird  danach  zwischen  Af  und   Uif  keine  Relation 

bestehen,  in  der  A,  fi  Functionen  der  x^  -  ■  -  Xn  bedeuten.  Unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  U^f  •  •  •  ürf  wird  vielleicht-  keine, 
eventuell  aber  auch  wenigstens  eine,  sagen  wir  TJ^f,  existieren,  die 
Tceine  Relation 

kAf+^,lJJ+^,U,f=0 

hie,  Bifferentialgleiclniiigen.  21 
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erfüllt.  Alsdann  ist  unter  UJ-  •  •  ürf  vielleicht  auch  eine,  üo^f,  vor- 
handen, die  keine  Relation 

lÄf+fi,UJ+^,ü,f-\-[i,U,f=0 

erfüllt,  u,  s.  w.,  kurz  wir  werden  annehmen  dürfen:  Unter  U^f  •  ■  •  Urf 
seien  q  infinitesimale  Transformationen  ü^f  •  •  •  JJ^jf  vorhanden,  welche 
keine  Relation  von  der  Form 

in  der  A^,  ^^  •  •  •  fi^  Functionen  der  x.^  •  •  '  x»  oder  Constanten  bedeuten, 
erfüllen.  Dagegen  drücke  sich  jede  der  übrigen  ÜQ-^-if-  •  •  Urf  durch 
Äf  und   Ulf-  •  •  U^f  aus: 

(5)  U^+i  f  EEE  W,-  lUJ-j-  Ui,  2UJ-{ (-  lli(,  U/  +  ViÄf 

wo  die  Uii,  Ui2  •  •  •  w»^,  Vi  gewisse  Functionen  von  x^  •  •  •  Xn,  eventuell 
auch  nur  Constanten,  sind.  Diese  Relationen  lassen  sich  natürlich 
immer  aufstellen:  Man  entscheidet  durch  Determinantenbildung,  wie 
viele  der  Transformationen  U^f-  •  •  Urf  keine  derartige  Relation  er- 
füllen.    Ist  nämlich  allgemein: 


Ujf^^-i  g^^  +  1-2  ^^^  + 


und 


Äf: 


df 


+   «2 


df 


-{-•'■+  CCn 


IL 


"^   dx^    '      ^  8x. 
so  untersucht  man  die  ünterdeterminanten  der  Matrix 


«1 

«2         •• 

.         «« 

In 

^2        •• 

.     im 

fe21 

fe22 

§2« 

in 

Ir2 

§r« 

Angenommen,  es  verschwinden  alle  mehr  als  (p  -{"  l)-gliedrigen  Unter- 
determinanten, dagegen  nicht  alle  {q  -f"  l)-gliedrigen,  so  besteht  zwischen 
den  zu  ihr  gehörigen  ()  +  1  Ausdrücken  aus  der  Zahl  der  Af,  U^f---  Urf 
keine  Relation  und  die  übrigen  drücken  sich  durch  diese  aus.  Würden 
jene  ()  -J-  1  Ausdrücke  nicht  auch  Af  in  sich  enthalten,  so  drückte  sich 
Af  durch  diese  aus.  Vermöge  der  betreffenden  Relation  Hesse  sich 
dann  einer  der  ()  +  1  Ausdrücke  durch  die  übrigen  und  Af  und  somit 
auch  jeder  Ausdruck   Uf  durch  jene  q  übrigen  und  Af  darstellen. 

Demnach    können   wir    immer    erreichen,    dass    zwischen  Af  und 
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etwa  TJ^f  •  •  ■  U^f  keine  Relation  besteht,   während  die   U,^+if  ■  ■  •  TJrf 
die  rein  algebraisch  zu  berechnenden  Formen  (5)  haben: 
(5)  U^+if  =  Ui  X ÜJ  -i-UiiüJ-i \-  UiQ  üfyf  +  ViAf 


(t  =  1,  2  ■  ■  ■  r  —  Q). 


Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die  Uix'-'Uin,   wenn  sie  nicht  nur^°'';?*°ien- 

o       '  '-^  '"'  ten   der  Ee- 

Constanten  sind,  Lösimqen  unserer  Gleichung  Af  =  0  sein  müssen.         lationen 

7  J  o         '  zwischen 

Da   nämlich   U.f---  Urf  sämtlich   von  Af=0  gestattet  werden,'\e'i  inf  Trf., 

■'•'  '  _  '  °  'die  A/=0 

so    ist  jeder  Ausdruck   Ujca,   sobald   o   eine   Lösung  von   Af  =  0  ist,  gestattet. 
ebenfalls  eine  Lösung  (Satz  3,  §  2).    Seien  nun  Oj  •  •  •  03«_i  ein  System 
Lösungen  der  Gleichung  Af  =  0,  so  ist  jede  Lösung  von  Af  =  0  eine 
Function  derselben,  also  auch  jedes  Uj(Ok  eine  Function  von  ai-'-aj„_i. 
Wir  setzen  in  (5)  /'  gleich  co^,  o^  •  •  •  con—i-     Dann  kommt,  da 

Acoi  ^  Aa)2  ^  •  •  •  ^  0 
ist: 


(6) 


Es  sind  dies  n  —  1  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen  Uii,Ui2"-Uio. 
Alle  Coefficienten ,  sowie  die  linken  Seiten  sind  Functionen  der  Lö- 
sungen 03^  •  •  •  (On-i.  Sicherlich  sind  nicht  alle  ()-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  dieser  Gleichungen: 

\  U]_(o^      U2CO1     •  .  .      UqCOi 


Ui  aj„_i    U2  (On-l  ...  U^  COn-l 

gleich  Null,  denn  sonst  gäbe  es  q  Functionen  A^,  Ag  •  •  •  A^,  sodass: 
•  Ai  üitOi      +  A2  C^oji      -f  •  .  .  +  A^  U(j(o^      ^  0 , 
Ai  Ui<02      +  A2  C/2Ö2      +  •  •  ■  +  ^o  ?7oa)2      :^^  0, 

Ai  ?7iCJ„_i  +  '''2  ^2^«-l  +  •   •  •   +  '^o  UoCDn-l  EE  0 

wäre,  d.  h.  sodass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

Ai  UJ-\-  X2Ü2f-[ h  K  U/=  0 

dieselben  Lösungen  to^  •  •  •  a3„_i  wie  ..4/"=  0  hätte,  ihre  linke  Seite 
sich  also  (vgl.  §  1)  von  Af  nur  um  einen  Factor  unterscheiden  könnte, 
d.  h.  gegen  die  Voraussetzung  eine  Relation  zwischen  Af  und  Uif-'-U^f 
bestände.  Da  also  sicherlich  eine  ()-reihige  Determinante  der  Matrix 
von  (6)  nicht  identisch   Null   ist,   so   lassen  sich  die  Gleichungen  (6), 

21* 
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deren  Zahl  n  —  1  hiernach  sicher  auch  ^  q  ist,  nach  Ua,  Ui^  •  •  •  M,n  auf- 
lösen. Da  alle  Coefficienten  und  die  linken  Seiten  aber  Functionen 
von  «1  •  •  •  (On—\  sind,  so  folgt:  Auch  Un,  Ui2  •  •  ■  Uiq  sind  Functionen  der 
Lösungen  cjj  •  •  •  cnn—i,  d.  h.  sie  sind  ebenfalls  Lösungen  der  Gleichung 
Af=0. 

Theorem  31:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Äf  =  0  mehrere  helcannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen Ulf,  ü^f  •  '  •  Urf  und  Gestehen  zwischen  diesen  und  Äf 
einige  lineare  Belationen,  so  kann  man  immer  diese  Relationen 
aufstellen  und  danach  durch  Auflösung  derselben  gewisse  Uf, 
etwa  Uq^if  •  •  •  Urf,  durch  die  übrigen  U^f  •  ■  •  U^f  und  Äf  aus- 
drücken: 

Uf,+if^  Un  UJ-\-  Ui2  U^f  -\ h  Uin  U,,f-\-  ViAf 

(t  =  1,  2  •  •  •  r  —  0, 

während  zwischen  U^f-  •  •  C/^f  und  Äf  keine  lineare  Relation 
besteht.  Alsdann  sind  die  Coefficienten  UnjU^  ■  -  •  m,-^,  ivenn  sie 
sich  nicht  auf  Constanten  reducieren,  Lösungen  der  Gleichung 
Äf=0. 

Wir  wollen  noch  einen  etwas  anderen  Beweis  hierfür  erbringen. 
Aus  den  Relationen 

(5)  U^if  EE  M,i  C/i /■  +  M,-2  UJ-i \-  Ui^  Ugf  +  ViÄf 

{t  =  l,2-  ■  ■  r—(,) 

folgt,  wenn  wir  den  Klammerausdruck  (U^iÄ)  bilden: 
(ü^iÄ)  =  UniU.Ä)  +  Ui^{U,Ä)  -i h  Ui^(U^Ä')  - 

—  ÄUii  ■  Ulf  —  ÄUi2 '  UJ—  •  •  •  —  Aui^  •  U^f—  ÄVi  •  Äf 
Äf=0  gestattet  nach  Voraussetzung   Uyf '  •  •  Urf,  d.  h.  es  ist: 

{UiÄ)  =  XiÄf,     {U,Ä)  =  X,Äf,     ■■■{UrÄ)  =  XrÄf 
Demnach  kommt: 

k^^iÄf^  {unXy  -\-  Ui^X^  +  •  •  •  +  Uifjk,^  '  Äf  — 

—  ÄUix  ■   Ulf  —  ÄUi2  •  U^f  —  •  • ÄUifj  •  U^f  —  ÄVi  •  Äf 

oder  geordnet: 

(A^i  —  UiiXi  —  ^£2^2  —  •  •  •  —  Ui^Xg  +  ÄVi)  •  Äf-{- 

+  ÄUi,  ■  UJ+  ÄUi2  ■UJ+ h  ^w,(,  •  U^f^.  0. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Relation  zwischen  Äf  und  UJ',  Ü^f  •  •  •  Uof, 
deren  Coefficienten  gewisse  Functionen  der  Veränderlichen  Xi,x^---Xn 
sind.  Nach  Voraussetzung  existiert  aber  keine  lineare  Relation  zwischen 
Äf  und   Ulf,  U^f  •  ■  •  Uof    Die  gefundene  Gleichung  kann  also  nur  so 
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bestehen,  dass  ihre  Coefficienten  einzeln  Null  sind.  Demnach  ist  der 
Coefficient  von  Af,  der  uns  übrigens  nicht  weiter  interessiert,  gleich 
Null  und  ausserdem: 

Diese  Gleichungen  aber  sagen  nichts  anderes  aus,  als;  Mü,  Wj2  ■  •  •  «i^» 
sind,  wenn  sie  keine  Constanten  werden,  Lösungen  der  Gleichung 
Af  =  0,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Beispiel:     Wir  fanden  in  dem  Beispiel  zu  Theorem  30,   dass  die  Beispiel. 
Gleichung 

Af=-^-\-^J--\-^=^0 

die  infinitesimalen  Transformationen  gestattet : 

TT  /. df     I  cf     I  cf 

^3/    =  "^1     "^       T  ^1    "^^       T  (.^'1^2     I     ^X-'^S  ^2^3)  "^^J 

Offenbar  besteht  zwischen  Af,  U^f  und  L^g/^  keine  lineare  Relation, 
denn  es  ist  ihre  Determinante: 


Uj  {OCj_         X.2)  {x^         X^J  p  {Xy        x^j  [X2        x^j 


1 

1 

1 

x^ 

^2 

x^ 

0 

X2          Xq 

0 

eeO. 


Wohl  aber  lassen  sich  U^f  und  UJ'  durch  ^/",  C/i/"  und  C/g/"  aus- 
drücken. (Hier  ist  also  «  =  3,  r  =  4,  p  =  2.)  Um  dies  methodisch 
zu  machen,  werden  wir  aus 

dx-i    '     dx^    '     dx.^        "  '  ' 
cf     .  df     .  ^f  ~~  TT  f 

(^2    -   -^3)  ^  ^    ^2/" 

die  Grössen  t^,  ^^ ,  -^  berechnen.     Es  kommt: 

|/1  = '':±^.Af-\ — ~uj— 

df  __ 


X^ 

1 

u,f, 
u,f, 

—  •^1 

Xi 

-arg 
^'2 
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Setzen  wir  diese  Werte  in   U^f  und   U^f  ein,  so  kommt: 

U,f=  x,x,Af-{-  {x,  -  X,)  UJ+  ^^^^-  U,U 


ÜJ=  —  x^{x.^  —  0:3)  Af  +  {x.;,  —  x^)  UJ  + 


x^       x^ 


U,f. 


Nach   unserem  Theorem   31    müssen    also  hierin  die  Coefficienten  von 
f/j/'  und   U^f  Lösungen  von 

Af^E  -^  +  -^  4-  -^  =  0 

sein.     In  der  That  sind  x^  —  x^,  x^  —  x^  Lösungen  und  — —  und 

— ^     — ^ ^   als  Functionen   derselben  ebenfalls  Lösungen. 

rr.    —  fr,.  '-' 


Wie  schon  im  Laufe  des  ersten  Beweises  unseres  Theorems  31 
bemerkt  wurde,  ist  die  Zahl  q  ^n  —  1.  Dies  ist  aber  auch  so  klar: 
Zwischen  Af  und  n  beliebigen  Ausdrücken  UJ',  U^f  •  •  •  Unf  besteht  stets 
eine  Belation: 

(7)  f*i  UJ  ^(i,ü,f -}-■•■  +  fi,  UJ=  fiAf, 

denn  ist: 

h 


so  liefert  die  Relation,  indem  sie  in  n  Gleichungen  zerfällt,  weil  sie 
für  jedes  /"  bestehen  soll,  zur  Bestimmung  von  (^1,  (I2  '  '  (^n  und  ^  das 
Gleichungensystem: 

(7')  fiilli  +  i^2^2i  +  •  •  •  4-  ilnLk    =  i^«/t 

(i  =  1,  2  •  •  •  n). 

Ist  zunächst  die  Determinante 


feil        b2l 
il2        022 


S/i2 


eeO, 


so  lassen  sich  ftj  •  •  •  (in  aus  (7')  berechnen  in  der  Form 

(Ik  EE  Qk(Xj^  •  •  •  Xn)(l 

und  zwar  sind  dann  die  Q^ix^  •  •  •  Xn)  ganz  bestimmte  Functionen  von 
x^---Xn-  Diese  Werte  erfüllen  die  Gleichung  (7)  identisch.  Ist  nun 
zweitens  die  Determinante  Null,  so  nehmen  wir  fi  eEz  0  a,n  und  können 
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^i-  •  -  ^n  solche  Werte  erteilen,  dass  (7')  erfüllt  wird.  In  diesem  Falle 
besteht  schon  zwischen   U^f  ■  •  •  ünf  allein  eine  Relation: 

Jedenfalls  muss  also  zwischen  n  -\-  1  Symbolen  in  n  Veränder- 
lichen stets  eine  lineare  Relation  bestehen,  und  daher  ist  in  unseren 
obigen  Entwickelungen  sicher  Q  "^n  —  1. 

§  4.     Geometrische    Ableitung    des   Ergebnisses,    seine    Umkehrung 

und  Verwertung. 

Unser  Theorem  31  kann  auch  auf  anschaulichem  Wege  gedeutet 
werden,  wenn  man  von  der  geometrischen  Interpretation  der  Veränder- 
lichen Gebrauch  macht.  Wir  wollen  dies  für  den  Fall  w  =  3  durch- 
führen.    Es  bedarf  dazu  jedoch  einiger  Vorbemerkungen. 

Wir  betrachten  einen  Punkt  {x,  y,  z)  des  Raumes  (indem  wir 
^i;  ^2>  ^3  J^^^^  grösserer  Übersichtlichkeit  der  kommenden  Formeln 
halber  mit  x,  y,  z  bezeichnen).  Wir  wollen  ihm  drei  infinitesimale 
Fortschreitungsstrecken  d^5,  8^s,  ö.^s  zuordnen,  deren  Projectionen  auf 
die  x-Axe  d^x,  d^x,  d^x  seien  u.  s.  w. 

Diese  drei  Strecken  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  der  ana- 
lytischen Geometrie  dann  und  nur  dann  in  einer  Ebene,  wenn 

8^x     d^y     ÖqZ  I 
d^x    ö^y     8^z\  =  0 

;  8^x     d^y     8.^z 
ist. 

Drei  infinitesimale  Transformationen 

.^ df     ,     o     cf     ,  df 

^^=«*^  +  ^    -ey~  +  y    Tz' 

ordnen  dem  Funkte  {x,  y,  z)  drei  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken 
8qS,  dyS,  d^s  zu,  und  zwar  sind  die  Projectionen  der  ersten  ÖqS  auf 
die  a;-Axe: 

adt,     ßöt,     ydt 

u.  s.  w.  Die  drei  Fortschreitungsstrecken  liegen  also  dann  und  nur 
dann  für  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  in  einer  Ebene,  wenn  die  Determinante 

a      ß      y 

^1      riv      l,     =0 

h      n-i     ti 
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ist.  Offenbar  lassen  sich  auch  dann  und  nur  dann,  wenn  diese  De- 
terminante identisch  verschwindet,  drei  Functionen  fi,  ^^,  ^2  von  x, 
y,  z  angeben,  sodass 

ist.     Also: 
*tun™'e?ner  ^^^^  ^'     ^^^*    infinitesimale    Transformationen   Af,    U^^f,    TJ^f   im 

^^^^^f\^f^J^CLume  {x,  y,  z)   ordnen  einem  Ptinlcte  allgemeiner  Lage  dann  und  nur 
K^unfeT   dann  Fortschreitungsstrecken   in   einer  Ebene  m,   wenn   »wischen   ihnen 
irgend  eine  lineare  Relation 

^Af-{-fi,Uj-{-ii,U,f=0 
besteht.     ^,  y.^,  ^.^  bedeuten  hierbei  drei  nicht  verschwindende  Functionen 
der   Veränderlichen. 

iSt^ffdes  ^^    liege    eine   lineare    partielle    Differentialgleichung  Af=0   in 

Theorems  31  jj.gj  Veränderlichen  x,  ti,  z  vor.  Sie  besitzt  00^  Curven  des  Raumes 
i'  =  2-  {Xyy,z)  als  Charakteristiken.  Dieselben  werden  durch  zwei  Gleichungen 
(p  {x,  y,  z)  =  Const. ,  ip  (x,  y,  z)  ==  Const. 
definiert.  Af  kann  als  eine  infinitesimale  Transformation  aufgefasst 
werden.  Als  solche  ordnet  sie  dem  Punkt  p  allgemeiner  Lage  (x,  y,  z) 
eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  d^s  längs  der  durch  p  gehenden 
Charakteristik  h^  zu.  Af  =  0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transfor- 
mationen U^f  und  U^f  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  es  bestehe 
keine  Relation  zwischen  ihnen  und  Af,  d.  h.  nach  Satz  6  sollen  TJ^^f 
und  U^f  dem  Punkte  p  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  d^s  und 
d^s  zuordnen,  welche  nicht  zusammen  mit  8qS  eine  Ebene,  sondern 
eine  wirkliche  räumliche  Ecke  bestimmen. 

Jede    beliebige   Fortschreitungsstrecke   8s    lässt    sich    dann    nach 
dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  Componenten  längs  d^s,  8^s, 
82S  zerlegen,  sich  also  darstellen  in  der  Form: 
(8)  8s  =  v8qS -j- u,^8^s -\- U282S, 

wo  V,  u^,  Mg  Functionen  des  Ortes  (x,  y,  z)  sein  können. 

Af  erteilt  p  eine  Fortschreitung  8qS  längs  Jcq  mit  den  Componenten 
8qX,  8Qy,  8qZ  nach  den  drei  Axen.  Die  Charakteristik  Jcq  wird  etwa 
durch  die  Gleichungen 

(p{x,y,z)  =  a,     ip(x,y,z)  =  b 
dargestellt.     Es  ist  dann: 

(pXx)8^x  +  (p'{y)8^y  +  (pXz)8^z  =  0, 


^^^  l  t\x)  8,x  +  n;'(y)  8,y  +  tV)  8,z  =  0. 

ü^f  führt   alle   Punkte  p   von   I'q   in    die  Punkte    einer    benachbarten 
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(10) 


Charakteristik  \  über.     Sind  8^x,  8^x,  8^x  die  Projectioneu  von  8^s 
auf  die  Axen^  so  muss  also  mit 

(p{x,y,z)  =  a 
auch 

(p{x  +  d^x,  y  +  ^1^,  z  -f  ^1^)  =  CoDst.  =  a-\-  d^a 

sein.     Ähnliches  gilt  für  ij;  =  h  und  wir  haben  also: 

Da  endlich   U.J  alle  Punkte  p  von  Jcq  in  die  Punkte  einer  anderen  be- 
nachbarten   Charakteristik   Jc^    überführt    vermöge    der    Fortschreitung 
d^s  mit  den  Projectioneu  d^x,  d^y,  d^z,  so  ist  analog: 
\(p\x)d,x  +  <p'{y)d,y  +  (p\2)d^2  =  ^2«; 

^1«,  d\&  und  d.2a,  d.^h  müssen  unveränderlich  längs  der  ganzen  Curve 
JCq  sein.     Da  nach  dem  Obigen  die  Determinante 

ÖqX     d^y     d^z 

8^x    ö^y     8^z    e|eO 

^2^     8.,y     d.2Z 

ist,  so  folgt  aus  (9),  (10)  und  (11),  dass  auch  die  Determinante 

i  d\a     d^b 

^^^^  I  8^a    d^h 

ist. 


(11) 


=kO 


Wir  wollen  annehmen,  Äf  =  0  gestatte  auch  die  infinitesimale 
Transformation  Uf.  Diese  erteilt  dann  den  Punkten  p  von  Jc^  solche 
Fortschreitungen  ds  mit  den  Projectioneu  öx,  dy,  dz,  dass  Jcq  in 
eine  andere  benachbarte  Charakteristik  Je 

g)  ==  a  +  ^a,  ip  =  h  -\-  dh 
übergeht.  Wie  gesagt,  ds  lässt  sich  zerlegen  in 
(8)  ÖS  =  vdf^s -\- iiid^s -{- 1128.^8 

und  es  ist  also: 

IÖx  =  v8qX  -\-  i(i8i^x  -\-  u-i^^x, 
8y  =  v8^y  +  u^8^y  +  «^3^2^? 
8z  ==  v8qZ  -\-  Ui8j^z  +  ^2^2^- 
Es  kommt  also 

8q)  ^  <p'(x){vSqX  -\-  Hi8iX  -\-  u^ö^x)  + 
+  ^\y){v8Qy  -f  u^8iy  +  ti^8^y)  + 
+  (p'{z)(v8^z  -f-  HiÖj^z  -{-  u.^8.2z)  =  8a, 
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d.  li.  nach  (9),  (10)  und  (11): 

dijj  ==  db  giebt  analog: 

Uj^dj^h  +  W2Ö'2&  ==  dh. 
Wegen  (12)   sind   diese  beiden  Gleichungen  nach  m^  und  i<2  auflösbar 
und  es  ergiebt  sich,  da  da,  d^a,  ö^a  und  dh,  d^h,  d^h  längs  der  ganzen 
Charakteristik  Ä'^   unveränderlich   sind,   dass   auch   u^   und  u^  längs  Ji^ 
constant  sind. 

Die  Fortschreitung  ds  führt  also  dann  und  nur  dann  jede  Cha- 
rakteristik ]Cq  in  eine  benachbarte  über,  wenn  «j  und  u^  längs  I'q 
unveränderlich,  d.  h,  entweder  überhaupt  unveränderlich  oder  aber 
Functionen  von  (p,  jp  allein  sind. 

Ist  nun 


so  ist  auch 
Ferner  ist 


ÖqX  =  adt,     dj^x  =  ^idt,     ö^x  =  ^.^dt 
u.  s.  w.     Daher  kommt  nach  (13): 

g  EEEva  +  wJi  +  «2l2> 

Also  ergiebt  sich,  wenn  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  p~>  y~>  si; 
multipliciert  und  danach  addiert  werden: 

wo  Mj,  Wg  Functionen  der  Lösungen  cp,  il)  von  Äf==0  sind. 

Dies   ist  aber  nichts  anderes  als  unser  Theorem  31  für  den  Fall 
»  =  3,  Q  =  2. 

Geom.  Ab-  Wir  wollcn  noch  kurz   die   andere  Möglichkeit  besprechen,  dass 

leitung  des  . 

Theorems  31^/"  =  0  zwei  infinitesimale  Transformationen  U.f,  C/o/"  gestattet,  deren 

für  «  =  3,         '  117        Jio  7 

P=i.     Fortschreitungsstrecken    d^s,  dgS    mit    der    Fortschreitungsstrecke   ÖqS 
längs  Icq  eine  Ebene  bestimmen.     In  diesem  Falle  ist  d^s  zerlegbar  in 
zwei  Componenten  längs  ÖqS  und  d^s,  also  etwa: 
(14)  ^2«  ^vÖqS  -f-  iid^s 

oder: 

d.2X  =IE  v8qX  -f-  u8^x 
u.  s.  w.  oder  auch: 
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u.  s.  w.,  d.  h.  endlich: 

U,f=vAf+uUJ\ 
Ferner  ist  nach  (9),  (10)  und  (11)  wegen  (14): 

d.  h.  u  ist  constant  längs  h^,  also  eine  Lösung  von  Äf=0  oder 
überhaupt  eine  Constante.  Damit  wäre  unser  Theorem  81  auch  für 
n  ==  3,  ^  =  1  bewiesen. 

Die  hier  entwickelten  mehr  geometrischen  Beweise  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  übertragen.  Wir  habgn  sie 
ausführlich  entwickelt,  um  ihre  Übertragung  auf  den  allgemeinen  Fall 
eines  w-dimensionalen  Raumes  dem  Leser  zu  erleichtern  und  die  Schlüsse 
in  wünschenswerter  Strenge  zu  ziehen. 

Wir    wenden   uns  jetzt  wieder  den  analytischen  Entwickelungen ^'"^^^^'""''s 
zu  und  zwar  für  beliebiges  n.     Es  ist  sehr  leicht,  die  Umkehrung  des^'*®**''''™* ''^• 
Theorems  31    des   vorigen  Paragraphen  zu  beweisen.     Wir  behaupten 
nämlich,  dass,  wenn  Af  =  0  die  infinitesimalen  Transformationen  ü^f, 
U^f  •  •  •  U^f  gestattet,  alsdann  auch  die  infinitesimale  Transformation: 

Uf=  u,  ÜJ  +  ti,  ÜJ-^'"  +  u^U/  +  vÄf 

die    Gleichung    Af==0    invariant    lässt,    sobald    u^,  u^---Hq   irgend 

welche  Functionen   der  Lösungen   von  Af  =  0  sind,   während  v  eine 

ganz  beliebige  Function  der  Veränderlichen  x^  '  -  -  Xn  bezeichnen  darf. 

Nach  Theorem  29  des  §  2  ist  ja: 

{ü,Ä)  =  X,Af,  •••  {UoA)^X^Af 
und  also  kommt: 

{TIA)  ~  (iijAi  +  «2^2  H h  u^X^)Af  — 

—  Aii^  '  UJ'  —  ■  '  •  —  AUf,  •  ü^f  —  Av  •  Af. 

Da  aber  «i,  «tg '  '  '  ^^?  Functionen  der  Lösungen,  also  selbst  Lösungen 
oder  Constanten  sein  sollen,  so  ist  Au^^^O,  -  ■  -  Au^^^O,  und  es 
bleibt: 

{UA)  ^  (mjA^  -f-  u^X^  +  •  •  •  +  %A^>  —  Av)  '  Af^  l  ■  Af, 

d.  h.  nach  Theorem  29  gestattet  Af^^Q  die  infinitesimale  Transfor- 
mation  TJf. 

Satz  7:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0 
die  infinitesimalen  Transformationen  U^^f  •  •  '  U^f,  so  gestattet  sie  auch 
jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

Uf=  tHUJ+  •  •  .  +  u,U,f+  vAf, 

sobald  nur  u^-  -  ■  u^,  Lösungen  von  Af  =  0  oder  auch  Constanten  sind, 
während  v  eine  beliebig  gewählte  Function  der   Veränderlichen  bedeutet. 
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^fossun""  Nach    den   Entwickelungen    des   vorigen   und   dieses   Paragraphen 

werden  wir  aus  der  Kenntnis  einiger  infinitesimaler  Transformationen 
üjf  der  Difi'erential gleich ung  Af  =  0  und  einiger  Lösungen  oj,-  der- 
selben folgenden  Nutzen  ziehen  können: 

Erstens:  Jedes  (JJjJJi)  ist  wieder  eine  infinitesimale  Transformation 
von  Af  =  0.     (Theorem  30.) 

Zweitens:  Jedes  C/,co;  ist  eine  Lösung  von  Af  =  0.  (Satz  3 
des  §  2.) 

Drittens:  Jede  Relation  zwischen  den  Ujf  und  Af  giebt,  in 
passender  Weise  aufgelöst,  als  Coefficienten  Lösungen  von  Af  =  0. 
(Theorem  31.) 

Indem  man  in  dieser  Weise  möglichst  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen und  Lösungen  von  Af=0  zu  bestimmen  sucht,  findet 
man  schliesslich  —  da  diese  Processe  ein  Ende  haben  müssen  — 
eine  gewisse  Anzahl  von  Lösungen  co^,  co.^  •  -  •  (Oq  der  Gleichung  Af=  0 
und  eine  gewisse  Anzahl  von  infinitesimalen  Transformationen  U^fj 
U^f-  '  •  Urf  der  Gleichung  von  der  Eigenschaft,  dass  jedes  C/,«,-  eine 
Function  von  a^  •  ■  •  cnq  allein  ist,  ferner  jede  Klammeroperation  (Ujüi) 
nur  eine  infinitesimale  Transformation  liefert,  die  nichts  wesentlich 
neues  giebt,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

{UjUi)  =  Mi(c3i  •  •  •  (O.j)  ÜJ-\ +  tlr{cOj^  •  •  •  G)q)  Urf  +  vAf, 

und  drittens  die  Relationen,  welche  die  Uf  durch  Af  und  solche  Uf 
ausdrücken,  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  mit  Af  besteht, 
als  Coefficienten  der  letzteren  Uf  nur  Functionen  von  a^  •  •  •  coq  be- 
sitzen. 

Sind  Ulf-  •  •  U„f  diejenigen  der  Uf,  welche  mit  Af  keine  lineare 
Relation  erfüllen,  so  können  wir  die  übrigen  gefundenen  Uf  ganz 
bei  Seite  lassen,  denn  aus  U^f  •  '  •  Uf,f  setzt  sich  nach  Satz  7  ein  be- 
kanntes Uf,  welches  Af=0  gestattet,  in  viel  allgemeinerer  Weise 
zusammen  in  der  Form: 

ßl(a?l  •  ■  •  (Oq)  UJ  +   •  •  •   +   SI,j{g)i  •  •  •  03q)  U/  +  v{Xi  '  •  '  Xn)Af. 

Wir  werden  also  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  U^f  ■  •  •  U^f 
und  die  Lösungen  o^-  •  •  C3q  berücksichtigen. 

Satz  8:  Kennt  man  einige  infinitesimale  Transformationen  und  einige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af=0,  so  Jcann 
man  immer  durch  ausführbare  Operationen  erreichen,  dass  man  eine 
Anzahl  infinitesimaler  Transformationen 

UJ---  u/ 

und  eine  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Lösungen  g?i  •  •  •  (Oq  der  Glei- 
chung Af=0   kennt   von  der  Art,    dass   erstens   zwischen  U^f---  Uqf 
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und  Af  keine  lineare  Relation  besteht,  zweitens  jedes  UjOi  eine  Function 
von  DJ,  •  •  •  C5,j  allein  und  drittens  jeder  KlammeraiisdrucTi  (UjUi)  von  der 
Form  ist: 

%(»1  •  •  •  f^q)  f^]/*+   •   •   •   +  Uqi^l   •  •   ■  ö?)  'Uqf  ■\-   v{Xi   •  •   ■  Xn)Af. 

Wir  brechen  hiermit  die  Untersuchung  des  Integrationsproblems 
einer  Gleichung  Af  =  0,  welche  bekannte  infinitesimale  Transforma- 
tionen gestattet,  ab,  um  diese  Betrachtung  an  einer  späteren  Stelle 
zu  verwerten. 

§  5.     Die  Multiplicatoren  einer  Gleichung  ^/=  0. 

Wir  wollen  jetzt  noch  auf  den  Zusammenhang  eingehen,  welcher 
zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gleichung  Af  =  0 
und  den  Jacobi'schen  Multiplicatoren  derselben  besteht.  Dabei  be- 
merken wir  vorweg,  dass  die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  in 
der  Folge  nicht  benutzt  werden,  also  eine  blosse  Einschaltung  bilden. 

Vorgelegt  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 
./. df    ,         of    .  ,  f^f        f\ 

^f^  «1  dx\  +  '^^ä^,  +  •  •  •  +  ^'^  a^,  ===  ^ 

in  n  Veränderlichen  x-^^,  x,^  •  •  •  Xn .     Es  seien 

n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  derselben,  durch  welche, 
wie  wir  wissen  (vgl.  §  1),  die  Gleichung  Af=0  vollständig  be- 
stimmt wird. 

Multiplicator  M  des  simultanen  Systems  c^t"of von 

Q/üCi  iJbCCa  71 

oder  der  äquivalenten  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

heisst  jede  Function  M  von  .«j,  iCg  *  '  *  ^n,  für  die  MAf  die  Functional- 
determinante  der  beliebigen  Function  f  und  irgend  welcher  n  —  1  von 
einander  unabhängiger  Lösungen  a^-cin—i  der  Gleichung  Af==0 
hinsichtlich  x^,  x^  •  •  •  Xn  ist. 

Wir  wollen  die  gebräuchliche  abkürzende  Bezeichnung 

/  /■     CO,     0.2-  •  ■  (o„\ 

\  t//j  *^^  «A/o      •     •     •     t/yfi  ' 

für  diese  Functionaldeterminante 
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df 

ß± 

df 

dx^ 

cx^ 

d^n 

(5CÖJ 

dco^ 

0  00^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

^">n-l 

dx^ 

^ß»«-! 

dx. 

^^» 

benutzen.     Alsdann  lautet  die  Definitionsgleichung   des  Multiplicators: 
(15)  .X  . ._  /  /       1      2 


MAf=i'      '      '  ). 


Hierin  bedeuten,  wie  bemerkt,  oj^  •  •  •  con—i  irgend  ein  System  Lö- 
sungen der  Gleichung  Af  ==  0.  Benutzen  wir  an  Stelle  derselben  ein 
anderes,  etwa  öj,  räg  •  •  •  ö„_i,  so  erhalten  wir  einen  im  allgemeinen 
anderen  Multiplicator  M,  für  den 


(16)  MAf 

Quotient  jg^^  Dass  nun  das  Verhältnis 

zweier 

catoren.   eine  Constantc  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen: 


X'ii 


') 


x.^  x^ 

M 
-^  eine  Lösung  von  Af  =  0  oder  nur 


Da   in    der    Definitionsgleichung    (15)    des   Multiplicators   M  die 

/5  f 

Function    f  arbiträr   sein   soll,    so   müssen   die   Coefficienten   von  ^— 

rechts  und  links  übereinstimmen.     Links  ist  dies  der  Coefficient  Ma^, 
rechts  eine  Unterdeterminante.     Danach  ergiebt  sich,  dass 

Mai,Ma^-  •    Man 
die  (n  —  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


M 


(17) 


dxi 

3  Ml 

dx^ 

dxi 

dx^ 

^«'n-l 

dx^ 

also: 

»1  02  •  • 

X2  Xq  .  . 

.  COn-l\   __ 

1 

/(Ol  «2 

\x^  X^ 

=-i-r 

»1   «2  •  • 

.  a3„_i\ 

--n     \ 

1        2   •   * 

.    Xn-J' 

.     Xi     J 


Analog  ergeben  sich  solche  Ausdrücke  aus  (16)  für  M.    Demnach  ist, 
wenn  wir  die  letzten  Ausdrücke  benutzen: 
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(18) 


M 
M 


/«i  to.,  •  •  •  «„_A 

\^l    ^2    •  •   •   ^n—l' 

\  ^j      ^2      ■    •    ■    X^ j/ 


iadem  wir  voraussetzen,  dass  ca^  •  •  •  aj„_i  etwa  hinsichtlich  a;^  •  •  •  Xn—i 
von  einander  unabhängig  sind,  was  dann  auch  für  w^  •  •  •  e>«_i  gilt, 
«i  •  •  •  ö„_i  sind  gewisse  von  einander  unabhängige  Functionen  der 
Lösungen  ca^  •  •  ■  c3n—\ ,  und  nach  einem  bekannten  Satze  über  die 
Functionaldeterminante  ist  also: 


/rä^  «2  •  •  •  Ö3m— i\  /«i  »2  •  • 

ViCi    ^^2  .  .  .  X,i—J  Voi  »2  •  • 

sodass  sich  (18)  reduciert  auf 

M  _^  /«i  «2 


/  \   i/'  j        t//(^      •      ■      •        ^  fl  / 


cj„_i  Functionen  von  (»i ...  ca„_i 
..  «„—i,   d.  h.   eine  Lösung  von 


Die  rechte  Seite  hierin  ist  aber,  da  a^  . . 

sind,   ebenfalls   eine   Function  von  oj^ 

Äf=  0  oder  eine  Constante.    Indem  man  cö^  ...  cön—i  in  zweckmässiger 

Weise  als  Functionen  von  co^ ...  cOn—i  wählt,  kann  man  offenbar  erreichen, 

dass  -^  jede  beliebige  Lösung  von  Äf 


0  darstellt. 


von  A  f  =  0. 


Der  Multiplicator  steht  nun  —  und  deshalb  kommen  wir  auf  ihn  ^usammen- 

■•■  hang  zwi- 

zu  sprechen   —   in  sehr  enger  Beziehung  m  den  infinitesimalen  Trans-^^^}^^^^^^ 
formationen  Uf  welche  Af  ==  0  gestattet. 

Es  mögen  U^f,  U^f  .  .  .  ün—if  w  —  1  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gleichung  Äf  =  0  sein,  und  zwar  soll  zwischen  ihnen  und 
Af  keine  lineare  Relation  bestehen.     Es  sei  allgemein: 


df 


^^f=^^w^,-^^^' 


+  a.. 


11 

dx„ 


dl, 

0"  =  1,  2  •  .  •  n  —  1). 

Wir  beweisen  in  einer  späteren  Note  (vgl.  Satz  10  dieses  Paragraphen), 
dass  es  stets  n  —  1  derartige  infinitesimale  Transformationen  der  Glei- 
chung Af=0  giebt.  Hier  wollen  wir  diesen  übrigens  sehr  einfachen 
Beweis  der  bessern  Übersicht  halber  übergehen. 

Wir  behaupten  nun,   dass   der   reciproke  Wert  der  Determinante 


In 


<-2 
Sl2 


??(— 1,1     Sn  — 1,2 


|l» 

?2» 


l.- 


ein  Multiplicator  der  Gleichung  Af=0  ist. 
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Zunächst  ist  diese  Determinante  nach  den  getroffenen  Voraus- 
setzungen sicher  nicht  identisch  Null.  Wir  multiplicieren  sie  mit  der 
Determinante 


dcoi 


dca. 


n-X 


0 


dx^ 
0 


cx„ 


dx^ 
1 


und  erhalten  nach  der  bekannten  Productregel  offenbar 


U2GJ2 


A  COn-l  Kn 

U2  00,1—1  52« 


Un—lGJ^        Un—lG>2       ...        ün—lCOn—l        In— 1,  ra 

Da  aber  oj^  . .  .  co„_i  Lösungen  sind,  so  ist  Aoi^O,  ...  Aon-i  ^^  0. 
Die  erste  Horizontalreihe  enthält  also  lauter  Nullen  bis  auf  das  letzte 
Glied  Un  und  es  kommt: 


Ut<Oi 

C^l«2 

U^COn-l 

U^G>1 

C/gtög 

Ih  ««-1 

ün-l(Oi 

Un-lO.^        • 

.  .        Un-xGin-\ 

Weil  Af=0  die  infinitesimalen  Transformationen  TJ^f .  . .  Un—if  ge- 
stattet, so  ist  nach  Satz  3  des  §  2  die  vorstehende  Determinante  eirie 
Function  ß  der  Lösungen  c»i  .  .  .  co„_i,  sodass  sich  ergeben  hat: 

dxi        dx.^ 


In 


In 


;»— 1,1    5n— 1,! 


52  n 


5« — 1,  n 


^C« 


0 


dx^ 
0 


^Mi 

g^„       , 

a«2       ^ 

^*n 

^«»n-l 

...          1 

a„ß(cai...(a„_i). 


Die  zweite  Determinante  hierin  ist  die  Functionaldeterminante  von 
öl  .  .  .  a)„_i  nach  a?!  .  .  .  Xn—i  und  darf,  wie  wir  schon  einmal  bemerkten, 
verschieden  von  Null  vorausgesetzt  werden  (sodass  auch  «„  ^  0  ist). 
Demnach  haben  wir: 
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Sil  S]5 


5l,j 


5«— 1,1     ^n—1,2  •  '  ■  ^n—l,n 

Die  linke  Seite  aber  ist  nach  (17)  ein  Multiplicator  von  Äf  =  0,  die 
rechte  Seite  also  auch.  Da  nun  ein  Multiplicator  mit  einer  Lösung, 
wie  iß(a?i  •  •  •  aj„_i),  niultipliciert  wieder  einen  Multiplicator  giebt,  so 
ist  in  der  That  bewiesen: 

Theorem  32:     Gestattet  die   lineare  partielle  Differential- 
gleichung: 

n  —  1  infinitesimale  Transformationen: 

TTf=i     H-A^i     ^L  J_  _L  I:      UL 

^jT  —  Sn  ga^i  "T"  5^2  aar,  ">  r  ^■'■"  aa;„ 

(;  =  1,  2  • .  •  »  —  1), 
welche  zusammen  mit  Af  keine  lineare  Relation 

erfüllen,  in  der  die  (i  Functionen  von  x^  ■  ■  ■  x,i  oder  Constanten 
sind,  so  ist 

«1  Cf2       ...       an 

?11  5i2        •  •  •        bin 

5n— 1,1  5n— 1,2  •  •  •    Sn—l,n 

ein  Multiplicator  der  Gleichung  Af=0. 

Dieses  Theorem  ist  die  directe  Verallgemeinerung  des  Theorems  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  für  beliebig  viele  Veränderliche,  denn  unser  Jacobi'scher 
Multiplicator  reduciert  sich  für  n  =  2  auf  den  Euler'schen  Multiplicator. 


Unser  Theorem  giebt  auch  eine  schöne  anschauliche  Deutung  des     oeo- 
Multiplicators,  ähnlich  der  für  w  =  2  in  §  1  des  9.  Kapitels  gegebenen. Deutung  des 
Wir  wollen  dies  für  n  =  3  zeigen,  und  wir  bemerken  dabei,  dass  sich    cato?».' 
diese   Deutung   auch   auf  beliebiges  n  unter   Benutzung   des  Begriffes 
eines  w-dimensionalen  Raumes  ausdehnen  lässt. 

Es  seien  also  x,  y,  z  die  drei  Veränderlichen  und 

'  ox    ^         (jy  oz 

eine  lineare   partielle   Differentialgleichung,   welche   die  beiden   infini- 
tesimalen Transformationen 

L  i  a ,  Differentialgleichungen.  22 


338  Kapitel  15,  §  5. 

TT  f=^   ^-4-rj  ^-J-f   ^ 

TT  fz=:  i:    ^  _L        ^  A-  f-    ^f 

gestattet,  von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  mit  Af  keine  lineare 
Relation  eingehen,  sodass  also  die  Determinante 

X     Y    Z 

li   ^1   ?i  =N  0 

h       V2       ?2    I 

ist.  Nach  unserem  Theorem  ist  der  reciproke  Wert  dieser  Deter- 
minante ein  Multiplicator  von  Af  =  0.  Sie  hat  nun  auch  eine  geo- 
metrische Bedeutung:  U^f  und  ü^f  nämlich  erteilen  dem  Punkte 
Po{x,y,z)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  djS,  8^s  mit  den 
Projectionen 

l^dt,     rj.dt,     t,dt, 

auf  die  Axen.  Auch  Af,  als  infi^nitesimale  Transformation  aufgefasst, 
erteilt  dem  Punkte  p^  eine  Fortschreitungsstrecke  d^^s  mit  den  Pro- 
jectionen 

Xdt,     Ydt,     Zdt. 

Diese  drei  Fortschreitungen  d^s,  d^s,  d^^s  bilden  nach  §  4  eine  räum- 
liche Ecke  und  bestimmen  daher  ein  Parallelepiped ,  dessen  Inhalt 
nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie  eben  jene  obige  Deter- 
minante ist,  allerdings  noch  multipliciert  mit  dt^.  Der  Multiplicator 
ist  demnach,  bis  auf  dt^,  gleich  dem  reciproken  Werte  des  Inhaltes 
jenes  Parallelepipeds. 

Diese  geometrische  Deutung  wollen  wir  nun  gänzlich  von  der 
Annahme  infi.nitesimaler  Transformationen  befreien.  Zunächst  denken 
wir  uns  die  Charakteristik  Jcq  des  Punktes  Pq  gezogen,  d^s  führt  p,^ 
in  einen  benachbarten  Punkt  pi,  d^s  in  einen  benachbarten  p^  über. 
Auch  die  durch  p^  und  p^  gehenden  Charakteristiken  k^  und  Jc^  denken 
wir  uns  gezogen.  Die  vierte  Ecke  des  von  p^,  p„,  p2  bestimmten 
Parallelogramms  sei  p^  und  die  hindurchgehende  Charakterisik  /%.  Da 
ÖqS  Tangente  an  ICq  ist,  so  ist  unser  Parallelepiped  zwischen  jene  vier 
Charakteristiken  7Cq,  \,  \^  Jc^  eingelagert  (Fig.  30).  Wenn  wir  über- 
haupt alle  Charakteristiken  ziehen,  welche  von  den  Seiten  des  Pa- 
rallelogramms PqPiPi'P^  ausgehen,  so  erhalten  wir  eine  unendlich  dünne 
von  Charakteristiken  erzeugte  Röhrenfläche.  Wir  bemerken  nun,  dass 
wir  statt  dieser  Röhrenfläche,  deren.  Querschnitt  ein  Parallelogramm 
ist,  jede  andere  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich  dünne  Röhren- 
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fläche  benutzen  können,  um  einen  Multii^licator  auf  geometrischem 
Wege  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  in  der  Ebene  des 
Parallogramms  PaP^'P^Pi  ei^ie  beliebige  unendlich  kleine  durch  p^ 
gehende  geschlossene  Curve  c  an  und  ziehen  alle  Charakteristiken, 
welche  durch  die  Punkte  von  c  hindurchgehen.  Sie  bestimmen  eine 
Röhrenfläche,  deren  Querschnitt  in  der  Ebene  p^PiP^p^-i  die  Fläche 
der  Curve  c  ist.  Nehmen  wir  auf  Ti^  an  Stelle  von  p^  einen  anderen 
Punkt  Pq  an,  so  haben  wir  daselbst  auch  den  Punkten  p^,  p^,  p^  ana- 


Fiff.  30. 


Fig.  31. 


löge  Punkte  p^,  Pi,P^j  indem  j)^  von  C/j/*  nach  p^  geführt  wird  u.  s.  w., 
und  es  liegt  p^  auf  \^  p^  auf  \,  p^  auf  Ti^.  Die  Ebene  des  Parallelo- 
gramms Pq  p^  ^3  p^  schneidet  die  neue  Rührenfläche  in  einer  Curve  c 
(Fig.  31).  Es  ist  aus  der  anatytischen  Geometrie  bekannt  oder  kann 
auch  aus  den  Entwickelungen  des  §  4  entnommen  werden,  dass  sich 
der  Inhalt  des  Parallelogramms  ^o  ^i  ^3  ^2  ^lu  dem  der  Curve  c  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen  genau  so  verhält  wie  der  des  Parallelogramms 
Po  P\  Ps  P-2   ^""1  Inhalt  der  Curve  c. 

Wenn  man  also  nicht  das  Parallelogramm  j^^jp^  P3JP2;  sondern  eine 
beliebige  unendlich  kleine  Fläche  c  in  der  Ebene  desselben,  oder,  was 
an  der  Sache  nichts  ändert,  überhaupt  irgend  eine  beliebig  kleine 
Fläche  c  au  der  Stelle  p^  zur  Grundfläche  des  Raumelementes  wählt, 
so  steht  das  neue  Raumelement  zum  ursprünglichen  Parallelepiped 
(mit  derselben  Kante  d^s)  hinsichtlich  seines  Inhaltes  in  einem  Ver- 
hältnis, das  längs  der  ganzen  Charakteristik  constant,  demnach  eine 
Function  der  Lösungen  von  Af  =  0  ist.  Der  reciproke  Wert  des 
Inhaltes  des  neuen  Raumelementes  ist  folglich  gleich  dem  früheren 
Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function  der  Lösungen  von  Af==0. 
Bekanntlich  ist  aber  jeder  Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function 
der   Lösungen   von  Af=0,  wieder    ein   Multiplicator    der  Gleichung, 

22* 
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und  so  erhält  man  andererseits  aus  einem  Multiplicator  alle  Multipli- 
catoren  von  Äf  =  0.     Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  9:     Zerlegt  man  den  Raum  (x,  y,  z)  vermöge  der  oo^  Charah- 
teristiken  der  Gleichung 


Af^xlL+Yl!^,-^z'f 


0 


dy    '         dt 

in  irgend  welcher  Weise  in  unendlich  viele  unendlich  dünne  von  Charali- 
teristiken  umschlossene  Böhrenflächen  und  schneidet  man  an  der  Stelle 
(x,  y,  0)  aus  der  betreffenden  Röhrenfläche  ein  Raumelement 
von  der  auf  den  Charalcteristiken  gemessenen  Länge 


]/X^+  Y^  +  Z^dt, 


:N 


Fig.  32. 


^  deren  Projectionen  auf  die  Axen  gleich  Xdt,  Yöt,  Zdt 
^  sind,  heraus,  so  ist  der  reciproJce  Wert  des  Inhaltes  dieses 
Raumelementes  bis  auf  die  unendlich  Meine  Grösse  dt^  ein 
Midtiplicator  der  Gleichung  Äf=0,  und  umgekehrt  findet 
man  auf  diese  Weise  jeden  Multiplicator  der  Gleichung 
Äf=0.  (Fig.  32.) 


Beispiele.  J,  Bcispicl:     Wir  entnehmen  ein  Beispiel   hierzu   der  Kinematik. 

Angenommen,  der  Raum  sei  von  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  er- 
füllt und  es  seien: 

dx dy dz  ,. 

die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des  Flüssigkeitstheilchens 
(x,  y,  z)  in  der  Zeit  t.  Wir  wollen  voraussetzen,  die  Strömung  sei 
stationär,  d.  h.  die  Geschwindigkeitscomponenten  X,  Y,  Z  seien  nur 
Functionen    des    Ortes,    frei    also    von    der    Zeit    t.     Dann    bilden    die 

Gleichungen 

dx dy dz 

IC  ~  ^~  ~Z 

für  sich  ein  simultanes  System  mit  der  zugehörigen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

Af^X^-{-Y^-{-zl^  =  0. 

'  ex    '        oy  oz 

Um  einen  Multiplicator  derselben  zu  finden,  betrachten  wir  irgend 
einen  unendlich  kleinen  an  der  Stelle  {x,  y,  b)  befindlichen  Quer- 
schnitt c  der  Flüssigkeit.  Durch  denselben  gehen  Strömungslinien 
(Charakteristiken  der  Gleichung  Af  =  0)  hindurch,  die  einen  Flüssig- 
keitsfaden bilden.  Da  die  Flüssigkeit  incompressibel  sein  soll,  so 
muss  die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  der  Zeit  dt  durch  c  hindurchgeht, 
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längs  dieses  Fadens  constant  sein.  Sie  ist  aber  gleich  dem  Inhalt 
des  Querschnittes,  multipliciert  mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
dt,  also  multipliciert  mit: 


und  daher  der  Rauminhalt  eines  nach  Satz  9  zu  construierenden  Raum- 
elementes mit  dem  Querschnitt  c.  Mithin  besitzt  nach  unserem  Satze 
die  Gleichung  Af  =  0  nur  solche  Multiplicatoren,  welche  längs  jeder 
Charakteristik  constant  sind,  insbesondere  also  den  Multiplicator  1. 
Wenn  sie  umgekehrt  den  Multiplicator  1  hat,  so  ist  jeder  andere 
Multiplicator,  da  er  aus  diesem  durch  Multiplication  mit  einer  Lösung 
von  Af  =  0  hervorgeht,  längs  jeder  Charakteristik  constant  und  die 
Bewegung  die  gewünschte.  Damit  also  unsere  Gleichungen  eine  sta- 
tionäre Strömung  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  darstellen,  ist 
notwendig  und  hinreichend ,  dass  sie  den  Multiplicator  1  besitzen. 
Weil  die  Multiplicatoren  auch  definiert  werden  können  als  die  Lö- 
sungen M  der  partiellen  Differentialgleichung 

dMX  _^  dMY    .    dMZ  ^  ^ 
dx     ^     dy    ~^     dz  ' 

so  ergiebt  sich  schliesslich  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung: 

dX    ■    dY        d_Z^^^ 
dx    '    dy  ~^  dz  ' 

die  in  der  Kinematik  in  anderer  Weise  abgeleitet  wird. 
2.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

'  dx    '  cy    ^         dz 

definiere  die  oo^  Curven,  welche  eine  Schar  von  oo^  Ebenen  senkrecht 
durchschneiden.  Es  ist  sehr  leicht,  einen  Jacobi'schen  Multiplicator 
dieser  Gleichung  anzugeben.  Wählt  man  nämlich  den  in  unseren 
obigen  allgemeinen  Entwickelungen  mit  c  bezeichneten  Querschnitt 
irgend  wie  auf  einer  jener  oo^  Ebenen  E,  so  ist  der  entsprechende 
Querschnitt  c  auf  der  unendlich  benachbarten  Ebene  E'  der  Ebenen- 
schar bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  von  vierter  Ordnung  gleich  c, 
da  c  selbst  von  zweiter  Ordnung  und  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Ebenen  E  und  E'  von  1  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  unterschieden  ist.  Daraus  folgt,  dass  der 
Querschnitt  constant  ist  längs  der  ganzen  Röhrenfläche.  Mithin  ist 
nach  Satz  9  die  Grösse  1  :  "j/X^  +  Y^  +  Z^  selbst  ein  Multiplicator 
der  vorgelegten  Gleichung. 
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5.  Beispiel:    Man  kann  sich  fragen,  unter  welcher  Bedingung  die 
Charakteristiken  der  Gleichung 

so  beschaffen  sind,  dass  eine  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich 
dünne  Röhrenfläche  überall  einen  Querschnitt  von  derselben  Grösse 
hat,  der  Querschnitt  dabei  senkrecht  zu  den  Charakteristiken  gedacht. 
Nach  Satz  9  hat  die  Gleichung  Äf=0  in  einem  solchen  Falle  den 
Multiplicator  1 :  YX^  +  Y^  +  ^^-  Wenn  sie  umgekehrt  diesen  Mul- 
tiplicator  hat,  so  sind  die  Röhrenflächen  überall  gleich  stark.  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  ist  demnach,  dass 


Multiplicator  sei,  d.  h.  dass 
d  X  _a Y d  z 


sei.     Beispiel  2  ist  ein  Specialfall  hiervon. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Multiplicatoren  und  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gleichung  J./"=  0  gestattet,  in  einfacher  Weise 
einen  wichtigen  Satz  aus  der  Multiplicatortheorie  abzuleiten.  Wir  schicken 
zunächst  folgenden  Satz  voraus: 

Satz  10 :  Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =  0  in  n  Vcr- 
änderliehen  gestattet  sicher  n  —  1  infinitesimale  Transformationen  U^f-'-  Un—if, 
welche  zusammen  mit  Af  keine  lineare  Relation 

(lAf  -\-  jU,^  U^f  +  •  •  •  +  ft„-l  ün-lf^  0 

erfüllen. 

Zum  Beweis  dieses  schon  früher  erwähnten  und  benutzten  Satzes  seien 
Wj  •  •  •  (On—i  ein  System  von  n  —  1  von  einander  unabhängigen  Lösungen 
der  Gleichung  Af=0.  Sind  sie  etwa  hinsichtlich  rcj  -  -  •  Xn—i  von  ein- 
ander unabhängig,  so  können  wir  sie  als  neue  Veränderliche  zusammen 
mit  Xn  benutzen: 

(19)  £l  ==  »H       •  •  •       ?n-l  =  Wn-l,       J«   =  Xn. 

Die  Gleichung  Af=0  geht  dadurch  über  in 

Nur  für  diese  braucht  der  Satz  10  bewiesen  zu  werden,  denn  die  Trans- 
formation (19)  führt  jede  infinitesimale  Transformation  Uf  welche  Af  =  0 
invariant  lässt,  in  eine  solche  Uf  über,  die  5t/"  =0  invariant  lässt.  Nun 
gestattet  offenbar  31/'==  0  die  infinitesimalen  Transformationen 


und  zwischen  diesen  und  51/'  besteht  in  der  That  keine  lineare  Relation. 
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Es  liege  nunmehr  eine  lineai-e  partielle  DifFerentialgleichung 

vor.  Wie  wir  nach  Satz  10  wissen,  gestattet  sie  gewisse  n  —  1  infini- 
tesimale Transformationen: 

(;•  =  1,  2  •  •  •  71  —  1), 

welche  mit  Af  keine  lineare  Eelation  erfüllen. 

Wenn  wir  nun  an  Stelle  von  x^  •  •  •  Xn  irgend  welche  neue  Veränderliche 

(20)  l^  =  fx{Xl-'-Xn),       •"       Ix   =  fn{Xl  •  ■  '  Xn) 

benutzen,  so  geht  Af  =  d  in  eine  lineare  partielle  DifFerentialgleichung 
51/-=  0,'  geschrieben  in  Ji  •  •  •  £,»,  über.  Die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen UJ"-  TJn-if  gehen  gleichzeitig  in  gewisse  in  J^  •  •  •  J„  geschriebene 
infinitesimale  Transformationen  Uj/"- •  •  U„_i/'  über,  welche  21/"=  0  in- 
variant lassen  und  mit  %f  keine  lineare  Relation  erfüllen.     Sei: 


Es  ist  bekanntlich 

also: 

und  analog 

also  identisch- 


JL-    K 


■^'ijn 


Ha 


+  ^In 


«,  =  ^J*  =  «l^-  +  ---  +  «»ä^^ 


^U  §12 


§«-1,1    §«—1,2 


§1« 


§.- 


§11  §12      ■   •   •        §11 


§n— 1,1   §n— 1,2    •  •  •    §n— l,n 


dl. 

^1l 

dh 

dxi 

dx^ 

dx^ 

dh 

?k 

dli 

dxi 

dx.^ 

'^''\ 

Hn 

Hn   ; 

^£„ 

dx. 

cx.^ 

dx^ 
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vermöge  der  Gleichungen  (20).  Nach  Theorem  32  ist  die  linksstehende 
Determinante  der  reciproke  Wert  eines  Multiplicators  SJ?  von  51/"  =  0  und 
die  erste  rechtsstehende  der  reciproke  Wert  eines  solchen  M  von  Af==0^ 
während  die  letzte  Determinante  die  Functionaldeterminante  von  Jj  •  •  •  J» 
hinsichtlich  x^  •  •  '  Xn  ist.     Daher  kommt : 

(21)  W  ^ 


Der  allgemeinste  Multiplicator  von  Af=Q  ist  gleich  M^  multipliciert  mit 
irgend  einer  Lösung  von  -4/"=  0.  Da  vermöge  (20)  jede  Lösung  von 
Äf  =  Q  in  eine  solche  von  31/"=  0  übergeht,  so  gilt  die  Formel  (21) 
für  irgend  einen  Multiplicator  M  von  J[/'=0,  und  so  ist  der  Jacobi'sche 
Satz  auf  einem  neuen  Wege  bewiesen : 
Muitipiica-  Satz  11:     Ist  M  ein  Multiplicator   der   linearen  partiellen    Differentiäl- 

F.in{ahiuDg ffleichung  Af=0  in  den    Veränderlichen  a?!,  «2  •  •  •  ic„,  und  führt  man  in 
neuer  Var.  ^  y^  =  Q    vermöge  einer   Transformation   an  Stelle  von  x^  •  •  •  Xn   neue    Ver- 
änderliche   £1  •  •  •  Jn   eiw,    so    hesitst    die    hervorgehende   Differentialgleichung 
21/"  ==  0  den  Multiplicator: 

M 


wenn  dieser  Ausdruck  in  Ji  •  •  •  Jn  geschrieben  wird. 

Eine  schöne  Anwendung  lässt  sich  von  diesem  Satze,  der  übrigens 
vermöge  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators  nahezu  selbstver- 
ständlich erscheint,  dann  machen,  wenn  man  annimmt,  eine  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  x^  •  ■  ■  Xn 

besitze  einen  bekannten  Multiplicator  M  und  gestatte  eine  bekannte  infini- 
tesimale Transformation 

sodass  nach  Theorem  29  des  §  2 

(22)  {UA)  =  X-Af 

ist. 

Die  infinitesimale  Transformation   Uf  oder: 

(23)  Ji  =  a-i  -|- li^i,     •••     ICn  =  x„ -\- ^nöt 

führt  die  Gleichung  Af=0  in  eine  Gleichung  21/"=  0  über,  die  wir  zu- 
nächst berechnen  müssen.     Es  ist 


%f=A,,g  +  ...+Äu§l 


Nun  aber  ist 
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Hier  sind  rechts  die  neuen  Veränderlichen  j  einzuführen.    (23)  giebt,  nach 
X-^'  •  •  Xn  aufgelöst : 

wobei  in  ^^  •  •  ■  ^n  überall  g  statt  x  geschrieben  gedacht  wird.    Demnach  wird 

ak{x)  =  Ukiic)  —  ötUak, 
also: 

ÄU  =  «*(?)  +  (Ä'^k  —  Uak)  öf. 

Hierbei  wird  rechts  überall  x  durch  j  ersetzt  gedacht.     Mithin  ist 

n 

1  ^ 

oder  nach  (22): 

Der  Index  j   soll   natürlich  andeuten,   dass    überall  das  Zeichen  x  durch  g 
ersetzt  werden  soll.     Die  neue  Differentialgleichung  lautet  folglich 

(1  +  Xdt)Af=0, 

wenn    jetzt    die    neuen   Veränderlichen    £i  •  •  •  J«    wieder   mit  x^  '  •  -  Xn    be- 
zeichnet werden.     Ferner  geht  M  über  in 

M  —  UMdt 

und    die   Functionaldeterminante    der    j    hinsichtlich    der  x  lautet  bis    auf 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

dx.^    '  '    dxj 

Nach  Satz  11  besitzt  mithin  die  Gleichung 

(1  +  Xöt)Af=0 
den  Multiplicator 

M  —  UMdt 


+  (!!+ 


cxj 


d.  h.  die  Gleichung  Af  ^=0  selbst  den  Multiplicator 

M—  UM  8t 


{>  +  (l|  +  ---  +  ä^)*'}i»  +  "' 


Hierin  sind  natürlich  nur  die  Glieder  nullter  und  erster  Ordnung  in  8  t 
von  Belang.  Wir  können  daher  diesen  Multiplicator  von  Af  =  0  auch 
so  schreiben: 

M-[nM  +  M{lk+...  +  ^J  +  Mx}öt. 
Andererseits   besitzt   Af  =  0   schon   den   Multiplicator   M  selbst   und 
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wir   wissen,    dass    der   Quotient    zweier   Multiplicatoien    eine    Lösung   oder 
eine  Constante  ist.     (Vgl.  Seite   334,  335.)     Dalier  ist 

oder  also  auch 

eine  Lösung  von  Af  =  0  oder  aber  eine  Constante. 
Ableitung  gat2  12:*)  Ist  M  ein  MuUiplicator  und 

aus  einem  a /•  ^  /• 

Mult.  und  TTf=  ^  '      -4-   .  .  .  -L  ;:  ' 

einerinf.T.f.  ^'    ■ Sl    o         T  T^  S«    o^ 

eine  infinitesimale  Transformation  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
Äf  =  0,  sodass 

(UÄ)  =  X  Äf 
ist,  so  ist 

eine  Lösung  der  Gleichung  Äf=0  oder  aber  eine  Constante. 

Die  Kenntnis  eines  Multiplicators  und  einer  intinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gleichung  Af=0  führt  also  unter  Umständen  zu  einer  Lösung 
dieser  Gleichung.  Dass  dem  so  sein  muss,  ergiebt  sich  kürzer  aus  der 
geometrischen  Interpretation.  Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  n  =  3, 
so  ist  nach  Satz  9  der  Multiplicator  M  der  reciproke  Wert  des  Inhaltes 
eines  gewissen  zwischen  Charakteristiken  liegenden  Raumelementes ,  bis 
auf  eine  Grösse  6t^.  Die  bekannte  infinitesimale  Transfo;^'mation  Uf  von 
Af=0  führt  diese  Charakteristiken  wieder  in  Charakteristiken,  das  Raum- 
element also  wieder  in  ein  solches  über  und  führt  somit  zu  einem  eventuell 
neuen  Multiplicator  von  Af=0.  Der  Quotient  beider  Multiplicatoren  aber 
giebt  eine  Lösung  oder  eine  Constante.  Der  hier  angedeutete  geometrische 
Beweis  ist  oben  in  analytischer  Form  ausgeführt. 

Hierbei    wollen  wir   noch  hervorheben,    dass  die  Verwertung  der  geo- 
metrischen Deutung    des   Multiplicators    ohne    grosse   Mühe    auch    zu   dem 
sogen.  Principe  des  letzten  Multiplicators  und  den  übrigen  damit  zusammen- 
hängenden Multiplicatorsätzen  führt. 
Beispiel.  Beispiel:    Unser   Satz  12    soll   durch   ein   einfaches  Beispiel   illustriert 

werden.     Gegeben  sei  die  Differentialgleichung : 

■  ^ ^^     _J_  ^f  /'      2  _l_        2"\     ^f     f\ 

Af  7=  x^x^  Y^     r  ^2  ^3  "g^         v^i  ~r  ^2  )  "g^       '^• 

Dieselbe  besitzt  einen  leicht  zu  findenden  Multiplicator.     Der  Multiplicator 
M  muss  ja  die  Gleichung  erfüllen: 

dx^x^M  _.    dx^x^M       d{Xi^ -\- x^*)  M 

dx^        '       dx^  dxa 


*)  Lie,    Allgemeine    Theorie    der    partiellen    Differentialgleichungen    erster 
Ordnung.     2.  Abhandlung,  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1877),  Satz  16,  S.  508. 
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oder  ausgerechnet: 

dlgM   .        d  \gM  _  x,^-\-  X,'  a  ]gM  ^  _  o 
^1     a«;,     "T"  ^2"^a;3  X,  dx. 

Hiernach  giebt  es  einen  von  x^  freien  Multiplicator,  der  die  Gleichung 
dlgM   ,        dlgM  _        ^ 
^»  ~  dx,     "•"  ^2     aa;^     ~        ^ 

erfüllt,  denn  dieser  Gleichung  wird  durch 

genügt. 

Ferner  gestattet  Af  =  0   die   infinitesimale  Rotation   um  die  3:3 -Axe: 

da  (?7J.)^0  ist.     Daher  ist  auch  nach  Satz  12: 

a  lg  x^x^  a  lg  flJiflJa        ^^s    i_  ^^1 


oder  also 


x^  X-^ 


X 

ein   Integral   von  Af  =  0.     Es   ist   dies   eine   Function   von    -  allein,  und 

x^ 

in  der  That  ist  A  —  =  0. 


Kapitel    16. 

(Gewöhnliche  DifFereutialgleichungeii  zweiter  Ordnung  in  x,  y, 
welche  eine  eingliedrige  Glruppe  gestatten. 

Im  6.  bis  8.  Kapitel  haben  wir  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y  betrachtet^  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  in 
den  Veränderlichen  x,  y  gestatten.  Später,  im  13.  Kapitel,  haben 
wir  die  betreffenden  Theorien  in  neuer  Weise  dargestellt,  indem  wir 
die  Punkttransformationen  durch  Hinzufügung  der  Transformationen 
des  Differentialquotienten  y   erweiterten. 

In  entsprechender  Weise  v\rerden  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel 
die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
Transformationen  in  diesen  Veränderlichen  gestatten,  dadurch  behan- 
deln, dass  wir  diese  Transformationen  zweimal  erweitern,  d.  h.  die  Trans- 
formationen hinzunehmen,  welche  y  und  der  zweite  Differentialquotient 
y"  erfahren.  Dadurch  werden  die  sich  darbietenden  Probleme  auf 
schon  erledigte  Probleme  zurückgeführt. 
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Eine  gewöhnliche  Dififerentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
definiert  oo^  Curven  der  Ebene  {x,  y).  Es  wird  sich  daher  zum  bes- 
seren Verständnis  empfehlen,  zunächst  Scharen  von  oo^  Curven  der 
Ebene  zu  betrachten,  welche  eine  Punkttransformation  gestatten. 

§  1.    Scharen  von  oo^  Curven  der  Ebene  und  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  eine  Punkttransformation  gestatten. 

Schar  von  ^ma   Schar    von  oo^   Curven    der   Ebene    (x,  y)   wird   durch  eine 

•^^^g^j^^J^""^ Gleichung    in   x,  y    dargestellt,   welche  ztvei  Parameter  a,  h  enthält: 

CO  (x,  y,  a,  h)  =  0. 
Natürlich  müssen  beide  Parameter  wesentlich  sein,  d.  h.  es  muss  un- 
möglich sein,  (x}{x,  y,  a,  h)  auf  eine  Form  ä{x,  y,  l{a,  h))  zu  bringen, 
denn   sonst   würde   unsere  Gleichung  in  Wirklichkeit  nur  einen  Para- 
meter A  enthalten,  also  nur  oo^  Curven  darstellen. 
Liegt  nun  überdies  eine  Punkttransformation 

x^  =  (p{x,y),    yi='^{x,y) 

vor,  so  ist  es  denkbar,  dass  diese  jede  Curve  der  Schar  wieder  in  eine 
Curve  derselben  überführt,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Schar  die 
vorgelegte  Transformation  gestattet. 

Einige  Beispiele  werden  dies  erläutern. 
Beispiele.  1.  Beispiel:    Die  Schar  der  cx)^  Geraden  der  Ebene  gestattet  eine 

beliebige  Rotation  der  Ebene  um  den  Anfangspunkt.  Einmal  ist  dies 
geometrisch  klar,  denn  die  Rotation  führt  jede  Gerade  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Es  lässt  sich  aber  auch  analytisch  nachweisen:  Die 
Schar  der  oo^  Geraden  wird  dargestellt  durch 

y  —  ax  —  &  ==  0, 
die  vorgelegte  Rotation  durch: 

o-'i  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     yi  =  x  sin  a  -jr  y  cos  a. 
Stellen  wir  zwischen  x,  y  die  Beziehung 

y  —  ax  —  &  =  0 

her,  so  besteht  auch  zwischen  iCj  und  y^  eine  lineare  Gleichung.  Es 
kommt  ja  zunächst  wegen  y  =  ax  -\-  h: 

Xi  =  a;(cos  a  —  a  sin  a)  —  b  sin  a, 
yi  =  a;(sin  a  -\-  a  cos  a)  -\-  b  cos  a, 

oder  also  nach  Elimination  von  x: 

Xi  (sin  a  -f-  a  cos  a)  —  y^  (cos  a  —  a  sin  a)  =  —  b  sin  «(sin  a -\-a  cos  cc)  — 
—  b  cos  «(cos  a  —  a  sin  «)  =  —  b 
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d.  h.  vermöge  unserer  Rotation  geht  die  Gerade 

y  —  ax  —  6  =  0 


in  die  Gerade 


sin  a  -|-  a  Cos  a  6 ^ 


«/, ' -. —  X,  — 

^^         cos  a  —  a  am  a     '■         cos  a  —  a  sin  a 

über. 

2.  Beispiel:    Die  Schar  aller  oo^  Kreise  mit  gleichem  Radius  1 :     . 

{x  -  af  +  (^  -  &)2  =  1 

gestattet  auch  eine  beliebige  Rotation.  Dies  ist  augenscheinlich,  da 
die  Rotation  jeden  Kreis  mit  dem  Radius  1  in  einen  gleichgrossen 
Kreis  überführt.  Es  lässt  sich  andererseits  auch  wie  im  ersten  Bei- 
spiel analytisch  verificieren. 

5.  Beispiel:    Die  Schar  der  o6^  Ellipsen  und  Hyperbeln 

^  _L  ^  —  1 

deren  Axen  auf  den  Coordinatenaxen  liegen,  gestatten  die  affine  Trans- 
formation: 

x^  =  mx,    yi  =  y, 

denn  diese  führt  den  Kegelschnitt 


in  den  Kegelschnitt 


^  _4_  r  _  1 


(may    '     b 
über,  der  auch  der  Schar  angehört. 

Man   kann   frasren,    wie  man   analytisch   entscheidet,   oh  eine  Schar  von    Anaiy- 

tisches  Kri- 

oo-  Curven,  die  in  der  Form  vorliegt:  terium. 

(o(x,y,a,h)  =  0, 
eine  Transformation 

x^=(p{x,y),     y^=t\,{x,y) 

gestattet.  Man  wird  zu  dem  Zwecke  wie  in  unseren  Beispielen  diese  Trans- 
formation auf  eine  Curve  der  Schar: 

ca(a;,  ?/,  cf,  h)  =  0, 

für  die  a,  h  bestimmte,  aber  allgemeine  Zahlen  werte  haben,  ausführen, 
also  aus  der  letzten  Gleichung  x,  y  vermöge  der  Transformation  eliminieren. 
Dadurch  geht  eine  neue  in  x^,  y^  geschriebene  Curve  hervor,  die  auch  der 
Schar  angehören  soll,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

«ö(«i,.^yi>  «i>  h)  =  0 

haben  muss,  wo  r/^,  h^^  gewisse  Zahlenwerte  bedeuten.  Diese  Zahlen  a^,  h^ 
müssen  gewisse  Functionen  von  a,  h  allein  sein,  etwa: 
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ctj  =  A{a,  &),     hy  =  B{a,  h). 

Unsere  Curve  (a,   b)  wird  alsdann  in    die  Curve  (%,  h^)  der  Schar  über- 
geführt. 

Wir  können   dies   offenbar   auch  so  aussprechen :     Die  Transformation 
von  X,  y,  a,  h  in  x^,  y^,  a^,  \: 

^1  =^  9i^>  y)'     Vi  "^  '^^^'  y)->     ^1  "^^  -4(a,  ft),     &i  ==  B{a,  h) 
muss  die  Gleichung 

ö  (a;,  2/,  a,  &)  =  0 

invariant  lassen,  d.  h.  sie  in 

co(aJi,  ?/i,  «1,,  &i)  =  0 
überführen.     Daher: 

Eine  Schar  von  oo^  Curven 

CO  (x,  y,  a,h)  =  0 
gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

Xi  =  cp (x,  y),     2/i  =  '«/'(«.  2/), 
wenn   es  möglich  ist,   stvei  Functionen  A(a,  b)    und  JS(a,  h),  die  x,  y  nicht 
enthalten,  derart  anzugeben,  dass  die  Gleichung 

(i>{x,  y,  a,  b)  =  0, 

aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  vier  Veränderlichen  x,  y,  a,  b,  die  Trans- 
formation 

Xy  =  (jp(rr,  y),     y^  =  ip{x,  y),     r/,  =  A{a,  b\     by  =  B{a,  b) 

gestattet. 
Beispiel.  Betrachten  wir  das  zuerst  benutzte  Beispiel:    Die  Schar  der  od^  Geraden 

(o^y  —  ax  —  b  =  Q 

der  Ebene  gestattet  die  Rotation: 

Xy==x  cos  u  —  y  &\n  «,     yy  =  x  s,m  a  -\-  y  cos  cc, 
denn  die  Transformation  von  x,  y,  a,  b  in  x^,  y^,  a, ,  b-^^: 

Xy  =  X  cos  a  —  y  sin  u,     y^  =  x  Bin  a  -\-  y  cos  cc, 

sin  u  -\-  a  cos  a  h 

^         cos  Dc  —  a  sin  a '        ^         cos  a  —  a  sin  a 

führt  die  Gleichung  y  —  ax  —  b  =  Q  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor 
über  in  y^  —  a^x^  —  ^i  =  0-     Iq  fler  That  wird : 

,  sin  a  -\-a  cos  a  /  .       % 

y.  —  a-,x,  —  6,  =  a;  sin  «  +  2/  cos  or ; —  (x  cos  a  —  y  sm  a)  — 

^1  1    1  1  *    ^  cos  a  —  o  sm  a  ^  ' 

b  1 


cos  a  —  a  sin  cc  cos  or  —  a  sin  a 

YAne  Schar  von  cx)^  Curven  der  Ebene 
03  (x,  y,  a,h)  =  0 


{y  —  ax  —  b). 
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kann  auch  durch  ihre  Differentialgleichung  definiert  werden.  Eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  ic,  y  hat  ja  oo^  Inte- 
gralcurven,  und  umgekehrt  lässt  sich  jede  Schar  (o(x,  y,  a,b)  =  0  als 
die  Schar  der  Integralcurven  einer  solchen  Differentialgleichung  auf- 
fassen. 

Wenn  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  bilden:  zwSfordn. 

(1)  <o(x,y,a,h)  =  0,     £  =  0,    ^  =  0, 

indem  wir  bei  der  Differentiation  die  Grösse  y  als  Function  von  x 
auffassen,  und  hieraus  a  und  h  eliminieren,  so  geht  die  Differential- 
gleichung 

hervor,  deren  Integralcurven  durch  die  Schar  gj  =  0  dargestellt  werden. 
Wir  wollen  nun  vermöge  einer  Punkttransformation 

x^  =  <p(x,y),    yi  =  ii>{x,y) 

neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  der  Curvenschar  «  =  0  ein- 
führen.    Sie  gehe  dadurch  über  in 

(Oi{x^,y^,a,h)  =  0. 
Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  rr,  und  y^ : 


Sl  (x    V    "^    ^  =  0 


deren  Integralcurven  diese  Schar  giebt,  wird  erhalten  durch  Elimination 
von  a,  h  aus  den  drei  Gleichungen 

(!')  a,{x,,y„a,h)  =  0,     ^  =  0,     j^^  =  0, 

in   denen   bei   der   Differentiation   die   Grösse  y^   als   Function    von  x^ 
aufzufassen  ist. 

Andererseits  können   wir   auch  direct  in  (1)  die  neuen  Veränder-  J^infuiiring 

^    ■'  neuer  Ver- 

liehen x^^y^  einführen.  Dadurch  geht  das  Gleichungensystem  (1)  über  in:  änderHcher 


(1)     co,{x„y,,a,V)  =  0,     0^7^  =  ^'     d^Adx)  +  d^,J^  =  ^- 

Die  Elimination  von  a  und  h  aus  dem  Gleichungensysteme  (1")  liefert 
dann  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

in  welche  die  Gleichung  ß  =  0  durch  die  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen Xj^,  2/,  übergeht.  Aber  offenbar  deckt  sich  das  Gleichungen- 
system (1')  mit  dem  Gleichungensystem  (1"),  und  daraus  folgt: 


in  eine 
Diffgl.  2.  O. 
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Satz  1:  Nimmt  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
X,  y:  Sl{x,  y,  y,  y")  =  0  vermöge  einer  Transformation 

x^  =  q){x,y),    yi  =  t(x,y) 
in  den  neuen    VeränderlicJien   x^,  y^  die  Form  Sli{x^,  y^,  i//,  ^/i")  =0 
an,  so  führt  diese  Transformation  die  Schar  der  Integralcurven  von  Sl==0 
in  die  der  Integralcurven  von  .ß^  =  0  über. 

Hieraus  folgt  als  Zusatz: 

Satz  2:  Eine  Differentialgleichung  Sl{x,y,y',y")=-0,  deren  Inte- 
gralcurven durch  die  Gleichung  a  {x,  y,  a,h)  =  0  dargestellt  werden,  Icann 
hei  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  der  Transformation 

Xi  =  (p{x,  y),    y,  =  ■4>{x,  y) 
dann   und  nur   dann   wieder  in  der  Form  ^{x^,  y^,  «//,  y^")  =  0  ge- 
schrieben werden,  wenn  die  Schar  der  Integralcurven  o  =  0  die  Trans- 
formation gestattet. 

Wir   werden   also   auch   dann   die   Redeweise   gebrauchen   können, 
dass  die  Differentialgleichung  Sl  =  0  die  Transformation  x^  =  fp(x,  y), 
Vi  =  ^(^>  y)  gestatte. 
Beispiel.  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 

y'  =  0 
hat  die  Integralcurven: 

y  =  ax  -{-  b, 

d.  h.  die  Geraden  der  Ebene.    Diese  Geraden  werden  bei  der  Rotation 

x^  ==  X  cos  a  —  y  sin  a,     y^  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a 
unter  einander  vertauscht,  wie   wir  schon  in  früheren  Beispielen  her- 
vorhoben.    Es  ist  hier: 

,  dy^  dx  ■  ain  u  -\-  dy  ■  cos  a         sin  a  -f-  V  cos  a 

"^  dx^         dx  ■  cos  a  —  dy  •  sin  a        cos  a  —  y  sin  a ' 

also 

,  sin  a  -\-  y  cos  a 
,r         dy,  cos  a  —  y   sm  a 

Vi  —       —  — 


dXi         dx  •  cos  cc  —  dy  •  sin  a 

1  (cosa  —  y'  s[na)dy'  ■  cos  a -{- (sia  a  -\- y  cos  a)  ■  d  y'  sina 

(cosa  —  y'sina)*  dx-coaa  —  dy-sinu 

1  dy  y" 


(cosa  —  t/'sina)*     dxcosa  —  dy -sva-u.         (cosa  —  t/'sina)^ 
Die  aus  y'  =  0  hervorgehende  Differentialgleichung  unterscheidet  sich 
also  von  ^,"=  0  in  der  That  nur  um  einen  unerheblichen  Factor. 

Bei  unserer  Transformation 

(2)  x^  =  (p{x,  y),     i/i  =  ip(x,  y) 

ist: 
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Iq,         <p' {x) -f  y' tp' (y) 


und  also: 

^i>'ix)  +  y>'(y) 

Rechnet    man   dies    aus,    so   erhält  man,    indem   man  -~  =  y"    setzt, 

2/i"  dargestellt  als  Function  von  x,  y,  y,  y",  sagen  wir  etwa  so: 

y^'  ^^{x,y,y,y"). 
Um  nun  die  Differentialgleichung  zu  erhalten,  in  welche  die  vorgelegte 

^(^;  y,  y,  y")  =  o 

durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ar^,  y^  vermöge  (2)  über- 
geht, haben  wir  aus  der  vorgelegten  x,  y,  y,  y"  vermöge  der  vier 
Gleichungen 

(3)   x^  =  cp{x,y),   yi  =  i'{^,y),   yi=%{x,y,y\   yi'==^(p,y,y,y") 

zu  eliminieren,  mit  anderen  Worten:    Wir  haben  auf  die  Gleichung 

^{^,  y,  y,  y")  =  o         . 

in  den  vier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y"  die  Transformation  (3),  welche 
diese  vier  Veränderliche  x,  y,  y,  y"  in  x^^  y-^,  y-[,  yl'  überführt,  aus- 
zuüben. Wenn  dann  die  hervorgehende  Gleichung  zwischen  x^,  y^,  y^,  yl' 
sich  deckt   mit 

^i^i,yi,yi,yi")  =  o, 

so  gestattet  die  Di/ferew^ia?gleichung 

^{^>  y,  y,  y")  =  o 

die  PtmJt^transformation  (2). 

In  §  1  des  13.  Kapitels  haben   wir  schon  die  Transformation  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y: 

x^  =  fp{x,y),    yi  =  t(os,y),    yl=%{x,y,y), 
wo 

^      ¥{x)  +  y'^\y) 
ist,  betrachtet.     Wir   bezeichneten   sie  damals  als  die  Transformation 
der  Linienelemente  {x,  y,  y)  der  Ebene   oder  als  die  Erweiterung  der 
Punkttransformation  (2).     Schärfer    wollen    wir   sie  jetzt   als   die   ein- 
malige  oder  erste  Erweiterung  der  Punhttransformation  (2)    bezeichnen 
und   dementsprechend   die  Transformation  (3)  der  vier  Veränderlichen    zweite 
*;  y-i  y\  y"   die    zweimalige   oder   zweite   Erweiterung   der    Punkttrans-  rpktti^^ 
formation  (2)  nennen. 

Lie,  Differentialgleichungen.  23 
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Wie  es  damals  vom  geometrischen  Standpunkt  als  selbstverständ- 
lich, aber  vom  analytischen  Standpunkt  nicht  so  sehr  als  selbstver- 
ständlich erschien,  dass  der  Wert  von  y.^  nur  x,  y,  y  enthält,  so 
können  wir  auch  hier  die  Thatsache  hervorheben,  dass  in  (3)  der 
Wei-t  von  2/i"  nur  von  x,  y,  y,  y\  nicht  aber  von  höheren  Dijfferential- 
quotienten  abhängt.  Wenn  also  in  der  Ebene  zwei  Ciirven  sich  in 
einem  Funlde  (x,  y)  osculieren,  d.  h.  daselbst  auch  dasselbe  y  und  y" 
besitzen,  so  werden  sich  auch  die  vermöge  einer  PunJittransformation  (2) 
transformierten  Curven  in  dem  entsprechenden  Punhte  {xy,  y^)  osculieren, 
denn  sie  haben  daselbst  wegen  (3)  gleiches  y^^  und  y". 

Das  Ergebnis  dieses  Paragraphen  können  wir  nunmehr  so  aus- 
sprechen: 

Satz  3:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y: 

^{^,  y,  y,  y")  =  o 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Punkttransformation 

Xi  =  (p(x,y),     yi=t(x,y), 
wenn  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen  x,  y, 
y,  y"  die  zweimalige  Erweiterung  dieser  Punkttransformation: 

Xi  =  (p{x,y),     tJi  =  ipix,y),     y^^^  =  i{x,y,y'), 

y^'^  dl "  ^^^'  y^  y'^  y"^ 

gestattet. 

Wir  gingen  oben  davon  aus,  dass  die  Punkttransformation  r»!  ==  93(3;,  ?/), 
y^  =  '\^{x^  y)  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  untereinander 
vertausche,  also  von  einer  geometrischen  Vorstellung.  Führen  wir  irgend 
welche  neue  Veränderliche  ein,  so  können  wir  dies  als  Zugrundelegung 
eines  neuen  Coordinatensystems  auffassen,  bei  der  alle  geometrischen  Be- 
ziehungen ungeändert  bleiben  (wie  in  §  1  des  3.  Kapitels).  Auf  diese 
Weise  erhellt  unmittelbar  der 

Satz  4:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  ztveiter  Ordnung 
in  X,  y: 

^{x,y,y\y")  =  0 
die  Punkttransformation 

^i  =  9'(^;  2/),     Vi  =  ^'{^>  y), 
und  führt  man   in  die  Gleichung  sowie  in  die  'Transformation  irgend  tcelche 
neue   Veränderliche  J,  ^    ein,   so  gestattet   auch  die  neue  Differentialgleichung 
in  j,  t)  die  neue  Transformation  der  Punkte  (j,  tf). 

|§  2.     Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe. 

Die  Frage  nach  einem  Kriterium  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y  alle  Transformationen  einer 
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eingliedrigen  Gruppe  gestatte,  verlangt  zunächst,  wie  aus  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  Paragra^phen  hervorgeht,  eine  Betrachtung 
"  aller  Transformationen,  welche  durch  zweimalige  Erweiterung  aus  den 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y  hervorgehen.  Diese 
Untersuchung  ist  der  in  §  2  und  3  des  13.  Kapitels  gegebenen  sehr 
ähnlich. 

Es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  der 
Ebene  {x,  y)  in  ihren  endlichen  Gleichungen  vorgelegt: 

(4)  ^1  =  9  (^;  y,o)^   yi  =  t  i^,  y,  «)• 

Wir  erweitern  die  allgemeine  Transformation  Ta  derselben,  indem  wir 
die  Transformation  berücksichtigen,  welche  y  erfährt.  Die  dadurch 
hervorgehenden  Gleichungen: 

(5)  x,  =  (p{x,y,a),     y,^t{x,y,a),     y^  =  ^  =  %{oo,  y,  tj,  a) 

stellen,  wie  in  §  2  des  13.  Kapitels  bewiesen  wurde,  wieder  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  und  zwar  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transforma- 
tionen der  Linienelemente  x,  y,  y  dar.  Wenn  also  die  Reihenfolge 
der  beiden  Transformationen  Ta  und  Ta^  der  Gruppe  (4)  die  Trans- 
formationen Ti{^a,a{)  derselben  liefert,  so  ist  auch  die  Reihenfolge  der 
beiden  Transformationen  Tä  und  Ta'  der  Gruppe  (5),  die  den  Para- 
meterwerten a  und  a^  entsprechen,  äquivalent  der  Transformation 
T^a.a^)  der  Gruppe  (5),  die  zum  Parameterwert  A{a,a^)  gehört,  d.  h. 
die  Gleichungen: 

(5)  x^  =  (p(x,  y,  a),     y,  =  ip (x,  y,  a) ,     «//  =  %{x,  y,  y,  a) 
und 

(5')     x.,  =  (p{x,,y^,a^),     ^2  =  ^ (^n  2/i ;  «i) ,     ^2'=  ;c(^i;  2/l>  !/l';  «l) 

liefern,  wenn  aus  ihnen  x^,  y^,  y{  eliminiert  werden: 

(5")  x.^  =  (p{x,y,l{a,ay^,   ij^^il;{x,y,l{a,a^)),    y2  =  %{oc,y,y',Kf^,a,)). 

Erweitern  wir  nun  die  gegebene  Gruppe  (4)  zweimal,  indem  wir 
auch  die  Transformationen  von  y"  berücksichtigen,  so  ergeben  sich 
00^  Transformationen  in  x,  y,  y,  y"\ 

(6)  ic,  =  9p  (•'»?  ^» «) .   «/i  =  ^ (^;  2/, «) ,   yx  =  i (^,  2/,  y, «), 

y^^j^^^^^^y^y'^y'^^)- 

Wir  behaupten,  dass  auch  diese  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden. 

Zum  Nachweis  führen  wir  nach  der  Transformation  Tä ,  die  zum 
Parameterwert  a  gehört,  die  zum  Wert  a^  derselben  gehörige  Tal'  ^^^ 
Schar  (6)  aus,  setzen  also: 

23* 
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(6')     X.,  =  (p(x, ,  y,,a,),    y^  =  ^p{x^,  y^,  a^),    ^,'=  %{x,,y^,y;,  a^), 

^2    —     dcpix,  ,  y, ,  a,)     —  ^^^1'  Vx^Vi^yi  7  «i; 
und  eliminieren  nun  rCj,  y^,  y^',  y"  aus  (6)  und  (6').     Dabei  erhalten 
^2>  2/27  y^  tliö  Formen  (5").     Zu   beweisen  bleibt  also  nur  noch,   dass 
2/2"  die  Form  erhält: 

y^'=»{x,y,y,y\X{a,a,)). 
Dies  ist  offenbar,  denn  es  ist  nach  (5')  und  (5"): 

y^  =  x{xi,yi, «//,  «1)  =  X  i^,  y,  y\  ^  («,  «O) 

und 

x^  =  (p (a;, ,y^,ai)  =  (p (x,  y,  k (a,  a,)) , 
also 

vermöge  unserer  Transformationen  (6)  und  (6'). 
Mit 

oder 

(7)  ■  TäTa^  =  Ti(a,a,) 

ist  demnach  auch 

rp  "  n^    " rp " 

\  -'-a     -La,    -t;i(a,  a,)- 

Theorem  33:    Erweitert   man   eine   eingliedrige   Gruppe   mit 
paarweis  inversen  Transformationen 

Xi  =  (p (x,  y,  a),     y^  =  ipix,  y,  a) 
durch   MitherücTisichtigung    der    Transformationen    des    ersten 
und  zweiten  Differentialquotienten  y  =  y^,  y"  =  -r^,  so  bilden 
die  erweiterten  Transformationen 

^1  ==  fpi^',  y,  a),   ?/i  =  ^(^,  y,  a) ,   2/1'  =  xi^,  y,  y, «), 
2/1"  =  ^(^,  y>  y,  y", «) 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen. Giebt  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen 
der  ursprünglichen  Gruppe,  welche  den  Parameterwerten  a,  «j 
entsprechen,  eine  Transformation  mit  dem  Parameterwert X{a,a^, 
so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der 
zweimal  erweiterten  Gruppe. 

Was  hier  von  den  inversen  Transformationen  gesagt  ist,  liegt  in 
den  Formeln  (7). 
Zweite  er-  Hiernach   ist  klar,   was  unter  der  zweiten  erweiterten  Gruppe  einer 

■weiterte  ^'T- 

Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  zu  verstehen  ist. 
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Natürlich   enthält  die  neue  Gruppe   die  identische  Transformation 

,        dy  ,  ,,        dy  „ 

x^  =  x,    y,=y,    ^1  =  ^  =  «/ ,    Vi   ==j^  =  y  , 
die  durch  Erweiterung  der  identischen  Transformation 

o/j  =  3/,   Vt'^^y 

der    ursprünglichen    Gruppe    entsteht,    und    eine    infinitesimale    Trans- ^^^^^^^^^^^^^ 
formation.     Diese  wollen  wir  bestimmen.  '^''''  Gruppe. 

Wir   wissen  j   dass   die   erste   erweiterte  Gruppe   die   infinitesimale 

Transformation 

t  a/;  ,       dl.     ,  dl 
^  dx'    ^  dy  ~*     '    dy 

besitzt,    welche    durch    Erweiterung    aus    der    infinitesimalen    Trans- 
formation 


hervorgeht,  indem 


i'^  +  vlf 

^  ex    *     *  dy 

'^d_n^./d_ri__dj\^,       dh, 
'        dx    '    \dy        dx)  "^ 


\dy        dx)  "^        dy  ^ 
ist.     (Vgl.  §  3  des  13.  Kap.)     Die   einmal    erweiterte   Gruppe   besitzt 
demnach  endliche  Transformationen,  deren  Reihenentwickelungen  nach 
dem   Parameter  t   der   Gruppe,    der    für   ^  ==  0   die   identische   Trans- 
formation liefert,  die  Form  haben: 

x^=X-\-lt-\ ,     y^^y-^^rlt^ ,     y;=y  -\-  rit-{ , 

wo    rl   obige   Bedeutung    hat.     Indem    wir    diese    endlichen    Transfor- 
mationen noch  einmal  erweitern  wollen,  haben  wir  zu  berechnen: 

n  I    drj  ^ 

"^^    ~'dx[~  ü{x^'d|T«"q:  .T7  ~  '    .    dk  ,    , 

^  +  ä^  *  +  '  ■  • 

Hierin    sind    unter    -^ ,   -^   Differentiationen    zu    verstehen ,    während 
dx  '   dx  ' 

deren  y  als  Function  von  x  betrachtet,  also  -^  =  y,  -^  =  y"  gesetzt 

(Z  CC  et  00 

wird.     Anstatt  durch  die  Reihe 

zu    dividieren,    können    wir    mit    einer    gewissen    Potenzreihe    nach    t 
multiplicieren,  die  so  anfängt: 

dx       ' 
Somit  kommt: 

"    I     {drj'  'f  d^\  .    , 
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Nunmehr  wollen  wir  zur  infinitesimalen  Transformation  übersehen, 
also  t  unendlich  klein  annehmen,  etwa  gleich  dt.  Dann  ergiebt  sich, 
dass  sich  y"  ändert  um  das  Increment: 


/drf  ,  d^\  „ 

\dx         "  dxJ 


^  dx) 

Infolgedessen    lautet    die    infinitesimale    Transformation    der    zweimal 
erweiterten  Gruppe: 

(8)  E/'Y^l|^  +  ,|^^+VÄ  +  V'^, 

WO  Yi    und  ri"  die  Bedeutungen  haben: 

•   ,        dri 

ff        dri 
oder  ausführlich  geschrieben: 


(9) 


-  y 


oy 

dl 
dx 

-dl 

dx 


(10)    \ 


und 


^  —dx^  \dy       dxjy        dyy 


a^i\  ,      a*i 
yy 


dx^'Kdxdy       dx^J  ^        dxdy 


y'  + 


'^  \dxdy^  \dy^      cxdyjy       dv'^    I  ^  "•" 


'    \dy       dx  dy^jy        Kdx'dyyjy 


d'n       dn 


dx^' ^    '    \cy^  dxdv'  ^v* 


dx^  ~^  \    dxdy 

■    (dri_  _  2  £A _  Q  ^    '\    " 
""    \dy  dx  dy^ /  y  ' 

Man  wird  zur  praktischen  Berechnung  diese  ausführlichen  Formeln 
nicht  benutzen,  sondern  nur  die  Formeln  (9),  und  namentlich  wird 
man  tj'  und  ri"  successive  und  nicht  rf'  unabhängig  von  r(  aus- 
rechnen. 

Zu  beachten  ist,  dass  ri"  in  y"  linear  ist,  während  doch  ri  in  y 
quadratisch  ist.  Diese  Thatsache  ist  an  einer  späteren  Stelle  von 
Bedeutung.     (Vgl.  S.  375.) 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  5 :  Ist 


üf=^li  +  fl 


df 


dx    '     '  dy 
die  infinitesimale  Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  PimM- 
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transformationen  der  Ebene  (x,  y),  so  wird  die  zweite  erweiterte  Gruppe 
dieser  Gruppe  erzeugt  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

U  f  =  t,i^  -+-  ri- \-  ri   ^,-\-ri    -^-r, , 

wo 

,  __  dl]  ,  d^ 

'    ~~~  dx         "    dx  ' 
r,        dr\  „  di, 

V  ^-7^ — y  i— 

'  dx        '^     dx 

ist.    Hierbei  ist  m  beachten,  dass  bei  der  Berechnung  von  y]  und  rf'  nach 
diesen   Formeln  während  der  Differentiationen  nach  x  die  Veränderliche 

y  als  Function  von  x  m  betrachten,  also  -j^  =  y ,   -r-^  =  7—  =  2/"  ^'^ 

et  SC  (X  OC  (X  JU 

setzen  ist. 

Da   hiernach   aus   der   Kenntnis   allein  der  infinitesimalen  Trans- j^,^^^^^*^^^^ 
formation    TJf  der    ursprünglichen   Gruppe    die   von   U"f  sich  ergiebt,  '^-  '°^-  '■''^• 
so    werden    wir    U"f  direct   die  zweite  Erweiterung  der  infinitesimalen 
Transformation  TJf  nennen. 

Wir    können    die    Formel    für    tf'    auch    wie    früher    in   §   3    des  ^f^^J^jj^^ 
13.  Kapitels  die  für  rf  auf  kürzerem,  aber  weniger  elementaren  Wege   ^^^^f^^^ 
durch  Benutzung  eines  Satzes  der  Variationsrechnung  ableiten.    Indem 
wir  auf  die  betreffenden  Bemerkungen  an  jener  früheren  Stelle  zurück- 
verweisen,  geben  wir  hier  nur  die  Formeln  dazu  an.     Es  ist  das  In- 
crement  dri"  =  t]" dt  von  y"  zu  berechnen.     Wegen  y"  =  ^      kommt: 

^dy  ,        ddy'        ,   ,    ddx 

8-f-        dx  •  -j~-  —  dy  •  -^T- 
8y    dx  St  '^       dt 

~öi  ~St  dÖR^ 

oder,   wenn  die  Reihenfolge   der  Operationen  d   und  d  geändert  wird: 

dt  ^  dx'' 

Nun  ist  dy  ==  rj'öt,  dx  =  |d^,  demnach  kommt: 

"  =  ^y'  =  ^'L  "  ^^1 

'^    "  JT  —  ~(ix         y    dx ' 

also  in  der  That  die  zweite  Formel  (9). 

1.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Translation  Beispiele. 

^'  —  dy 
soll  zweimal  erweitert  werden.     Hier  ist: 

1  =  0,     ^  =  1, 
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n 

. dr] 

dx 

■y 

dx 

rr  _ 

n  -- 

^  dx 

■y 

d^ 
dx 
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also: 

und 

Somit  ist  U"f^  Uf.    In  der  That,   Uf  erzeugt  die  eingliedrige  Gruppe 
von  Translationen: 

^i'^'^,   yi  =  y  +  t 

und  hier  ist: 

«  '  =  £^  =  -^  =  «' 
^^  dxi         dx         ^ ' 

„        dy/        dy  „ 

^1  dx^  dx         ^   ' 

d.  h.  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  lautet: 

^1  =  ^;      «/l  =  2/  +  ^,      ^1   =  y',      2/i"  ==  «/" 

und  hat  offenbar  die  infinitesimale  Transformation 

2.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Rotation 

'  ^  dx~^      dy 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Da  hier 

^  =  —  y,   v  =  ^ 

ist,  so  kommt: 

// rf  77  fr    U^    o     '     "      1  /'     / n     I    II 

"i  =d^-y  dx  =  ^yy  ■^yy  =  ^yy • 

Es  wird  also: 

Um   auch   dies   zu   verificieren,   erinnern  wir  an  das  Beispiel  des  §  1, 
in  welchem  wir  die  zweimalige  Erweiterung  der  von 

erzeugten  Gruppe  von  Rotationen: 

x^==  X  cos  t  —  y  sint,     y.^^  =  x  sm  t  -\-  y  cos  t 

schon  ausgeführt  haben  (wenn  auch  ohne  die  Rechnung  so  aufzufassen). 

Danach  ist  bei  unserer  Gruppe: 

,        sin  <  4"  y  cos  t 
^^  cos  t  —  y'  sin  f ' 

/'  ^  ?r 

y^  (cos  t  —  y'  sin  ty 
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Um  zur  infinitesimalen  Transformation  zu  gelangen,   haben  wir  t  un- 
endlich klein,  gleich  dt,  anzunehmen.     Es  ist  aber: 

cos  dt  —  ^'  sin  d^  =  1  —  ij'8t, 
d.  h. 

— Ti ^— — F/  =  1  +  y'^t 

cos  ot  —  y  sin  ot  '    "^ 

bis  auf  unendHch  kleine  Grössen  höherer  Ordnung,  und  somit  kommt: 

Vi  =  {St  +  y)  (1  +  yst)  =  ^'  +  (1  +  y'^)dt, 

yi'  =  y"(y  +  y'stf  =  2/"(i  +  s^/'^O  =  y"  +  ^y'y'^t. 

sodass  die  Incremente  von  y    und  y"  in  der  That  die  Werte  haben: 
öy  =riSt={l-iry")dt, 
dy"  =  rf'dt  ^E  Sy'y'dt, 

die  sich  oben  direct  ergaben. 

5.  Beispiel:    Bei  der  infinitesimalen  Ahnlichkeitstransformation 


ist: 
also: 

sodass 


TT/. df    ,        df 


%  =  x,     r}  =  y, 

r   __    drj^  i'  ^  zzrr      '  '  Q 

'  dx         ^  dx        ^        ^  ' 

,"  =  ^  "  ^  =  " 

^  flia;         ^  dx  ~~        ^  ' 

TT///.-—  ^1  ^     "        ^Z" 

'  ^a;        "  dy        "    dy" 

wird.     CT/"  erzeugt  die  eingliedrige  Gruppe: 

x^  =  xe  j     yi  ""^  y^  f 


bei  der: 
und 


/ dy^  e^  ■  dy 


// dy^' dy      _^      ,, 

"'^1  e*  •  dx 


ist.    Die  endlichen  Gleichungen  der  zweimal  erweiterten  Gruppe  sind  also: 

^1  =  ^eS   Vi  =  y^,   yi  =  ?/',   «/i"  =  y"e-*> 

t  =  dt   giebt   in    der  That    die    oben    erhaltene    infinitesimale  Trans- 
formation 

'  dx    '    ^  dy        y    dy" 


362  Kapitel  16,  §  3. 

§  3.     Kritermm  dafür,  dass  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 

Nach  Satz  3  des  §  1  gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

die  Pimkttransformation 

x,  =  q){x,y),     y,  =  t{x,y), 

sobald   die  Gleichung  Sl  ^  0,   aufgefasst   als  Gleichung  zwischen   den 
vier  Veränderlichen  x,  y,  rj ,  y",  die  zweite  erweiterte  Transformation 
von  X,  y,  y,  y"  in  x^,  y^,  «//,  «//'  zulässt. 
Die  Differentialgleichung 

•ßC«,  y,  y,  y")  =  o 

gestattet  demnach   alle  Transformationen   der  von   der  infinitesimalen 
Transformation 

77/-=:  fc  ^  j_  „  1/: 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene, 
sobald  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen 
X,  y,  y ,  y" ,  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  zulässt,  deren  infinitesimale 
Transformation  TJ"f  wir  im  vorigen  Paragraphen  berechnet  haben. 
Nach  Theorem  28,  §  3  des  14.  Kapitels,  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  TJ'Sl  vermöge  ^  =  0  ebenfalls  verschwinde.  Also 
hat  sich  ergeben: 
Invarianz-  Theorem  34:     Bie    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 

kriterium.  '  '  if  ■  if  iJ 

in  X,  y: 

^(^,  y,  y\  y")  =  o 

gestattet    alle   Transformationen   der  von   der   infinitesimalen 
Transformation 

Uf=^{x,y)%  +  n(x,y)^^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann,  wenn  der 
AusdrucJc  , 

^  dx    '     '  cy    '     '  oy     '     '    oy 

vermöge  Sl  =  0  ebenfalls  verschwindet.     Hierin  bedeuten  r(  und 
Ti"  die  Äusdrüclce,  welche  nach  den  Formeln 

/ dt}  ,  di  ,, di{  n  d^ 

^         dx        y  dx'     ^  d.c         "^    dx 
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ZU  berechnen  sind,  in  denen  die  Differentiationen  nach  x  totale, 

j       dy  r    dy  ,,        .  77 

also  V^  =  v ,  -r^  =  V    ^em  sollen, 
dx       ^'  dx        '^ 

Mit  Rücksicht    auf  Satz   11    des   §  3,    14.  Kapitel,    erscheint   es 
naturgemäss,  zu  sagen,  ß  =  0  gestatte  die  infinitesimale  Transformation^}^ f^^l  P^' 
TJf,  sobald  ü"^  =  0  vermöge  ß  ==  0  ist,  und  danach  unser  Theorem    g^ufr 
so  auszusprechen: 

Satz  6:    Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

^K  y,  y',  y")  =  o 

gestattet  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y,  sobald 
sie  ihre  infinitesimale  Transformation  mlässt 

In  Theorem  34  haben  wir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord-  ^orm^'aes'' 
nung  in  irgend  welcher  Form  vorgelegt  gedacht.  Wir  wollen  nun  ^"*''™"'^- 
insbesondere  annehmen,  sie  liege  in  aufgelöster  Form 

y"  —  (o{x,  y,  y)  =  0 
vor.     Alsdann  ist  zu  setzen: 

Si  =  y"  —  G}{x,y,y') 
und   ü"Sl  wird: 

^  dx        '  oy         '    cy     ^     ' 
oder  wegen  der  in  §  2  angegebenen  Werte  (10)  von  rj'  und  rj",  wenn 
wir    die    partielle  Differentiation    nach   x    oder  y    durch    angehängten 
Index  X  resp.  y  bezeichnen,  um  die  Formel  etwas  abzukürzen: 

ü  il=:- 1-^  —  7)  j^^-  {tj^  +  {rjy-  l,)y  -  tjy  0  g^  + 

—  %yy  ^  +  (''?2/  —  2 L  —  3 lyy) y". 

Dies  soll  verschwinden  vermöge  ß  =  0,  d.  h.  vermöge  y"  =  cj.  Wenn 
wir  also  hierin  y"  =  a  setzen,  so  muss  der  hervorgehende  Ausdruck 
identisch  verschwinden.     Daher: 

Theorem  35:     Die    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
y"  =  G){x,  y,  y'^  gestattet  dann   und   nur   dann   die    eingliedrige 

Gruppe  |(a;,  y)  —-  +  ^{^j  y)  y' ,  ivenn  der  Äusdruclc 

(riy  —  2|^  -  ?>^yy)  (o  -  l^yyy'^  +  (rjyy  -  2|^j,)  «/'2  + 

{^Vxy  —  M  y  +  vxx  —  ^-^  —  v-^  — 

-  inx  +  i%  —  lx)y  -  lyy'^)  j^-  =  ^ 

ist  für  alle   Werte  von  x,  y,  y . 
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"""der""^™         Mau   kann   diesem  Kriterium   eine  Form   geben,  die  oft  ungleich 
Kriteriums. g'yveckmässiger  ist.     Die  Differentialgleichung: 

f  -  oi{x,  y,  y)  =  0 

ist  ja  äquivalent  einem  simultanen  System  in  den  drei  Veränderlichen 

X,  y,  y ,  denn  es  ist 

das  äquivalente  System  lautet  also: 

dx        dy  dy 

1    ~   2/'         «a(a;,  y,  y) 
Diesem   simultanen  System  in  x,  y,  y    wiederum  ist  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung: 

zugeordnet.     Soll  also  unsere  ursprüngliche  Gleichung 

y"  —aix,  y,  2/')  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestatten,    so    kommt    dies    darauf   hinaus,    dass    die  lineare   partielle 
Differentialgleichung  in  a;,  «/>  y    allein: 

^f^Tx^  y  Ty  +  «(^'2/,  2/')  |A  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

^f=^8-x  +  'id^  +  'i  W 
also   die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation   Uf  gestatten 
muss.     Daher: 

Satz  7:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

y"  =  (o{x,y,y') 
gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

üf=i,{x,y)l^^^ri{x,y)fy 

dann  und  nur  dann,  ivenn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 

die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Uf,  nämlich: 

^  '—'^dx^^dy^  [dx^  [dy        dxjy        dyy  Jdy' 
zulässt. 
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Man   kann  leicht   verificieren,   dass   dies  Kriterium   sich  mit  dem  „ .?,"'"'''^'''  „ 

/  lunrimg'  aui 

frühereu    deckt.     Af  =  0    gestattet   ja    nach    Theorem    29    (§    2    des  KruIÄ 
15.  Kap.)  die  infinitesimale  Transfoi'mation   U'f,  wenn 

{U'Ä)EE=.lAf 

ist.    Da  nun  f  willkürlich  ist,  so  zerfällt  diese  Relation  in  drei  einzelne, 

o  /•  7\  -P  y)  -P 

indem    die   Coefficienten   von    ^,    die   von  -5^  und   die  von   k— ,    links 

ex'  oy  oy 

und  rechts  einander  gleich  sein  müssen.  Dies  liefert,  wie  sich  durch 
Ausrechnung  von  (JJ'A)  ergiebt,  die  drei  Gleichungen: 

nx  +  (>?!/  —  l^)y  —  iyy'^  —  nx  —  y'ny  r=  ly, 
—  ivxx  +  iv^y  —  W  y  —  Ixyy  ^)  —  y  {n^y  +  {y\yy  —  Ixy)  y  —  lyyy"^)  — 

—  Gi{y\y  —  %^  —  2^yy)  =  1(0. 

Substituiert  man  den  aus  der  ersten  Gleichung  sich  ergebenden  Wert 
von  A  in  die  zweite  und  dritte,  so  wird  die  zweite  identisch  erfüllt, 
während   die   dritte   das   in  Theorem  35  angegebene  Kriterium  liefert. 

1.  Beispiel:    Die  Schar  der  00^  Kreise  durch  den  Anfangspunkt      Beispiele. 
^2  +  2aa;  +  ?/2  +  2hy  =  0 
gestattet  offenbar  die  infinitesimale  Rotation 

TT/«    -  of    .        df 

^f^-y-Tx  +  '^dy- 

Wir  wollen  dies  zur  Einübung  unserer  Theorien  mit  Hülfe  der  er- 
haltenen Kriterien  nachweisen.  Um  zunächst  die  Differentialgleichung 
der  Kreisschar  zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichung 

x^  -\-  2ax  -\-  iß  -f-  2hy  =  0 
zweimal  zu  differenzieren: 

X  -\-  a  -\-  yy  -j-  hy  =  0, 

1  +  y'^+yy"  +  &?/"  =  o 

und  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  a  und  h  zu  eliminieren.  Dies 
liefert  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

x^  -j-  y^  2x     2y 

x-\ryy         1     ?/    =0 
1  +  !/'^  +  yy"    0    y" 

oder  ausgerechnet: 

Sl  =  {x^  -\-  y'")y"  -  2xy"'  +  2yy^  —  2xy'  +  2t/  =  0. 
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Dieselbe  soll  die  infinitesimale  Rotation 

gestatten.  Dies  nachzuweisen,  benutzen  wir  das  Theorem  34.  Es  ist, 
wie  im  2.  Beispiel  zu  §  2  ausgerechnet  wurde,  die  erweiterte  infinite- 
simale Transformation: 

v"f^  -  s'I  +  ^f  +  (» +  y')  %  +  ^y'^'w' 

also 

U"a  =  -  y{2xy"  -  2y"  -  2y')  +  x{2yy"  +  2^'^  +  2)  + 

+  (1  +  y')  (-  6^2/''  +  ^yy-'^oo)  + 

-^^?,yy'\x'  +  f)  =  2>ySl, 
d.  h.   TJ'Sl  ist  in  der  That  vermöge  ü  =  0  auch  Null. 

2.  Beispiel:    Die    Schar    der    oo^    Geraden    der    Ebene    gestattet 
offenbar  die  Ähnlichkeitstransformation: 

Die  Differentialgleichung  der  Geraden  ist: 

a  =  y"  =  o, 

während  nach  dem  3.  Beispiel  des  §  2: 

'  dx'"dy        "     dy" ' 

also 

V"^  =  V'y  =  —  y"  =  —  ^, 

d.  h.  Null  vermöge  ß  =  0  ist. 

Wir  könnten  hier  auch  das  Kriterium  des  Theorems  35  anwenden, 
denn  es  ist  offenbar  jetzt  to  fee=  0  und  die  Bedingung  reduciert  sich  auf 

—  lyyV''  +  {nyy  —  ^^^y)y^  +  i^V^y  —  U)/  +  Vxx  =  0, 
die  in  der  That  wegen 

^EBX,     rj  =  y 
erfüllt  ist. 

Oder  endlich,   wenn   wir  Satz  7  anwenden  wollen,  ist  zu  setzen: 

'  dx    '    '^  dy  ' 

^r^^li  +  y¥y 


und  in  der  That  kommt 

ex       ^    dy 


(irA)^-p--y'l^-Af, 


d.  h.  Af=0  gestattet   U'f. 
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3.  Beispiel:    Die  Schar  der  oo^  Kegelschnitte 
ax^  -\-  hy'^  =  1, 
deren  Axen   die  Coordinatenaxen  sind,  gestattet,  wie  wir  gelegentlich 
bemerkten  (3.  Beispiel  des  §  1),  affine  Transformationen,  insbesondere 
die  infinitesimale: 

'  ex 

Die  Differentialgleichung  der  Kegelschnitte  ergiebt  sich,  indem  wir 

ax^  +  6/  —  1  =  0 
zweimal  differenzieren: 

ax  +  ^yy  =  0> 
«  +  Ky'^^  +  yy")  =  o, 

und  dann  a  und  h  eliminieren,  in  der  Form: 
x^  y^  —  1 

X  yy  0       =0 

1    y'^+yy"     o 


oder 

SlEEixy'^  +  xyy"  —  yy  =  0. 

Hier  ist: 

U"f-^x  ^^        v'^^        ""v"  ^^ 
'            dx        ^  dy         "^    dy" 

also: 


ß, 


V"^  EEE  x{y'^  +  yy")  —  y  {2xy  —  y)  —  2y"xy  = 
sodass  in  der  That   ü'il  =  0  ist  vermöge  Sl  =  0. 

4.  Beispiel:    Die  Schar  aller  oo^  logarithmischen  Spiralen  um  den 
Anfangspunkt: 


x^  -\-  y^ 


ae 


h  arctg  — 


gestattet  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

7-7-/. ^f       \  Of 

Um  dies  zu  verificieren,  bilden  wir  ihre  Differentialgleichung 

Sl  ^  x^y"  —  xy  -\-  y  =  0 
und  die  zweite  erweiterte  infinitesimale  Transformation: 

TT"f  —      ^  ^   _4_  ^    "      ^f 

'  dx  dy        "    dy" 

Offenbar  ist  U"^  =  £1. 

Um    das    Kriterium    des    Theorems    35    anzuwenden,    haben    wir 
zu  setzen: 

y  y        y 


wodurch  wirklich  die  Identität  des  Theorems  34  erfüllt  wird. 
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Um  das  Kriterium  des  Satzes  7  zu  verwenden,  setzen  wir 

'         ox    '    ^    oy    '    \x         x^l  oy 
und 

^  '  —^  dx  ^y  dy' 
sodass  sich  ergiebt: 

{Ü'Ä)  =  -Af. 

§  4.     Ein  Beispiel  aus  der  Fläclientheorie. 
Flächen  Yf'\r  verwerten  das  Obige  in  einem  Probleme  der  Flächentheorie: 

deren  geort.  '^ 

*^^nf%r*f"*'^^^  fragen  nach  allen  Flächen,  deren  oo^  geodätische  Curven  eine  infini- 
geatatten.  tesimaU  Transformaüon  gestatten.     Dabei   bemerken   wir  vorweg,  dass 
dieser  Paragraph  überschlagbar  ist. 

Die  Punkte  der  Fläche  seien  durch  zwei  Parameter  x,  y  bestimmt, 
sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche  die  Form  an- 
nimmt: 

ds^  =  F(x,  yjdxdy. 

X  =  Const.,  y  ==  Const.  sollen  also  die  Minimalcurven  der  Fläche  dar- 
stellen. Bequemer  ist  es,  lg  jP=  w{x,  y)  an  Stelle  von  F  zu  benutzen, 
also  zu  setzen: 

(11)  ds^  -=  e'^dxdy. 

Nach  Gauss  werden  alsdann  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  be- 
stimmt durch  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

„ dw    , dw    ,^ 

"         dx  "         dy  "   ' 

Wir  suchen  nun  die  Function  w{x^  y)  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  eine  infinitesimale  Punkt- 
transformation gestatte,  d.  h.  dass  es  möglich  wird,  alle  Punkte  der 
Fläche  auf  ihr  um  infinitesimale  Strecken  zu  verschieben,  sodass  jede 
geodätische  Linie  wieder  in  eine  solche  übergeht.  In  den  Parametern 
a;,  y  sei  das  Symbol  der  betreffenden  infinitesimalen  Punkttrans- 
formation: 

^f-^ili  +  ^%- 

Wir  wenden  nun  das  Kriterium  des  Theorems  35  an.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist 

dw    ,  8w    ,^ 

dx  "  dy  " 

oder  in  bequemerer  Bezeichnung 

a^^w^y  —  Wy,y"^ 

zu  setzen,  sodass  sich  die  Bedingung  ergiebt: 
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(12) 


+  (vyy  —  2|^y)«/'^  +  (2^xy  —  ^xx)y  +  v^x  — 
—  inx  +  {ny  ~^x)y'  —  ^^y'^)  {w^  —  2wyy)  =  o. 

Diese  Bedingung  soll  identisch  bestehen  für  alle  Werte  von  x,  y,  y. 
Da  I,  ri  und  w  frei  von  y  sind,  so  müssen  einzeln  die  Relationen 
bestehen: 

rixx  —  Vx^x  =  0, 

2'r}^y  —    ixx  —     ^xW^  +  '2rixiVy  —  Iw^x  —  n'^xy  =  0, 
rjyy  —  2|:ry  —  2lyW^  +     rjyWy  4"  ^ w -, y  +  7^^<;yy  =  0, 

^yy  —  ^y^y  =  0- 

Dies  sind  vier  Bedinguugsgleichungen  für  die  drei  Functionen  w,  |,  i]. 
Die  weitere  Discussion  wird  darauf  hinauskommen,  diese  Bedingungen 
in  allgemeinster  Weise  zu  erfüllen.  Dabei  kann  man  drei  Fälle  von 
einander  trennen,  je  nachdem  ^y  und  rjx  beide  Null  oder  nur  |j,  oder 
rjx  gleich  Null  oder  keins  von  beiden  Null  ist.  Nur  den  ersten  dieser 
drei  Fälle  wollen  wir  hier  behandeln*).  Er  lässt  sich  leicht  geometrisch 
deuten.     Wenn  nämlich  in 

^'  —^  dx^  ^  dy 
I  frei  von  y  und  ij  frei  von  x,  also  |j,  ^  ■j^a;  ==  0  ist,  so  heisst  das: 
die  Minimalcurven  x  ==  Const.  werden  unter  einander  durch  Uf  ver- 
tauscht, ebenso  wie  die  Minimalcurven  y  =  Const.  Eine  Transformation 
aber,  welche  jede  Minimalcurve  der  Fläche  wieder  in  eine  Minimal- 
curve  überführt,  ist  bekanntlich  eine  conforme.  Diese  Überlegung 
lässt  sich  umkehren. 


Wir  fragen  demnach  nach  den  Flächen,  deren  geodätische  Ciirven  Flächen, 

n         1         •  •     r>     •        •         1  p  rr\  f  •  •  n  deren  geod. 

durch  eine  mfimtestmale  conforme  Transformation  unter  einander  ver-curven  eine 

inf.  con- 
forme Trf. 
gestatten. 


tauscht  werden. 

Setzen  wir  in  (12) 

ly  =  0,       IJ^  EEE  0, 

so  wird   die  erste  und  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt, 
zweite  und  dritte  übersehen  in: 


während  die 


_j_  —  — .  _i_  V  _[_  ^ 

dx'^     '    dx'cx    '        dx^  ' 


^Tj     .    dr]  dio    .     j. 


öxoy         '  cy^ 


=  0, 
=  0. 


dxdy 

_L_     V     I        /VI 

dy^     '    dydy 

'^)  Eine  eingehende  Behandlung  des  allgemeinen  im  Texte  formulierten 
Problems  findet  sich  in  den  Math.  Annalen  Bd.  20  in  einer  Abhandlung  über 
geodätische  Curven  von  Sophus  Lie. 

Tjio,  Differentialgleichungen.  24 
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Ihre   linken  Seiten  sind,   weil  |  nur  x,  fj  nur  y  enthält,   vollständige 
Differentialquotienten : 


Integriert  kommt  also: 
(13) 


di     .    c.  cw    .        dw         ,  ,  -. 


dr]    .    c.  dw    .        dw        .    /  \ 

Hier  können  nun  verschiedene  Fälle  eintreten,  indem  |  oder  rj  gleich 
Null  oder  wieder  |  noch  rj  gleich  Null  ist.  Der  Fall  |  ^  i;  ^  0  ist 
natürlich  ausgeschlossen,  denn  dann  würde  sich  ja  Uf  auf  die  Identität 
reducieren. 

Sind  I  und  rj   beide   von  Null   verschieden,    so   können  wir  eine 
passende  Function  von  x  resp.  von  y  als  neues  x  resp.  y  benutzen, 

-j-  und    f    -- ,  wodurch   die  Form   (11)  des   Quadrates   des 

Bogenelementes  nicht  wesentlich  geändert  wird,  sodass  |  und  t]  gleich  1 
gesetzt  werden  dürfen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit.  Als- 
dann giebt  (13): 

dw    ,    dw         , ,  N 

ä^  +  ä^  -  ^(^)' 

dw    ,    dw  .  -, 

d'x  +  ä^  =  9^^^)' 
woraus   folgt,  dass  t^(?/)  =  <p(x)  =  Const.  =  c   sein  muss  und  also  w 

die  Gleichung 

dw  j^  dw 

dx  """  dy 

erfüllen  muss.     Wäre  f(iv,  x,  y)  =  Const.,  so  müsste  hiernach 

dx        dy    '^      dw 
sein.     Diese    lineare   partielle   Differentialgleichung  hat  die  Lösungen 
x  —  y  und  tv  —  ex,  d.  h.  es  ist: 

l{x  —  y,w  —  ex)  =  0 

oder  also  w  hat  die  Form 

w  =  q(x  —  y)  -\-  cxj 
sodass 

g«,  =  e^^^(x  —  y) 

ist.     Das  Quadrat  des  Bogenelementes  (11)  hat  somit  die  Form: 

(14)  ds^  =  €F''<^{x  —  y)dxdy. 
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Nun  sei  zweitens 

1  =  0,     rjE\^0. 

Alsdann  können  wir  durch  Benutzung  von     /  -^  als  neues  y  erreichen, 
dass  rj  ^  1  gesetzt  werden  darf.     Daher  giebt  (13): 
J^  =  -ijj(y)  =  cp(x)  =  c(=  Const.), 

woraus 

w  =  cy-]-%(x), 

folgt.     Das   Quadrat    des   Bogenelementes   (11)  wird   in    diesem   Falle 
also,    wenn  man   wieder    eine  beliebige   Function   von  y  als   neues  y 
einführt : 
(15)  ds^  =  X{x)Y{y)dxdy. 

Wenn  also  die  geodätischen  Linien  einer  Fache  eine  infinitesimale 
conforme  Transformation  gestatten  sollen,  so  muss  sich  das  Quadrat 
ihres  Bogenelementes  auf  die  Form  (14)  oder  (15)  bringen  lassen. 

Die  Form  (15)  ist  leicht  gedeutet :  Die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  der  Fläche  sind  in  diesem  Falle  e^O,  f^^XY,  g^O. 
Bekanntlich  kann  man  das  Krümmungsmaass  der  Fläche  durch  e,  f,  g 
und  ihre  Ableitungen  ausdrücken.  In  dem  vorliegenden  Falle  ergiebt 
sich  dann  sofort,  dass  das  Krümmungsmaass  Null  ist.  Die  Fläche  ist 
also  developpabel.  Breiten  wir  sie  in  die  Ebene  aus,  so  gehen  ihre 
geodätischen  Linien  in  die  oo^  Geraden  der  Ebene  über,  und  diese  ge- 
statten offenbar  mehrere  conforme  Transformationen  (Translation,  Ro- 
tation, Ahnlichkeitstransformation).  Es  ist  demnach  klar,  dass  jede 
developpabele  Fläche  zu  den  gesuchten  Flächen  gehört.  Dieser  Fall 
bietet  nichts  besonders  Interessantes. 

Die  Form  (14)  des  Quadrates  des  Bogenelementes  dagegen  kommt 
einer  bemerkenswerten  Flächengattung  zu.  Zunächst  gehören  hierher 
die  gelegentlich  schon  früher  besprochenen  Spiralflächen  (§  5  des  ^^^^^^^ 
12.  Kapitels),  von  denen  wir  zeigten,  dass  sich  ihre  Krümmungslinien, 
Haupttangentencurven  und  Minimalcurven  durch  Quadraturen  bestimmen 
lassen.  Eine  solche  Fläche  entsteht  bekanntlich  durch  fortwährende 
Ausführung  einer  infinitesimalen  Spiraltransformation  auf  eine  beliebige 
Curve.  Unter  infinitesimaler  Spiraltransformation  verstanden  wir  eine 
infinitesimale  Rotation  um  eine  Axe,  verbunden  mit  einer  infinitesimalen 
Ahnlichkeitstransformation  von  dieser  Axe  aus.  Natürlich  ist  sie  eine 
conforme  Transformation.  Da  sie  die  Spiralfläche  in  sich  überführt, 
muss   sie   die   geodätischen   Curven   derselben   unter  sich    vertauschen, 

24* 
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denn  offenbar  führt  sie  notwendig  eine  geodätische  Curve  wieder  in 
eine  solche  über.  Demnach  gehören  die  Spiralflächen  zu  denen,  deren 
Quadrat  des  Bogenelementes  sich  auf  die  Form  (14)  -bringen  lässt, 
insbesondere  also  auch  die  Rotationsflächen  als  specieller  Fall  der 
Spiralflächen.  Es  ist  andererseits  auch  nicht  schwer  zu  erkennen, 
dass  jede  Fläche,  deren  Bogenelement  diese  Form  besitzt,  auf  eine 
Spiralfläche  abgewickelt  werden  kann.  Darauf  gehen  wir  jedoch  nicht  ein. 
Wir  wollen  nur  noch  eine  interessante  Eigenschaft  unserer  infini- 
tesimalen conformen  Transformation 

^'  —^  dx^  ^  dy 

ableiten.     Aus  (13)  folgt  nämlich  zunächst: 

^  dw    ,        dw  ,  .         di  .  s        dr] 

^^c^)  +  fl  =  '^  ^2/)  +  ^^  -  ^^"^*-  =  «^ 


Also  ist  auch 


daher: 

/^  r.\  j.  ^^    I        dw    ,    da     ,    dri 

(16)  ^^  +  '?ä^  +  d^  +  d^  =  «' 

Nach  dieser  Vorbemerkung  wollen  wir  die  Änderung  berechnen,  die 
das  Bogenelement  durch  unsere  infinitesimale  Transformation  erfährt. 
Es  ist  nach  (11): 

ds^  ==  e'^dxdy, 

also  die  Änderung  von  ds^: 

dds^  =  8{e"')  ■  dxdy  -f  e"'d{dxdy) 

=  e'"öw  •  dxdy  -\-  e'"'{ddx  •  dy  -\-  dx  -  dö'y) 

oder,  da  die  Zeichen  d  und  d  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht  werden 
können: 

dds^  ==  e'"dw  •  dxdy  -\-  e''(ddx  -  dy  -{-  dx  •  ddy). 
Wegen 

erhalten  aber  w,  x,  y  die  Incremente: 

dx  =  ^dt,     öy  =  rjöt, 
sodass  sich  ergiebt: 

oder  nach  (16): 
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dds^  =  e"'dxdy  ■  adt, 
also  nach  (11): 

dds^=-  ads^-dt 

oder,  da  öds^  =  2ds  ■  dds  ist: 

8ds        a    s., 

d.  h.  durch   unsere   infinitesimale   conforme   Transformation   werden   alle 
Längen  auf  der  Fläche  nach  demselben   Verhältnis  geändert*). 

§  5.      Bestimmung    und    Integration    aller    Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe 

gestatten. 

Bisher  haben  wir  darüber  noch  gar  nichts  ausgesagt,  welchen 
Nutzen  man  aus  der  Kenntnis  einer  infinitesimalen  Transformation  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Integration  derselben  ziehen 
Jcann.  Darüber  werden  wir  uns  jedoch  im  Laufe  dieses  und  des  nächsten 
Paragraphen  Klarheit  verschaffen.  Wir  werden  finden,  dass  man  stets 
in  einem  solchen  Falle  das  Integrationsgeschäft  vermittelst  Quadra- 
turen darauf  zurückführen  kann,  nach  einander  zwei  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  zu  integrieren.  An  einer  späteren 
Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  die  Integration  einer  dieser  beiden 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  erspart  werden  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  uns  eine  infinitesimale  Punkttrans- 
formation 

vorgelegt.     |   und   rj   seien    also   bekannte   Functionen  von  x,  y.      Wir 
fragen  nach  allen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 


*)  Vgl.  hierzu  die  Fussnote  S.  260.  In  den  Comptes  Rendus  für  1879  be- 
stimmte Levy  die  allgemeine  Form  des  ßogenelementes  aller  auf  Spiralflächen 
abwickelbaren  Flächen.  Ferner  zeigte  Lie,  der  schon  in  Bd.  5  der  Math.  An- 
nalen,  1872,  die  geodätischen  Curven  der  Spiralflächen  durch  eine  gew.  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  bestimmt  hatte,  dass  auch  auf  jeder  auf  eine  Spiral- 
fläche  abwickelbaren  Fläche  die  Bestimmung  der  geodätischen  Curven  nur  die 
Integration  einer  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  verlangt.  Die  Bahn- 
curven  der  betreffenden  infinitesimalen  Transformation  auf  diesen  Flächen  sind 
nämlich  Isothermen,  also  durch  Quadratur  bestimmbar,  ebenso  wie  ihre  Ortho- 
gonalcurven  (vgl.  Satz  5,  §  2,  Kap.  9).  In  dem  Coordinatensystem  dieser  Curven 
geschieht  alsdann  die  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  durch  eine  einzige 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Darboux  führte  alsdann  diese 
Gleichung  auf  eine  JRiccati'sche  Gleichung  zurück. 
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ivelche  die  von  TJf  erzeugte  eingliedrige  Grtippe  gestatten.  Nach  Theorem  34 
(§  3)  muss  die  Gleichung  Si  =  0,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen 
vier  Veränderlichen  x,  y ,  y ,  y",  die  von  der  zweiten  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformation 

TT"f t  ^f    \        df    ,      ,  df    .      „    df 

'        ^  dx    '     '  dy    *     '  öy     '     '    cy 

erzeugte    eingliedrige    Gruppe    gestatten.     Da    Sl   natürlich    y"    selbst 

enthalten  soll,    so  können  |,  rj,  t]',  rj"  nicht  sämtlich  vermöge  Sl  =  0 

verschwinden,  denn  |,  rj,  rj'  enthalten  y"  gar  nicht.    Folglich  erhalten 

wir  nach  §  3  des  14.  Kapitels  die  allgemeinste  Gleichung  £1  =  0  der 

gesuchten  Art,  indem   wir   drei  von   einander    unabhängige  Lösungen 

u,  V,  w  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(17)  p7=||£  +  ,|Z  +  v|.  +  V'^  =  o 

bestimmen  und  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen: 

F(u,  V,  w)  =  0. 
Es  handelt  sich  also  noch  darum,  drei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (17)  zu  finden. 
Da  I  und  ri  nur  x,  y  enthalten,  ri  ausserdem  y  und  ri"  überdies  y" 
enthält,  so  ist  klar,  dass  es  eine  Lösung  u  von  (17)  giebt,  die  frei 
von  y  und  y"  ist,  und  eine  andere  t\  die  frei  von  y"  ist.  Die  erstere 
u  ist  Lösung  der  Gleichung 

also  die  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  andere  v  Lösung 
der  Gleichung 

während  die  dritte  Lösung  w  wirklich  y"  enthalten  muss. 

Zur  Bestimmung  von  u  dient  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

dx        dy 

deren  Integral  u  ist.  Wie  sich  nach  berechnetem  u  auch  v  finden 
lässt,  haben  wir  in  §  5  des  13.  Kapitels  gezeigt.  Wir  fanden  damals, 
dass  sich  die  Grösse  v,  die  wir  damals  eine  Differentialinvariante  der 
Gruppe  üf  nannten  und  jetzt  präciser  als  eine  Differentialinvariante 
erster  Ordnung  bezeichnen  werden,  aus  einer  Biccati'schen  Gleichung, 
welche  eine  bekannte  Particularlösung  besitzt,  durch  Quadraturen  be- 
stimmen lässt.  Die  Gleichung  ist  deshalb  eine  Riccati'sche,  weil  ij 
quadratisch  in  y   ist. 
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Hat   man   so   u  und  v  gefunden,   so  lässt  sich  die  Grösse  w,   diej  ^®^*-  ^^^ 


wir  eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  der  Gruppe   Uf  nennen/"^-  ^'«'eiter 


'  Differential 
Qv.  zweite: 
Ord.  der 

sehr  leicht  berechnen.   Zunächst  ist  a  priori  klar,  dass  die  Berechnung  ^''"pp''  ^f- 
von   w   höchstens    Quadraturen    erfordert,    denn    ly"   ist    linear    in    y" . 
(Vgl.  Formel  (10)  des  §  2.)     Wenn  man  also  aus  dem  der  Gleichung 
JJ"f=0  äquivalenten  simultanen  System 

dx         dy  dy         dy" 

4        .n         n         n"  ' 
von  dem  u  und  v  zwei  Integrale  sind,  etwa  die  Gleichung 

dx        dy" 

herausgreift  und  daraus  y  und  y    vermöge 

u  =  a,  V  =  h 
eliminirt,  so  erhält  man  für  y"  eine  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
y"  und  X,  welche  ausserdem  die  Integrationsconstanten  a,  h  enthält. 
Weil  sie  linear  ist,  findet  man  ihr  Integral  W(y",  x,  a,  h)  in  be- 
kannter Weise  durch  Quadraturen.  Wenn  man  dann  a  und  h  wieder 
durch  u  und  v  ersetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Lösung 

w  ==  W{y",  X,  u,  v). 
Ist  sonach  von  vornherein  klar,  dass  sich  w  bloss  durch  Quadra-  Beat,  der- 

.  -PI  selben  durcli 

turen  bestimmen  lassen  muss,  so  können  wir  aui  anderem  Wege  zeigen,  nifferentia- 
dass  sich  w  durch  Bifferentiationsprocesse  allein  angehen  lässt.    Wir  ver- 
fahren so:    Verstehen  wir  unter  a,  h  zwei  Constanten,  so  stellt 

V  —  au  —  &  =  0 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar,  welche 
bei  der  eingliedrigen  Gruppe  üf  invariant  bleibt,  denn  u  und  v  sind 
Lösungen  von  U"f=  0,  und  also  ist  auch  v  —  au  eine  Lösung  von 
TJ"f  ==  0.  Halten  wir  in  der  Gleichung  v  —  au  =  b  die  Constante  a 
fest,  während  wir  die  Constante  h  variieren  lassen,  so  ergeben  sich 
oo^  bei  der  Gruppe  üf  invariante  Differentialgleichungen.  Jede  der- 
selben besitzt  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar  von  oo^  Integral- 
curven,  insgesamt  liegen  also  oc^  invariante  Scharen  von  je  oo^  Curven 
vor.  Natürlich  bleibt  auch  der  Inbegriff'  aller  dieser  bei  der  Gruppe 
Uf  invariant.  Dieser  Inbegriff  aber  besteht  aus  cx)^  Curven,  und  diese 
Curven  erfüllen  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.     Wir  erhalten  sie,  indem  wir  die  Gleichung 

V  —  au  =  h 

nach  X  total  differenzieren,  wodurch  das  variierende  h  herausfällt,  in 
der  Gestalt: 
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dv  du        ^ 

1 —  ^  7-  =  0 

ax  dx 

oder  ausführlich  geschrieben: 

^^    i    ^^  ./  \    ^^     "  (du    .    du    ,\        ^ 

Diese  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  also  bei  der  Gruppe 
Uf  invariant,  wenn  a  eine  Constante  vorstellt,  aber  eine  beliebige. 
Wir  kennen  demnach  00^  invariante  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.     Wir  schreiben  sie  in  nach  a  aufgelöster  Form : 


u        cu    , 
oder  abgekürzt: 

^(^,  y,  y,  y")  —  a  =  o. 

Da  sie  invariant  sind,  so  ist  also 

U'\W-o)  =  0 

vermöge    W  —  a  =  0.     Nun  aber  ist 

U"{W~a)=  U"W, 

also  frei  von  a.  Mithin  ist  notwendig  U"W^O,  nicht  nur  Null  ver- 
möge W — a  =•  0.  TF  ist  demnach  eine  Lösung  von  TJ" f  =  0  und 
zwar,  da 

dv    .dv    ,       dv 

(18)  Ty=^  ?y\  -g— 

^     '  du      du   , 

und  -^  e|e  0  ist,   eine  Lösung,   die  y"  wirklich    enthält.     Wir  können 

sie  also  als  die  gesuchte  dritte  Lösung  w  der  Gleichung  ü"f  =  0 
benutzen. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Berechnung  von  tv  nur  Differentia- 
tionen. Ein  anderer  analytischer  Beweis  hierfür  wird  später  in  einer 
Note  gegeben  werden.    (Siehe  S.  399.) 

Nach  allem  diesen  hat  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y,   welche  die  Gruppe   Uf  gestattet,  die  Form 

F{u,  v,w)  =  0 
oder 

w  —  ^(u,  v)  =  0, 
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wo  w  den   obigen  Wert  (18)  hat,  der  sich  kürzer  so  schreiben  lässt: 

dv 
du' 
sodass 

JL  _  0(^1  v)  ==  0 

du  V  '    / 

diese  allgemeinste  Differentialgleichung  wird, 

Theorem  36:  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y,  welche  die  vorgelegte  Gruppe 

'        ^  ex    '     '  cy 
in  X,  y  gestattet,  hat  die  Form 

-^  —  Q(u,v)  =  0, 

du  V   7    /  ' 

WO  ^  eine  arbiträre  Function  von  u  und  v  ist.  Hier  bedeutet 
u  eine  Invariante  der  Gruppe  üf,  d.  h.  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

dx dy 

T~~T' 

während  v  eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  der 
Gruppe  üf  ist,  die  sich  durch  Quadratur  aus  einer  getvissen 
üiccati^ sehen  Gleichung  bestimmt. 

Die  Form  der   allgemeinen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  tiönsmetb 
die  sich  ergeben  hat:  zweito^^^o^ri. 

T 0(U,  v)  =  0 

du  \  '    y 

lehrt  unmittelbar,  dass  ihre  Integration  sich  auf  die  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  ausserdem  auf  eine  Quadratur  zurück- 
führen lässt.  Denn  man  kann  sie  als  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung    zwischen  den    Veränderlichen  u   und  v  ^auffassen.     Ist  diese  ^ 

Differentialgleichung  erster  Ordnung  integriert,  hat  man  also  etwa  ^^ 

V  =  Cp(u,  a)  (a  =  Conit.) 

gefunden,  so  stellt  diese  Integralgleichung,  da  v  die  Grösse  y  enthält, 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar.  Nach 
§  5,  Kap.  13,  gestattet  dieselbe  die  infinitesimale  Transformation 

d.  h.  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  verlangt  ihre  Integration  nur 
eine  Quadratur. 

Liegt     andererseits    eine    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
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Sl(x,  y,y',  y")  =  0  vor,  von  der  man  weiss,  dass  sie  eine  bekannte 
infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  so  wird  man  demnach  zu 
ihrer  Integration  so  verfahren:  Man  bestimmt  die  Invariante  u  und 
die  DifFerentialinvariante  erster  Ordnung  v  der  Gruppe  üf  und  drückt 

dann  etwa  y,  y,  y'  als  Functionen  von  x,  u,  v  und  w  ^  ^—  aus.    In- 

dem  man  diese  Functionen  in  ß  =  0  substituiert,  muss,  wie  nach  dem 
Vorstehenden  a  priori  klar  ist,  die  Variabele  x  jedenfalls  bei  Auflösung 
der  neuen  Gleichung  nach  w  sich  ganz  fortheben.  Dann  hat  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Form 

äu  -  ^('''  ^)  =  Ö 
und  ihre  Integration  ist  in  der  oben  angegebenen  Weise  reduciert. 
Sie  erfordert  nach  dieser  Methode  also  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  ii,  darauf  eine  Qua- 
dratur zur  Bestimmung  von  v,  alsdann  die  Integration  der  Differential- 
\  gleichung  erster  Ordnung  zwischen  u  und  v  und  schliesslich  noch 
\       eine  Quadratur. 

^  Eine    vollkommenere  Integrationsmethode    werden    wir    an    einer 

späteren  Stelle  entwickeln. 

Beispiele.  1.  Beispiel:     Sei 

Wir  suchen  alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  JJf 
gestatten.     Hier  ist  offenbar 

die  Differentialgleichung  für  u,  v,  w.     Es  kann  u^^x,  v  ^=:y    gesetzt 

werden,  also 

dv        dy  „ 

w'^^-^^^y  . 
du        dx        ^ 

Sonach  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichung  allgemein 

y"  —  ^(x,y)  =  0. 
Schreiben  wir  sie  so: 

ii-0(^,/)=o, 

so  stellt  sie  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y'  und 
X  vor.     Ihre  Integration  liefert  etwa: 

y  =  (p{x,a) 
und  darauf  eine  Quadratur: 

y  =  /V  {x,  a)  dx  -f-  &• 
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3.  Beispiel:     Sei 

'  ox    ^    "^  cy^ 

so  ist  M^—  zu  setzen,   da   U—^0  ist.    Ferner  bestimmt  sich  «;  aus 

X  '  X 

U'f=0.     Aber  offenbar  ist  U'f  ^  üf,  sodass  v^y    gesetzt  werden 
darf.     Daher  ist  drittens: 

dv  x^dy        xy" 


w 


du        xdy  —  ydx  ,      y 

y 

^        X 


zu  setzen,  sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche   Uf  gestattet,  die  Form  hat: 

y  —  - 

X 

oder  auch 

W{l,y',xy")  =  0, 

In  der   zuerst  geschriebenen  Form   kann   sie  als  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

et  •— 
X 

zwischen  y   und  —  aufgefasst  werden.     Ihre  Integration    liefert  etwa: 

Diese  gestattet,  wie  wir  wissen,    TJf^x-J--\-y-^.     Das  sieht  man 

auch  unmittelbar,   da  sie  homogen   in  x  und  y  ist.     (Vgl.  3.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kapitel.)     Sie  besitzt  danach  den  Multiplicator 


2/  —  qp 


(I-) 


und  ihre  Integration  verlangt  somit  nur  noch  eine  Quadratur. 
Die  Integration  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 


W{l,y,xy")  =  0 


verlangt  also  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und 
darauf  eine  Quadratur,  was  übrigens  längst  bekannt  ist. 
3.  Beispiel:     Sei 

so  ist: 
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'  dx       ^  dy  ^  dy" 

Wir  können 

setzen  und  also: 

dv  .  xdy  -\-  y'dx  xy"  —  y  xy" 

y   ~  ^^^' 


q^  —-"^JL  =.  '^"'V  T  y  t*^  ^y   —y  ^y     < 

du  dv  1''  ■   "''  ' 


oder  auch  kürzer  w  ^  — r^  •     In  der  That  ist  dann 

y 

ü  w  z=x^,  4-  y  -4t  —  2^    -r  ^  0. 

y       >     ^     y  ^  ^      y 

Die    allgemeinste   Differentialgleichung    zweiter   Ordnung,   welche    das 
jetzige   Uf  gestattet,  hat  demnach  die  Form 


xy 
oder 


y    .      ^iy,ocy)==0 


&'^-^(y,xy)-l==0. 

Sie   ist   als   Differentialgleichung  erster   Ordnung  zwischen  xy    und  y 
aufzufassen,  deren  Integration  etwa  liefert: 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  gestattet 

Uf^x-^-  und  besitzt  mithin  den  Multiplicator  — > r-     Ihre   Inte- 

ox  ^  xcp(y,  a) 

gration  verlangt  also  noch  eine  Quadratur. 

Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

^-0(y,xy')  =  O 

verlangt   mr  Integration   die   einer  Differentialgleichung  erster   Ordnung 
und  eine  Quadratur,  was  natürlich  längst  bekannt  ist. 

Um  auch  einmal  ein  Beispiel  rechnerisch  durchzuführen,  sei 

xy"  —  xy^-\-  y  =0 

vorgelegt.     Diese  Differentialgleichung  hat   die  obige  Form,   denn  sie 
lässt  sich  so  schreiben 


xy 
oder 


^         xy+l=0 


dy 
oder 

d  lg  (xy)  ==dy 

und  giebt  einmal  integriert: 
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xy  =  ae^ 
oder 

„  ,  ndx 

e~yaii  = 

•^  X 

Integrieren  wir  nochmals^  so  kommt 

—  e~'-'  =  a]g  X  —  h 
oder 

y==-  lg  (J^  —  alg  x). 
4.  Beispiel:  Wir  wollen  zeigen,  dass  jede  lineare  Differentialgleichung^^ 
ziveiter  Ordnung: 

(19)  y"  +  X,  {x)y'  +  X{x)y  +  X,{x)  =  0, 

sobald  eine  particulare  Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 
zwischen  z  und  x: 

(20)  /'  +  X^(x)z  +  X{x)0  =  0 

beJcannt  ist,  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  redu- 
ciert  werden  kann.  Diese  bekannte  Theorie  lässt  sich  nämlich  folgen- 
dermassen  aus  unseren  allgemeinen  Principien  ableiten: 

Ist  y  irgend  eine  Lösung  von  (19)  und  z  eine  bekannte  particu- 
lare Lösung  von  (20),  so  ist  offenbar  auch  y  -\-  ^  •  Const.  eine  Lösung 
von   (19).     Dies  können   wir   auch    so   aussprechen:     Die   Differential- 
gleichung (19)  gestattet  die  Transformationen: 
Xx  =  x,     y^=y  -{-  z{x)t, 
die   eine   eingliedrige  Gruppe   mit    der   infinitesimalen   Transformation 

bilden.  Da  also  (19)  diese  bekannte  infinitesimale  Transformation 
zulässt,  so  verfahren  wir  nunmehr  nach  den  oben  gefundenen  Regeln. 
Es  ist  hier  ti^  x  anzunehmen.     Da  ferner 

also  V  Integral  des  simultanen  Systems 

dx         dy    dy 

0  z{x)         z'{x) 

ist,  so  kann 

V  ^  zy  —  zy 

angenommen  werden.     Dann  wird 

dv         zdy'  —  z' dy  -f-  z'y'dx  —  z"ydx  ,,  ,, 

w^-:r-^  — ^ , —  ^zy    —zu. 

du  dx  ^  ^ 

Die  Gleichung  (19)  muss  sich  demnach  auf  die  Form  bringen  lassen: 

zy"  —  z"y  -  ^{x,  zy  —  z'y)  =  0. 


liinoare  Diff- 
zweit.  O. 
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In  der  That  brauchen  wir  zu  dem  Zweck  nur  ^  linear  in  zy  —  z  y 
anzunehmen.     Daun  haben  wir  nämlich 

(21)  zy'  —  z'y  +  X{x)  {zy  —  z  y)  +  ii{x)  =  0. 

Der  Vergleich  von  (19)  mit  (21)  giebt  wegen  der  Identität  (20): 

(22)  X  =  Xi  (x),    fi  =  z(x)  Zo  (x). 
Da  (21)  die  Form 

^-\-  X{u)v-\-  ^(u)  =  0 

hat  und  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u,  v 
ist,  so  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  (vgl.  5.  Beispiel  des  §  3, 
8.  Kap.): 

v^  zy  —  /y  =  e~-^  ''^'^  ( —  I ^e^  '^'^  dx  -\-  a) 

oder  nach  (22): 

0y'  -  /y  =  e-'f''''\-fzXy ''"'''  dx-\-a). 

Dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y, 
die,  weil  sie  JJf'^zix)  -^  gestattet,  linear  sein  muss  (vgl.  das  citierte 
Beispiel),  was  auch  wirklich  der  Fall  ist.     Sie  giebt  also  integriert 

Verkürzte  5.  Beispiel:     Die   sogenannte  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 

lineare 

Diffgi.  2.  o.  zweiter  Ordnung 

y'-{-X,{x)y'+X(x)y  =  0 
gestattet  offenbar  jede  Transformation 

^1  """^  ^5       Vi  ^"^^  ^y y 

also  auch  die  infinitesimale 

Sie  kann  daher  auf  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück- 
geführt werden.     Bei  dem  jetzigen   Uf  ist  weex  und  wegen 

Vf=yjy  +  yj^, 
auch  t;  EEE  ™  zu  setzen.     Nun  ist 

y 

dv  ___  yy    —  y  ^ 


w  ^=i 


du  y'^ 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  muss  auf  die  Form 

3 0(u,  v)  =  0 

au  ^  T    y 

reducibel  sein.     In  der  That  geht  sie,  wenn 
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x  =  u,    y'  =  yv,     y"  eee  y{w  +  v^)  =  y  \-^  +  v^) 
substituiert  wird,  über  in 

Dies  ist  eine  Biccati'sche  Gleichung  zwischen  u  und  v.  Ist  sie  inte- 
griert, so  findet  man  alsdann  durch  eine  Quadratur  das  Integral  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Diese  Reduetion 
ist  übrigens  längst  bekannt. 

§  6.   Andere  Integrationsmethode  für  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung    mit    bekannter    infinitesimaler    Transformation.      Weitere 

Ausführungen  und  Beispiele. 

Wir  gaben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Methode  an,  wie  man 
zur  Integration  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  Sl{x,  y,  y,  y")  =  0 
mit  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation  üf  verfahren  kann. 

Ein  zweiter  Weg  ist  nun  dieser:  Wir  führen  canonische  Veränder- 
liche der   Gruppe    Uf  ein.      Dies   verlangt  ausser  der  Integration   der 

Differentialgleichung 

dx dy 

T~T 

nur  eine  Quadratur  (vgl.  Satz  4,  §  2,  Kap.  3).  Seien  j,  t)  die  neuen 
Veränderlichen.      Uf  nimmt    durch    Einführung    derselben    die    Form 

-J-  an.     Nach  dem  1.  Beispiel  des  §  5  (und  nach  Satz  4,  §  1  dieses 

Kapitels)  muss  alsdann  ^(x,  y,  y,  y")  =  0  notwendig  übergehen  in 
eine  Gleichung  von  der  Form 

die  wir  durch  Auflösung  der  in  j,  t)  geschriebenen  Gleichung  fl  =  0 

nach  t)"E^-T^  erhalten.     Es  ist   dies   eine  Differentialgleichung  erster 
aj 

Ordnung  zwischen  t)  und  j,  nach  deren  Integration  eine  Quadratur  l) 
liefert. 

Demnach  verlangt  dies  zweite  Verfahren  zur  Integration  von 
iJi  =  0  nach  einander  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  eine  Quadratur,  die  Integration  einer  zweiten  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  endlich  noch  eine  Quadratur,  d.  h.  genau 
ebensolche  Operationen  ivie  das  erste.  Factisch  ist  ja  auch  diese  Me- 
thode nur  ein  specieller  Fall  der  früheren,  denn  j;  ist  genau  dasselbe 
wie  das  frühere  %(,  und 
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^         dl 
ist  eine  Differentialinvariante  (vgl.  S.  284). 

Theorem  37:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zwischen  x  und  y:  Sl{x,  y,  y',  y")  =  0  eine  be- 
kannte infinitesimale  Transformation  in  x,  y,  so  kann  man 
ihre  Integration  leisten  durch  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  in  x,  y,  eine  darauf  folgende  Qua- 
dratur, die  alsdann  auszuführende  Integration  einer  zweiten 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen 
nnd  schliesslich  noch  eine  Quadratur. 

Später  wird ,  wie  wir  schon  bemerkten ,  die  Integration  von 
iß  =  0  auf  die  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  Qua- 
dratur zurückgeführt  werden. 

Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Methode  des  vorigen  Para- 
graphen, bestehend  in  der  Verwertung  einer  Invariante  v  von  V f 
noch  einen  gewissen  Grad  von  Beweglichkeit  besitzt.  An  Stelle  von 
V  nämlich  kann  offenbar  jede  Function  von  u  und  v,  die  v  wirklich 
enthält,  benutzt  werden.  Es  gereicht  dies  der  Methode  zum  Vorteil, 
denn  man  ist  dann  in  der  Lage,  unter  den  verschiedenen  Functionen  v 
eine  solche  auszuwählen,  deren  Benutzung  am  bequemsten  zum  Resul- 
tate führt.  So  hätten  wir  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Integration 
der  linearen  Differentialgleichung  (4.  Beispiel)  an  Stelle  von 

v^zy  —  z  y 
irgend  eine  Function  von  u  und  v,  also  von  x  und  zy  —  z' y  benutzen 

können,  z.  B.  auch    -—  =  -^ — t  --  •     Die  damals  benutzte  Function  v 

'  dx  z^ 

aber  führt  am  bequemsten  zum  Ziele. 

Diffgi.  zweit.         Schliesslich  machen  wir  noch  auf  den  wichtigen  Umstand  aufmerk- 
keine'inf.  sam,  dass  McM  jedc  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  xundy 

Tfr.    zu-  1       m  /•  •  •  i  ^  •  • 

lassen,  emc  infinitesimale  Transformation  m  x,  y  gestattet,  wahrend,  wie  wir 
wissen,  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  immer  eine  solche, 
ja  unendlich  viele  zulässt  (vgl.  Satz  8,  §  4  des  6.  Kap.).    Z.B.  gestattet: 

y"  —  e^  —  e-y'  —  xy  =  0 

keine  infinitesimale  Transformation.    Dies  ist  leicht  nach  Theorem  35 
des  §  3  einzusehen.    In  dem  damals  gegebenen  Kriterium  wäre  nämlich 

CO  EU  e^'  -\-  e~y'  -\-  xy 

zu  setzen.     Alsdann  lautet  die  Bedingung: 


Andere  Integrationsmethode,  weitere  Ausführungen,  Beispiele.  385 

(^,  -  21.  -  3^,y')  {ef  +  e-/  -\- xij) 

ly  — 'nx  —  {it\:c  ^r  {nv  -  ^-)  y  —  kv'^')  K—  ^"''1  =  ö. 

Die  hier  nicht  mitgeschriebenen  Glieder  sind  frei  von  y  oder  mit  y 
oder  y'^  behaftet  und  enthalten  ausserdem  nur  die  Differentialquotienten 
von  I  und  rj.  Diese  Relation  soll  für  jedes  x,  y,  y  bestehen.  Da  | 
und  rj  andererseits  nur  x,  y  enthalten,  so  resultieren  offenbar  zunächst 
die  beiden  Bedingungen: 

rjy  —  2|^  —  3iy2/'  =  0. 

V^  +  (Vy  —  lx)y'  —  lyy''^  =  0, 

deren   erste   liefert  i,y  =  0,  %  =  2^x,   deren  zweite   r}^  =  0,  rjy  =  |., 

d.  h.  es  ist  ^x^Vy^^  ^"^  ^  ^"^  '^  ^^^^  Constanten.    Nun  schrumpft 

unsere  Relation  zusammen  auf 

^y  +  'nx  =  0 
d.  h.   I  ^  1^  ^  0.     Es    giebt    demnach    keine    infinitesimale    Transfor- 
mation  ^  -^  -\-  rj  ^  in  x,  y,  welche  die  Differentialgleichung: 

y"  —  &'  —  er-y'—  xy  =  0 
invariant  lässt. 

Der  analytische  Grund  dafür,  dass  es  zwar  stets  infinitesimale 
Transformationen  giebt,  welche  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  invariant  lassen,  dagegen  nicht  stets  eine  solche,  die 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt, 
ist  leicht  einzusehen. 

Dafür  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

^'=l|rl  =  ^*^^^^) 

die  infinitesimale  Transformation  |  ^ h  ^  ^^  gestattet,  ergab  sich  das 

0 X    ^     '  cy  ^  '     ° 

Kriterium : 

dx  cy  ox  oy  ox  oy  ox  öy 


X  Y 

(vgl.  §  2  des  6.  Kap.)  oder: 

nx  +  {ny  —  ix)<p  —  ly(p^  —  I  gl  —  7?  g|  =  0. 

Es  enthält  dies  nur  x  und  y,  nicht  y.  Nimmt  man  also  |  irgendwie 
an,  so  ist  dies  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  ^, 
welche  sich  stets  erfüllen  lässt.  Dagegen  enthält  das  Kriterium  des 
Theorems  35  des  §  3  für  die  Invarianz  von 

y"  —  G){x,  y,  y)  =  0 
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bei  der  infinitesimalen  Transformation  |  ^ \~  V  '^  ausser  x,  y  noch  y  . 

Es  sollen  aber  |  und  ri  frei  von  y  sein.  Dies  Kriterium  zerfällt  also 
in  eine  Anzahl  von  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  von  | 
und  ri,  da  es  für  jedes  y  bestehen  muss,  und  es  ist,  wie  unser  obiges 
Beispiel  lehrt,  wohl  möglich,  dass  diese  Gleichungen  sich  nur  durch 
I  EE  t^  ^  0  erfüllen  lassen. 

Weil  jene  Bedingung  bei  gegebenem  a  in  eine  Anzahl  Relationen 
zwischen  |,  ri  und  ihren  Differentialquotienten  zerfällt,  ist  es  anderer- 
seits häufig  leicht,  eine  oder  einige  infinitesimale  Transformationen 
anzugeben,  welche  y"  —  0  =  0  gestattet.  Wir  werden  dies  an  einem 
unten  folgenden  Beispiele  sehen. 

Veraiigo-  Wir  geben  hier  in  aller  Kürze  die  Verallgemeinerung  des  Theorems  36 

T&r^-itgQh-  des   §  5    für   Diiferentialgleichungen    höherer   Ordnung   an.      Es    liege   eine 
uisse.     infinitesimale  Punkttransformation 

vor.     Wir  können  nach  allen  Differentialgleichungen  m^'^  Ordnung: 

y^  —  Slix,y,y'--y^'^-^^)  =0 

fragen,  welche  Uf  gestatten.  Wir  fanden,  dass  man,  um  alle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  welche  bei  Uf  invariant  bleiben, 
so  vorgehen  kann:  Man  bestimmt  die  Invariante  u  von  Uf  und  eine  y 
enthaltende  Invariante  v  der  einmal  erweiterten  Gruppe   U'  f.    Alsdann  ist 

s—  eine  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gruppe   U"  f  und 

du  rr  I 

du  ^  '    ^ 

die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Um  nun 
invariante  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man  die 
eine    Invariante    der    dreimal    erweiterten    Gruppe      U'" f  gleich    Null    zu 

,  dv 

setzen.  Nun  kann  man  zeigen,  dass  —^ —  =  -j—i^  eine  solche  y "  enthal- 
tende   Invariante    ist,    also   jede   andere    eine   Function    von  u,  v,   ^   und 


v^,  sein  muss.     Demnach  ist; 
du^ 


d 
du 


V  _  /  dv\        ^ 


die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

So   findet   man   überhaupt,   dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
^ter  Qrdnung 

y(-')  —  Sl{x,  y,  7/ ■  "  y(»'-'))  =  0, 

welche   Uf  gestattet,  die  Form  hat: 
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du"'-^  \  du'  du'"^^/ 

Aufgefasst  als  Diflferentialgleichung  in  ic  und  v  ist  sie  nur  von  (m  —  !)**"" 
Ordnung. 

Liegt  eine  Differentialgleichung  m^^  Ordnung 

yim)  —  Sl{x^y,y'  •  •  •  3/(«-i))  =  0 

vor,  welche  eine  helcannte  infinitesimale  PunJcttransformation  Uf  gestattet^  so 
wird  man  also  durch  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

dx dy 

T~T 

ihr    Integral    u    bestimmen,    alsdann    in    bekannter    Weise    vermöge    einer 

Quadratur  v   berechnen    und    nun   die   vorgelegte   Dißerentialgleichung   auf 

die  Form 

d'^-^v          J          dv            d'"-'^v\ 
—  ^\u,v,  ^r^.  ■ 1  =  0 

ß^^n-X  \  du-  du"^-^) 

bringen,  was  nur  ausführbare  Operationen  erfordert.  Es  ist  dies  eine 
Differentialgleichung  (m  —  1)^^  Ordnung  in  u  und  v.  Hat  man  sie  inte- 
griert, also  etwa  gefunden: 

V  f{u,  Ci,  C2  •  •  •  Cm-l)  =  0, 

so  stellt  diese  Integralgleichung,  aufgefasst  als  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  zwischen  x  und  y,  eine  bei  Uf  invariante  Gleichung  vor.    Mithin 

bestimmt  sich  schliesslich  y  als  Function  von  x  und  m  Constanten  durch 
eine  weitere  Quadratur. 

1.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  •  Beispiele 


Hier  kann,  wie  wir  wissen: 
gesetzt  werden,  also: 


M  =  aj,     V  z=zy 


dv 


du=y 


du- 


=  2/ 


sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  m*^'  Ordnung,  welche    Uf  ge- 
stattet, die  Form  hat: 

y{m)     _     0(^^    y'^    y"   ...    y(m-X)^     =    Q, 

d.  h.  frei  von  y  ist.     In  der  Form  geschrieben: 

^V_^f^     ,^  d-'y\  _  Q 

ist   sie   eine   Differentialgleichung   (m  —  1)'°"^   Ordnung   zwischen   x  und  y . 
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Diffg^  ^-  ^ erspiel:    Sei 

,«te'  Ordn.  (33)  y^^)  +   X„,_^t/-^-^)  -\ [-   X,^  +   X^  =  0, 

WO  Xjn—i  •  •  •  Xj,  Xq  Functionen  von  x  allein  bedeuten,  eine  vorgelegte 
lineare  Differentialgleichung  m^^^  Ordnung  und  z  eine  bekannte  particulare 
Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung  zvyiscben  x,  z: 

(24)  ^(«)  +  X^^.i^e»-!)  -\ h  Xi^  =  0. 

Alsdann  ist  mit  y  auch  y  -\-  ^  •  Const.  eine  Lösung  von  -(23),  d.  h.  die 
Differentialgleichung  (23)  gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

welche  y  um  zdt  vermehrt.  Uf  hat  die  Invariante  u^EFEx  und  die  Diffe- 
rentialinvariaute  v^EEzy  — s'y.  Die  Gleichung  (23)  lässt  sich  daher  als 
Differentialgleichung  {m  —  l)**''  Ordnung  zwischen  u  und  v  schreiben.    Da 

,  /■        I        dv  „        „        d'^v ,„        „,      ,     ,  n        „  , 

u==zx,    v  =  zy  —  zy,    j^  =  zy  —z  y,     ^^  =  ^2/    —sy  +  ^y—sy 

u.  s.  w.  und  somit 

,        V    ,    z  „        1  dv    ,    z"  ,„         1  d^v        z'  do     ,     z"       ,    z"' 

^         z    ^    z  -^^     -^  z  du    ^     z   ^^     -^  z  du-        z^  du    *     z^       '     z    '^ 

u.  s.  w.   ist,   und   da   2   überdies   die    Gleichung   (24)   identisch   erfüllt,    so 
stellt  sich  die  neue  Gleichung  als  eine  lineare  Bifferentialglcichung  (ni  —  If^^ 
Ordnung  zivischen  u  und  v  dar.     Diese  Reduction  ist  längst  bekannt. 
Verkürzte  5.  Beispiel:    Die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 

lin.  Diffgl. 

,„ter  ordn.  «/(«)  _|-   X^^-i^^-^)  + \-   X^y  =  0 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn    mit  y   ist   auch  y  ■  Const.   eine   Lösung   derselben.      Uf  hat   die   In- 

y' 

Variante    u^  x    und    die   Differentialinvariante    v  ^  -^  •     Also   lässt   sich 

y 

die  vorgelegte  Gleichung  auf  eine  Differentialgleichung  (ni  —  l)*'''  Ordnung 
zwischen  u  und  v  zurückführen.     Es  ist  zu  setzen 

/  ■  // dv     ,        ,  Idv     .      A 

x  =  u,     y  -^  vy,     y   =yj^^-\-  vy  -_=  y\j^-\-  v~)  , 

u.  s.  w.  Macht  man  diese  Substitutionen,  so  hebt  sich  der  Factor  y 
überall  fort  und  es  ergiebt  sich  in  der  That  eine  Differentialgleichung 
{m  —  l)*^^"^  Ordnung  zwischen  u  und  v,  die  aber  nicht  linear  ist.  Auch 
diese  Reduction  ist  lange  bekannt. 

Was  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  schon  galt,  gilt 
in  noch  höherem  Grade  für  die  höherer  Ordnung:  Es  gicht  Differential- 
gleichungen m^'^  Ordnung,  welche  Jceine  infinitesimale  PunJcttransformaiion 
gestatten. 


Andere  Integrationsmethode,  weitere  Ausführungen,  Beispiele.  389 

Wir  wollen  nunmehr  noch  einige  Beispiele  zu  den  Entwickelungen 
dieses  Kapitels  überhaupt  geben. 

1.  Beispiel:    Die  oo^  Geraden  der  Ebene  sind  die  Integralcurven  Beispiele. 
der  Differentialgleichung 

y"=  0. 

Wir  fragen  nach   allen  infinitesimalen  Punkttransforraationen,  welche 
diese  Differentialgleichung  invariant  lassen,  also  jede  Gerade  der  Ebene 
wieder  in  eine  Gerade  überführen,  d.  h.  nach  allen  infinitesimalen  i'^o-  .^^^"""5^^.^ 
jectiven  Transformationen  der  Ebene. 

Nach   Theorem  35  des   §  3   haben    wir,    weil    in   unserem   Falle 
o^O  ist,  I  und  r}  der  Bedingung  zu  unterwerfen: 

Sie  zerfällt,  da   |   und   7}   nur  x   und  y   enthalten   sollen,  in  die  vier 
einzelnen: 

Die  erste  und  letzte  lehren,  dass  |  und  iq  die  Form  haben: 

Avo  X,  Xo  nur  x  und   Y,  Yq  nur  y  enthalten.     Die  beiden  mittleren 
Bedingungen  lassen  sich  einmal  integrieren  und  geben: 

%  —  2|,,  =  X^{x),_    1.^  —  2ny  =  Y^{y), 
sodass 

31,  =  -2X, -r„     ^ri,=  -2Y^-X, 

wird.     Vergleichen  wir  dies  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  |  und  t], 
so  kommen  die  Forderungen: 

3XV  +  3Xo'=-2X,-r„ 

3  r'a;  +  3  To'  =  -  2  r,  -  X,. 

In  der  ersten  kommt  y  links  linear  und  rechts  nur  in   Y^  vor.    Dem- 
nach ist  Y^  linear  in  y  und  also  von  der  Form 

Y^  =  —  3c?/  —  ?>d, 
wo  c  und  d  constant  sind.     Ganz  analog  wird 

Xi  =  —  3a^  —  3&. 

Nunmehr  hat  y  in  der   ersten  unserer  beiden  Bedingungen  links  den 
Coefficienten  3X',  rechts  3  c,  daher  ist 

X'  =  c  und  analog   Y'  =  a, 
also 

X  =  ex  -\-  y,     Y  =  ay  -\-  a. 

Jetzt  liefern  unsere  Forderungen  noch: 
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X^'=2ax  +  2b-\-d, 

Y;=2cy-\-2d  +  h, 
also: 

Xo  =  ax^  +  {2b  +  d)x  +  ß, 

Y,  =  ctf  +  (2d  +  &)^  +  d. 
Wir  haben  also  zu  setzen: 

l={cx  +  y)y  +  aa;^  +  (2&  +  (^)^  +  /3, 

7?  ^  (a^  4"  a)x  +  c«/''^  +  (2f?  +  ^)^  +  ^• 

Bezeichnen   wir  die   Constanten   anders,    so  finden  wir  folglich,    dass 

jede  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  die  Form  hat: 

Vf^{a-\-  cxA^  dy  -\-  hx^  +  hxy)  ^  + 

+  (b  +  ex  +  gy  +  hxy  +  hy^)  -^^ • 

Sie  enthält  acht  willkürlich  annehmbare  Constanten,  setzt  sich  also 
linear  mit  arbiträren  constanten  Coefficienten  aus  den  acht  besonderen 

zusammen: 

df_       d^  d£  dl  dl  df_ 

dx^      dy'        dx'     ^  dx'         dy^     "^  dy^ 

0 X    '      "^  cy^        "^  ox    ^    ^    cy 

Man  vergleiche  hiermit  die  in  §  4  des  4.  Kap.  über  die  infinitesimalen 
projectiven  Transformationen  gemachten  Bemerkungen.  Die  jetzige 
Ableitung  hat  den  Vorzug,  dass  sie  keinerlei  Sätze  aus  der  projectiven 
Geometrie  entlehnt. 

2.  Beispiel:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwischen  den  Coordinaten  x,  y  in  der  Ebene  definiert  oo^  Curven. 
Wenn  x^,  y^  die  Coordinaten  des  zum  Punkte  {x,  y)  gehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunktes einer  Integralcurve  sind,  so  drücken  sich  bekanntlich 
Xi  und  y^  durch  x,  y,  y  y"  aus,  und  umgekehrt  lassen  sich  y  und  y" 
durch  x^  und  y^  ausdrücken.  Demnach  können  aus  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung 

•  «^C^,  y,  y\  y")  =  o 

y'  und  y"  entfernt  und  dafür  x^  und  y^  eingeführt  werden.  Die  Inte- 
gralcurven  sind  alsdann  definiert  durch  eine  gewisse  Relation  zwischen 
den  Coordinaten  der  Curvenpunkte  {x,  y)  und  ihrer  Krümmungsmittel- 
punkte {x^,  y^).  Unter  Umständen  kann  man  aus  dem  geometrischen 
Sinn  dieser  Relation  ohne  weiteres  erkennen,  dass  die  Curvenschar 
eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet  und  die  Inte- 
gration also  nach  unseren  Regeln  zu  vereinfachen  ist.    Natürlich  kann 
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jene  Relation  noch  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  werden,  je 
nachdem  man  diese  oder  jene  Bestimmungsstücke  als  Coordinaten  der 
Punkte  (x,  y)  und  {x^,  y^  benutzt.  Einige  Beispiele  sollen  dies  er- 
läutern. 

Man  soll  alle  Curven  finden,  welche  durch  eine  Relation  zwischen 
Radiusvector  r  des  Curvenpunktes,  Krümmungsradius  q  desselben  und 
dem   Winkel   ip   des    Radius- 
vectors  r  mit  dem  Krümmungs- 
radius Q  definiert  werden: 

ß(r,  Q,  t)  =  0. 
(Fig.  33.)  Es  ist  klar,  dass 
eine  solche  Curve  bei  einer 
Hotation  um  den  Anfangspunkt 
in  eine  ebensolche  übergehen 
muss.     Ihre    Differentialglei- 


J/ 

y^ , 

\' 

^^ 

/r    J/\ 

\ 

^^ 

/               i 

1 

JC 

JC, 

Fig.  33. 


chung    gestattet    mithin    die    infinitesimale    Rotation 


^  ■dx~^      dy 
Zur  Integration   werden  wir  canonische  Veränderliche  dieser  Rotation 

einführen,  also  Polarcoordinaten,  den  Radiusvector  r  und  den  Winkel  g) 
desselben  mit  der  a;-Axe.  Nach  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
gemachten  Bemerkungen  muss  alsdann  die  Differentialgleichung,  ge- 
schrieben in  r,  9?,  die  Form  haben 

qp"  -  0(r,  g)')  ==  0, 

wo  w  =  -r- ,   cp"  =  -r~   ist.     Sie    stellt    sich   also   als    Difi'erentialglei- 
^        dr  ^    ^  dr  ° 

chung  erster  Ordnung  zwischen  r  und  90'  dar.     Ihre  Integration  liefert 

etwa: 

(p  =  CD  (r,  a) 
und  eine  Quadratur: 

(p  =  jcair,  d)dr  -\-  h, 

daher:  Ist  eine  CurvenscJiar  in  der  Ebene  dadurch  definiert,  dass  eine 
Relation  ztvischen  Badiusvector ,  Krümmungsradius  und  dem  Winkel 
heider  besteht^  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 

Wir  wollen   mit  t   den  Winkel   der  Tangente  der  Curve  mit  der 
a;-Axe  bezeichnen.     Angenommen,   es   bestehe   eine  Relation  zwischen 

X,  X  und  Q'. 

£i(x,  t,  q)  ==  0. 

Wenn  wir  eine  solche  Curve  längs  der  y-Axe  verschieben,  so  bleiben 
X,  t  und  Q  ungeändert,  d.  h.  sie  geht  in  eine  ebensolche  Curve  über. 
Mithin   gestattet  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  infini- 
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tesimale  Translation  g--  Sie  ist  mithin,  geschrieben  in  x,  y,  frei 
von  y,  also  von  der  Form: 

Demnach:  Ist  eine  Curvenschar  in  der  Ebene  durch  eine  Relation 
zwischen  der  Äbscisse,  der  Tangentialneigung  und  der  Krümmung  im  all- 
gemeinen CurvenpunJcte  definiert,  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 
Sei  @  der  Winkel,  den  der  Strahl  von  0  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte mit  der  a;-Axe  bildet.     Es  bestehe  eine  Beziehung 

Si{(p,  r,  @)  =  0 
zwischen  den  drei  Winkeln  cp,  t,  ®.  Eine  Curve  möge  also  dieser 
Relation  genügen.  Vergrössern  wir  dieselbe  vom  Anfangspunkt  aus, 
so  bleiben  qp,  r  und  ®  ungeändert,  d.  h.  auch  die  neue  Curve  erfüllt 
die  Relation.  Demnach  gestattet  die  Differentialgleichung  aller  der- 
artigen Curven  die  infinitesimale  ÄhnlichJceitstransformation 

df    .        df 

^  ^  -r  y  -^' 

öx    '    ^  oy 
Die  Grössen  cp  =  arctg  —  und  u  =  lg  Yx^  -\-  y^  sind  canonische  Ver- 
änderliche  derselben.     Wenn   wir  also   die  Differentialgleichung  in   (p 
und  u  schreiben,  so  wird  sie  von  der  Form: 

^-^(g),M')=0, 

wo  u  ==  -r-  ist.     Also   sehen  wir:     Wird  eine  Schar   von  c»^   Curven 
acp 

durch  eine  Relation  zwischen  der  Richtung  des  Radiusvectors  eines  all- 
gemeinen Curvenpunhtes ,  der  Richtung  der  Tangente  desselben  und  der 
Richtung  des  Radiusvectors  des  zugehörigen  KrümmungsmittelpiinMes  defi- 
niert, so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 


Kapitel   17. 

Differentialgleichuiigen   zweiter  Ordnung  in  oc,  y,   welche  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.   Grrnppen  von  infinitesimalen 

Transformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  entwickelten  wir  eine  Integrationstheorie  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  einer  bekannten  infinitesi- 
malen Transformation.  Nun  aber  ist  es  wohl  möglich,  dass  eine  solche 
Gleichung  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 
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und  man  wird  es  plausibel  finden,  dass  in  einem  solchen  Falle  das 
Integrationsgeschäft  noch  weiter  vereinfacht  werden  kann. 

Demnach  werden  wir  in  diesem  Kapitel  überhaupt  den  Inbegriff 
der  bekannten  infinitesimalen  Punkttransformationen  betrachten,  welche 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  gestattet, 
und  werden  dadurch  zu  einem  sehr  wichtigen  neuen  Begriff,  m  den 
Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  geführt  werden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  werden  wir  diese  Theorien  weiter  ent- 
wickeln und  verwerten. 

In  §  1  werden  wir  zunächst  einen  wichtigen  Hülfssatz  ableiten, 
den  wir  in  §  2  anwenden  müssen. 

§  1.     Erweiterung  eines  Klamm erausdruckes. 
Eine  infinitesimale  Transformation: 

kann,  wie  wir  wissen,  durch  Mitberücksichtigung  der  Transformationen 
des  ersten,  zweiten  u,  s.  w.  Differential quotienten  y\  y"  •  •  ■  erweitert 
werden.  Die  erweiterte  Transformation  bezeichneten  wir  —  und  wollen 
das  auch  jetzt  thun  —  mit  TJ'f,   U"f  u.  s,  w. 

Liegen  nun  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  ^Ja/" 
vor,  so  kann  man  den  Klammerausdruck  {UiU^)  bilden,  der  wiederum 
eine  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  darstellt,  und  ihn  der  Er- 
weiterung unterwerfen.  Wir  werden  die  erweiterten  Klammerausdrücke 
mit  {Ui^U^y,  (JJ^U^"  u.  s.  w.  bezeichnen.  Andererseits  kann  man  nun 
auch  mit  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^f  Ü^f'-, 
U^'f,  C/g"/"  u.  s.  w.  die  Klammerausdrücke  (JJ-^U^),  {üi^'U^')  u.  s.  w. 
bilden. 

Nahe  liegt  die  Vermutung,  dass  dann 

{U,UJ={U,'U,'), 

u.  s.  w.  ist,  denn  es  stimmen  die  Ausdrücke  links  und  rechts  sicher 
in  den  Coefficienten  von  -^  und  -J-  überein,  die  nur  x,  y  enthalten. 
Wir  werden  beweisen,  dass  jene  Identitäten  in  der  That  richtig  sind. 

Um  den  Beweis  durchzuführen,  brauchen  wir  einen  Satz,  den  wir  Hüifssatz. 
gleich  jetzt  angeben: 

Satz  1:  Stehen  q  symbolische  Ausdrücke  V^f,  V^f  •  ■  •  Vqf  m  zwei 
Symbolen   W^f,  W^f  in  Beziehungen  von  der  Form: 


394  Kapitel  17,  §  1. 

(»•  =  1,  2  .  .  .  <j) , 

WO  die  a  und  ß  irgend  welche  Functionen  der  Veränderlichen  'bedeuten 
sollen,  so  besteht  auch  swischen  jedem  Vf  und  {W-^^W^  eine  solche 
Belation: 

(*  =  1,  2.-.J), 

WO  die  y  Functionen  der  Veränderlichen  sind. 

Der  Beweis  liegt  ia  der  Jacobi'schen  Identität  (vgl.  §  4  des 
10.  Kapitels).     Es  besteht  nämlich  identisch  die  Relation: 

(( Vi  W,)  W,)  +  (( W,  W,)  V)  +  (( W,  V)  W,)  =  0. 

(ViWi)  und  (ViW^)  sind  nach  den  Voraussetzungen  unseres  Satzes 
linear  ausdrückbar  durch   V^f  •  -  ■  Vqf,  sodass: 

((ViW,)W,)  =  an{V,  >F,)  +  .  ■  .  +  ^lÄV.W,)  - 

—  W.ccn  -VJ W,ai,  •  VJ 

wird.     Hierin  sind  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die 

(Fjn)...(F,TF,) 

lineare  Ausdrücke  der  V^f---  Vqf  und  die  W^aij  gewisse  Functionen 
der  Veränderlichen,  d.  h.  auch  (( Fi  T'Fg)  TF^)  drückt  sich  linear  durch 
VJ-'-  Vqf  aus.  Dasselbe  gilt  von  (( TTg F;) TFJ  oder  -  {{ViW^)W,). 
Die  obige  Jacobi'sche  Identität  zeigt  mithin,  dass  sich  auch  (( W^  TFg)  F) 
oder  ( Fi ( IFi  IF2))  linear  durch  V^f  •  •  •  Vqf  ausdrückt,  womit  Satz  1 
bewiesen  ist. 

Wir  kommen  nun  zum  Nachweis  dafür,  dass  der  Klammer- 
ausdruck (JJyU^)  zweier  erweiterter  infinitesimaler  Transformationen 
Z7//'  und  U^f  gleich  der  Erweiterung  des  Klammerausdruckes  {U^U^ 
zwischen  den  ursprünglichen  Transformationen  U^f  und  TJ^f  ist.  Man 
könnte  den  Nachweis  direct  führen,  indem  man  {U^U^)  wirklich  be- 
rechnete und  zeigte,  dass  dieser  Ausdruck  die  Erweiterung  von  {U^U^) 
ist.  Aber  das  erfordert  ausserordentlich  lange  Formeln.  Deshalb 
schlagen  wir  einen  kürzeren  Weg  ein,  indem  wir  ein  Verfahren  be- 
nutzen, das  freilich  zunächst  wie  ein  Kunstgriff  aussieht,  während  es 
in  Wirklichkeit  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Methode  ist*). 


*)  Insbesondere  sei  bemerkt,  dass  man  in  dieser  Weise  eine  wesentlich  ein- 
fachere Begründung  der  Theorie  der  Differentialinvarianten  als  in  Lie's  „Theorie 
der  Transformationsgruppen",  Abschn.  I,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  Engel, 
Leipzig  1888,  geben  kann. 
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Q    •  Nachweis, 

o61  dass 

eine  vorgelegte  infinitesimale  Punkttransformation,  die  wir  einmal 
erweitern,  sodass  sich  ergiebt: 

wo  1^'  der  bekannte  Ausdruck  in  den  ersten  Differentialquotienten  von 
^,  rj   und  in  y    ist;   wie   wir   wissen  (vgl.  §  3  des  13.  Kapitels)  lässt 

sich  rf  kurz  so  schreiben: 

r  __dr] >  d^ 

'         dx        "^  dx' 
wenn    hierin    die   Differentiation  nach  x  total   aufgefasst  wird,    d.  h. 
allgemein: 

dx       dx    '    "   dy 

gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  dieses  Operationssymbol  mit  Bf,  setzen 

wir  also: 

Bf='  —  -\-'u'  — 

so  wird  folglich: 

rf  "^  Byj  —  y'Bl^ 

und   U'f  kann  nunmehr  so  geschrieben  werden: 

(1)  u'f^ili  +  n%  +  {Bn-yBi)li^. 

Das  Zeichen  Bf  kann  ebenso  wie  Uf  als  das  Symbol  einer  infinitesi- 
malen Transformation  aufgefasst  werden,  und  in  dieser  Auffassung 
wollen  wir  den  Ausdruck  B{TJ'f)  —  U'{Bf),  also  den  Klammer- 
ausdruck (jB  U'),  berechnen.     Offenbar  kommt: 

BilTf)  -  VXBf)  ^  (^1  +  y  |)  li  +  (il  +  y  ||)  %  - 

Den  Coefficienten  q  von  >,-,  haben  wir  nicht  ausgerechnet,  weil  er 
nicht  gebraucht  wird.  Der  Coefficient  von  -J-  ist  nun  I?|,  der  von 
-~-  ist  y'B^,  sodass  sich  ergiebt: 

oder  also,  wenn  noch  der  Ausdruck 

gesetzt  wird: 

(2)  (BU')^B^-Bf+QCf 
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Ferner  ist  mm 

{CU')  -^  G{ü'f)  -  U\Cf)  =  -  J5|  1^ , 
d.  h.: 

(3)  (CU')  =  aCf. 

Nach  (2)  und  (3)  drücken  sich  also  (BU')  und  {CU')  linear 
durch  Bf  und  Cf  aus. 

Liegt  nun  nicht  eine  infinitesimale  Transformation  üf,  sondern 
liegen  zwei  vor:  UJ  und  U.J,  so  werden  sich  {BU^),  {CU^)  und 
ißU^),  (CU^')  alle  vier  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 

Nach  unserem  Satz  1  (in  welchem  jetzt  Bf,  Cf  die  Rolle  der 
Vif  und  ZJ//",  ü^'f  die  der  WJ,  W^f  spielen  und  ^  =  2  ist)  ergiebt 
sich  demnach,  dass  auch 

{B{U,'U.;))  und  {G{ü;U^)) 
sich  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 
Es  sei  nun  etwa: 

sodass  nach  (1): 

ist.     Da  nun  (C^/C/g')   mit  (JJ^U^)'  jedenfalls  in  den  Coefficienten  von 
-^  und  j-  übereinstimmt,  so  ist  {Ü^U,^)  von  der  Form: 

Bedenken  wir,  dass  Bf^^~-\-ij    „4  ist,  so  kommt  also: 

(i?(  zj;  C4'))  ^  sl .  1^  +  (B-ri  -  0,)  |/  +  ^  |/; , 

wo  wir  den  Coefficienten  ö  von  >,-,  nicht  ausgerechnet  haben.    Dieser 

Klammerausdruck   muss   sich   aber,   wie  bewiesen,   durch   Bf  und   Cf 
ausdrücken,  also  die  Form  haben: 

{B{U,'U,'))  =  XBf-\-  i,Cf=  A  (II  +  2/'  1^)  +  ^  ||;  • 

Es  ist  deshalb,  wie  der  Vergleich  lehrt, 

x  =  Bi 

und 

y'B  ^E^  Btj  —  CO 
oder: 

cj  :^.  Btj  —  y'Bh,, 
sodass 
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d.  h. 

ist.  • 

Satz  2:  Liegen  zwei  infinitesimale  Funkttransformationen  ü^f  und 
ü^f  in  X,  y  vor,  so  ist  der  Klammerausdruclc  der  einmal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  (JJ^TJ^)  gleich  der  Erweiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also: 


Nachweis 
dasa 


Ganz  ähnlich  stellt  sich  der  Beweis  für  die  zweimalige  Erweiterung 
dar.     In   diesem  Falle   benutzen   wir   als  Hülfsausdrücke  die  Symbole:  (^l'^^^V,'). 

Bf=j-^^y  j-y  +  y   ^, 
und 

Alsdann  lautet  die  zweimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation 

mit  Hülfe  der  neuen  Zeichen  so: 

U"f-^  ili  +  n  %  +  ri  f.  +  {T^ri  -  fB'i)  § , 

denn  es  ist  ja  (vgl.  §  2  des  16.  Kapitels): 

„ dr]^  >'  d^ 

^  dx        "^    dx' 

wenn  die  Differentiation  nach  x  total  ist,  d.  h, 

dv'         Sri'     ,       ,  drj'     .       „  drf  -r,,  , 

dx        dx     ^    ^   cy     ^    ^    oy  '  ' 

^  =  ^1    -U  ^'  ^i  =  J5'£. 

dx        dx   ^^  ^  dy 

Bildet  man  nun 

{B^TJ")  =  B{V"f)  -  V"{B'f), 

so  kommt:  * 

-n%-iJrn-y"B'i)lf.  +  <^§ 

oder,  da 

tl  ^  Bri  —  y  Bi, 

war,  also  auch  (weil  |  und  ^  frei  von  y    sind): 

rf  ^  B'ri  —  y'B^i, 
ist: 
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XifV)^mili  +  P%  +  y' §)  +  »§. 

=  B'l-B'f-\-aC'f. 
Ferner  ist: 

Liegen  also  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f  vor, 
so  können  wir  auf  diese  Weise  zeigen,  dass  (B'üi"),  (B'U^'),  (C'C^i"), 
(C  U2")  sieli  linear  durch  JB'f  und  C'f  ausdrücken,  sodass  nach  Satz  1  auch 
(4)  {BXU,'U,"))  =  XBr+^C'f 

sein    muss.     {U^'U^')    stimmt    mit  {UiU^"    in   den   Coefficienten   von 

-7^,  -J-,   -J^  überein.     Mit  Hülfe  der  letzten  Formel  findet  man  in 

ox  ^    cy  ^    cy 

ähnlicher  Weise  wie  oben,  dass  auch  die  Coefficienten  von  3-^  die- 
selben  sind.     Wenn  nämlich 

{U,U,r  ^ i |/  +  ,-  I  +  ^'  1^  +  iSn~y"B%  §-, 
und 

ist,  so  kommt: 

{B\ü;'u;'))  =  -B'l |{  +  {B'n  -  n)  1^  +  {B'n  _  9.) |^  +  ^  ^ 

und  der  Vergleich  mit  (4)  lehrt: 

also: 

y"B'\^  B'ri  —  (p 
oder 

<p^B'rj'—y"B'l, 
mithin 

Satz  3:  Liegen  zwei  infinitesimale  PunkUransformationen  U^f  und 
U^f  in  X,  y  vor,  so  ist  der  Klammeratisdruck  der  zweimal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  (Ui'üf)  gleich  der  Eriveiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  entsprechende  Satz  für  beliebig 
oftmalige  Erweiterung  beweisen.  Wir  wollen  ihn  deshalb  hier  angeben, 
obgleich  wir  ihn  nicht  gebrauchen  werden: 

Satz  4:  Liegen  zwei  infinitesimale  PunJcttransformationen  U^f  und  U2f 
in  X,  y  vor  und  'bezeichnet  der  Index  m  die  m-malige  Ertveiterung,  so  ist 
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An  dieser  Stelle  wollen  wir  den  frülier  versprochenen  rein  analytischen^^J^^'^^j^^" 

Beweis  dafür  führen,  dass,  wenn  u  die  Invariante  und  v  eine  Differential-      dass 

J  "  (^^\— 

invariante    erster    Ordnung    von    Uf    ist,    alsdann    -r-    eine    Differential-      W/      ' 

°  '  du  wennf/M— 0, 

invariante  zweiter  Ordnung  von    Uf^  d.  h.  u'v=q  ist. 

\du/ 
ist.     (Vgl.  §  5  des  16.  Kap.) 

Da  u  frei  von  y    ist,  so  ist  wegen  Uu  ^  0  auch    U'u  ^E  0,  anderer- 
seits ist   U'v  ^  0,  also  auch 

U'(v  —  au)  ^  0, 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Wir  bilden  nun 

dv   _  -"co  +  ^yV  +  ^y'y" 


und  setzen  wie  oben 


du  u^  +  Uy^j 


^'"-dx^y   dy'      ^'^dx^y   dy^y    dy' 

sodass 

dv  'B'v 

du        Bu 
wird.     Nun  ist 

Bu  •  U"{B'v)  —  B'v  ■  U"iBu) 


^"©-^"(y:) 


{Buy 
Nach  dem  Obigen  aber  ist 

U'\B'f)  -  B'{ü"f)  =  {U"B')  =  -  5'^  B'f—  6  -If 

oder,  da  ^  gar  nicht  y'  enthält: 

U'XB'f)  -  B\üy)  =  —  Bl-B'f-6^' 

Dementsprechend  war  auch 

U'{Bf)  -  B{TJ'f)  EEE  -  5^  Bf-  Q^- 

Also  ist,  wenn  hierin  v  und  u  für  f  eingesetzt  werden: 

U"(B'v)  =  B'{U"v)  —  B^-  B'v, 

U'  {Bu)eeeB  (U'u)  —  B^  ■  Bu, 

oder,   da   ü"v  =  U'v  =  0,   U'u  =  üu^O  und   U'{Bu)ee^  ü"{Bu)  ist: 

U"{B'v)  =  —  5|  •  B'v,     U"(Bu)  =  —  Bl-Bu 

und  demnach  wird  nunmehr: 

TT"  i^^\  =  —  Bu-  B^-  B'v  -f  B'v  ■  B^  ■  Bu  _^^ 
^    \du)  —  {Buf  r~ 

was    zu    beweisen    war.     ^j—    ist    also    in    der    That    Differentialinvariante 

du 

zweiter  Ordnung. 
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§  2.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
mehrere  infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

Augenommen,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

y"—  (o{x,y,y')  =  0 

gestatte  mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  ü^fj  U^f,  U^f-"- 
Dies  deckt  sich  nach  Satz  7  des  §  3,  16.  Kapitel,  damit,  dass  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y: 

die  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^f,  TJ.^f, 
^%f '  ■  •  gestattet.  Dies  wieder  findet  nach  Theorem  29  (§  2  des 
15.  Kapitels)  seinen  Ausdruck  darin,  dass  Relationen  bestehen  von  der 
Form: 

wo  ()i,  Q2  •  •  '  irgendwelche  Functionen  der  Veränderlichen  bedeuten. 
Hiernach  ist  aber  auch,  wenn  c^,  Cg  •  •  •  Constanten  bezeichnen: 

(c,U,'f+  c,U,r+  •  •  •,  Äf)  =  (C,Q,  +  C,Q,  +  .  •  .)Af, 
d.h.  die   Gleichung   Af=0   gestattet    auch   die   infinitesimale  Trans- 
formation 

c,ü,r+c,u,'f-^---. 

Wir  hoben  dies  schon  früher  gelegentlich  hervor  (vgl.  §  3  des  15.  Ka- 
pitels). Eine  infinitesimale  Transformation  ü'f  nun,  die  sich  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  aus  einer  Anzahl  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen  Ulf,  U^f-'-  zusammensetzt: 

Tjy^c,u;f+c,u;f  +  ---, 

haben  wir  als  von  U^f,  JJ^f  •  •  •  abhängig  bezeichnet  (vgl  S.  233). 
Demnach  können  wir  sagen,  dass  Af  =  0  alle  von  Uif,  U^'f-'-  ab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen 

U'f^c,U,r+c,U,'f -{-■•• 

gestattet.  Eine  solche  ist  aber  die  Erweiterung  einer  Punkttrans- 
formation 

und  so  folgt  rückwärts,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

y"  —  co(x,y,y')  =  0 

auch  Uf,  d.  h.  jede  von  Uif,  U^f  •  •  •  abhängige  infinitesimale  Trans- 
formation gestattet. 

Satz  5:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
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mehrere  infinitesimale  Punhttransformationen  U^f,  ü^f  -  •  • ,  so  gestattet 
sie  auch  jede  von  ihnen  abhängige  von  der  Form 

c,UJ+c,U,f -}--■■, 

wo  q,  Cg  ■  ■  ■  Constanten  bedeuten. 

Es   geuügt  demnach,  nur  von  einander  unabhängige  infinitesimale  der  n^hh. 
Transformationen  U^f,  TJ^f  •••  zu  suchen,  welche  die  DifferentialgleichungweTche  '^eine 
gestattet,   also   nur   solche,    zwischen   denen   keine   Relation   mit   con-o!  |e»mtet." 
stauten  Coefficienten   besteht.     Denn   mit   diesen  kennen  wir  auch  die 
von  ihnen  abhängigen,  die  also  trivial  sind. 

Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kapitels)  gestattet  Af  =  0  mit 
U^f  und  TJ^f  auch  die  infinitesimale  Transformation  (JJxU^).  Nach 
Satz  2  des  vorigen  Paragraphen  ist  diese  die  einmalige  Erweiterung 
der  Punkttransformation  (JJ-^TJ.^,  und  somit  muss  y"  —  Gi{x,  y,  y)  ==  0 
diese  letztere   gestatten. 

Theorem    38:     Gestattet    die    Differentialgleichung    ^^eiter  -^^^^^^_ 
Ordnung  in  x,  y:  ^'^fr^'i?^^ 

y    —  co(x,y,y)  =  0 

die  beiden  infinitesimalen  Punhttransformationen  ü-^^f  und  U^f, 
so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Punhttransformation 
{U,U,)  oder  U,{U,f)  -  U,{U,f)*) 

Hiernach  können  wir  aus  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  U^f  unserer  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung die  infinitesimale  Transformation  (JJ-JJ^  derselben  ableiten.  Nun 
ist  es  wohl  möglich,  dass  sich  (JJ^Ü^)  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch   Uyf  und   ü-^f  ausdrückt: 

{U,ü,)  =  c,UJ+c,U,f, 
d.  h.  abhängig  von   U^f  und   ü^f  ist.     In    diesem  Falle  hat  sich  nach 
dem  Obenbemerkten  nicht  Neues  ergeben. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  {Ü-^IJ^  von  U^f  und  U^f 
unabhängig  ist.  In  diesem  Falle  würden  wir  also  hiermit  eine  dritte 
infinitesimale  Transformation  unserer  Gleichung   construieren  können: 

TJ,f={üM. 
Nun  Hesse  sich  Theorem  38  auf  ü^f  und  U^f  sowie  auf  Z/g/"  und  U^f 
anwenden,  d.  h.  unsere  Gleichung  würde  auch  {U^U.^)  und  (U^U^)  ge- 

*)  Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  allgemeineren :  Enthält  eine 
Gruppe  von  endlichen  Transformationen  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen U^f  und  U^f,  so  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(C/jC/j).  Ein  besonders  einfacher  Beweis  dieses  Satzes  fijidet  sich  in  den  Math. 
Ann.,  Bd.  24. 

liie,  Differentialgleichungen.  26 
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statten.  Sind  diese  von  U-i^f,  C/gf,  U^f  unabhängig,  so  haben  wir 
neue  infinitesimale  Transformationen  UJ^,  TJ^f  der  Gleichung  gefun- 
den u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  man  unter  Umständen  aus  zwei  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
durch  Differentiationsprocesse  eine  Reihe  weiterer  infinitesimaler  Trans- 
formationen derselben  herleiten  kann,  die  nicht  von  den  ursprünglichen 
und  von  einander  abhängig  sind. 

Ein  Beispiel  wollen  wir  hierfür  angeben. 
Beispiel.  Beispiel:  Wir  haben  schon  in  §  6  des  16.  Kapitels  ausgerechnet, 

dass 

acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet.    So  gestattet  sie  z.  B.  diese  beiden: 

wovon  man  sich  auch  direct  überzeugen  kann.  Denn  bei  U^f  hat  y 
das  Increment  dy  =  y  8t,  d.  h.  y"  das  Increment  8y"  =  y" dt  Es 
verschwindet  also  vermöge  y"  =  0.  Bei  JJ^f  ist  8y'  =  {y  —  ocy')dt, 
daher  dy"  =  —  ?>xy"8t,  d.  h.  auch  gleich  Null  vermöge  y"  =  0.  Durch 
Klammeroperation  leiten  wir  nun  aus  ü-^f  und  ü^f  die  infinitesimale 
Transformation  ab: 

die  von  UJ  und  U^f  unabhängig  ist.  In  der  That  ist  hier  wegen 
8y'  =  _  y'dt  auch  8y"  =^  —  ^y"8t,  d.  h.  dr/"==  0  vermöge  y"  =  0. 
Ur^f  lässt  also  wirklich  die  Differentialgleichung  «/"  =  0  invariant. 
Wir  bilden  nun: 

WO  8y  =  0,  dy"  =  0  ist,  und 

UJ-^{UM  =  -2x^l^^-j-{l+x-2xy)lf^- 
Dies   U^f  kann  auch  durch  das  kürzere: 

ÜJ=UJ+2U,f^i^  +  x)l^ 
ersetzt  werden.     Wirklich   ist  wegen   dy'  ^:  dt  auch  dy"^  0,  u.  s.  w. 
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§  3.    Über  die  Anzahl  der  unabhängigen  infinitesimalen  Punkttrans- 
formationen einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y. 

In  §  6  des  vorigen  Kapitels  fanden  wir,  dass  die  Dififerential- 
gleichung  y"  =  0  acht  und  nur  acht  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Es  besteht  nun  der  Satz,  dass 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

y"—  co{x,y,y')  =  0 
überhaupt    höchstens    acht    von    einander    unabhängige    infinitesimale 
Transformationen    gestatten    kann.     Dass    diese  Maximalzahl   wirklich 
erreicht  werden  kann,  lehrt  das  Beispiel  y"  =  0. 

Der  Beweis  des  genannten  Satzes  stützt  sich  auf  einen  functionen- 
theoretischen  Hülfssatz: 

Ist  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"  —  o  {x^  y,  y')  =  0 
vorgelegt,  so  ist  es  immer  möglich,  in  der  Ebene  {x,  y)  einen  solchen  Bereich 
abzugrenzen,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte  desselben  immer  eine  und 
nur  eine  Integralcurve  der  Differentialgleichung  hindurchgeht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gehört  nicht  hierher. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  Nachweis, 

'  OD  ^    g    Diffgl. 

y"-a>{x,y,y')  =  0  7^^^^ 

gestatte  mehr  als  acht,  also  mindestens  neun  von  einander  unabhängige^"  zuiLst/ 
Punkttransformationen   Uj^f,   U^f  •  •  •  U^f,   Ut^f,  wo  allgemein 

üif=  u^,  y)^  +  Vi(^^  y)  j^j 

sei.  Wir  wählen  alsdann  in  dem  im  Hülfssatze  erwähnten  Bereiche 
vier  Punkte  2?^,  jp^?  2^3)  19^1  unter  denen  nicht  drei  auf  derselben  Inte- 
gralcurve der  Differentialgleichung  gelegen  sind.  Nach  Satz  5  des 
§  2  gestattet  y' —  cd  =  0  jede  von  JJJ,  TJ^f  •  •  •  TJ^f  abhängige  infi- 
nitesimale Transformation 

Vf^c^  JJJ-\-  c,U,f-\-  •  ■  ■  c,U,f-{-  c,U,f. 
Wir  wollen  nun  die    neun  Constanten  c^,  Cg  •  •  •  Cg   so   wählen,    dass 
üf  die    vier  Punkte  p^^,  p^,  pg,  p^   invariant    lässt.     Sind   Xk,  yk   die 
Coordinaten  des  Punktes 2>ä,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass: 

Cili(a^/i,  Vk)  +  c^tiixk,  yi)-\ h  c^%{xk,  yk)  =  0, 

Cinii^k,  yk)  +  c^n^i^fc,  yk)-i \-  c^nÄ^k,  yk)  =  o 

(k  =  1,  2,  3,  4) 

sei.  Dies  sind  acht  Gleichungen  für  die  neun  Grössen  c^,  Cg  •  •  •  Cq. 
Sie  lassen  sich  immer  erfüllen,  sodass  also  bei  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen stets  eine  Transformation 

26* 
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vorhanden  ist,  die  ij" —  cj  ==  0  und  die  vier  Punkte  p^,  ^jg?  i's?  P4  in- 
variant lässt.     Durch  Erweiterung  derselben  kommt: 

X]'f=t^  _f_  ^  ^  4.  ("^  4.  {'l  _  ^\  J  _  fi  ^'^  K  . 
'        *cx    ^        dy        \dx    '    \dy        dxJ  "^         dy  ^    J  dy' 

Dies  ist  die  Transformation,  welche  die  Linienelemente  (x,  y,  y)  bei 
Ausführung  von  TJf  erfahren.  Die  00^  Linienelemente  durch  einen 
der  vier  festen  Punkte  pk  werden  dabei  notgedrungen  unter  sich  ver- 
tauscht, indem  sie  ihren  Punktort  {xk,  yk)  beibehalten,  aber  ihre 
Richtungen  1/  transformiert  werden.     Angenommen, 

dri         dri  ^J         d_^ 

dx'       dy        dx'  dy 

reducieren  sich  im  Punkte  p^  auf  die  Zahlen  a,  b,  c,  so  werden  die 
Richtungen  y   der  Linienelemente  {Xk,  yk,  y)  vermöge ; 

dy={a-^hy-\-cy'')dt 

bei  Ausführung  von  TJf  transformiert.    Drei  dieser  Richtungen  bleiben 

in  Ruhe,  nämlich  die  Richtungen  1//,  y^',  y^, 
welche  auf  den  drei  Integralcurven  liegen,  die 
durch  pk  und  je  einen  der  drei  anderen  in- 
varianten Punkte  nach  unserem  Hülfssatz  hin- 
durchgehen (Fig.  34).  Nach  der  getroffenen 
Voraussetzung,  dass  nicht  drei  dieser  vier 
Punkte  auf  einer  Integralcurve  liegen  sollen, 
sind  y^,  y^,  y^  von  einander  verschiedene  Zahlen. 

Demnach    liefern   die   drei   sicher   bestehenden  Gleichungen: 

a  +  'by-i  -{-  cy.^^  =  0, 
da  ihre  Determinante 


1   y. 

1   y^ 

ist: 

1   y. 

d.  h.  es 

ist 

y-1^  \=  {yi  —  y^)  {y-2  -  yl)  (2//  -  2/1O  +  0 


^3 


a  =  &  =  c  ==  0, 


0 


8y'  ==  {a  -f-  hy'  +  cy'^)  dt 
für  jede  Richtung  y    durch  den  Punkt  pk. 

Ohne  Rechnung   wäre   dies   so   einzusehen:    Da   Sy    in   y    quadratisch 
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ist,  so  werden  die  Richtungen  y  durch  pk  vermöge  einer  infinitesimalen 
projectiven  Transformation  vmtereinander  vertauscht.  Hierbei  bleibt  das 
Doppelverhältnis  von  vier  beliebigen  Strahlen  dieses  Büschels  invariant, 
also  auch  das  von  y/,  y^'^  %'  ^^^  irgend  einer  Richtung  y.  Da  nun 
2/i'j  ^21  ^3  selbst  invariant  sind,  so  ist  deshalb  notwendig  auch  diese  be- 
liebige Richtung  y    invariant. 

Somit  hat  sich  ergeben:  Bei  der  infinitesimalen  Transformation  Uf 
bleiben  die  Linienelemente  durch  jeden  der  vier  invarianten  Punkte  eben- 
falls invariant.  Nun  hat  jede  durch  pk  gehende  Integralcurve  in  pk  ein 
Linienelement  (xk,  Vk,  y'),  und  zu  zwei  verschiedenen  Linienelementen  ge- 
hören auch  verschiedene  Litegralcurven.  Da  die  Linienelemente  bei  U'f 
invariant  bleiben,  so  folgt  mithin,  dass  auch  jede  durch  pk  gehende 
Litegralcurve  bei  Uf  invariant  ist.  Ist  nun  schliesslich  p  ein  beliebiger 
Punkt  unseres  Bereiches,  so  gehen  durch  ihn  nach  unserem  Hülfssatz 
und  nach  der  Voraussetzung,  dass  keine  drei  der  vier  Punkte  pk  auf 
einer  Integralcurve  liegen ,  mindestens  zwei  Integralcurven  nach  den 
invarianten  Punkten,  also  zwei  invariante  Curven.  p  muss  deshalb  als 
Schnittpunkt  der  beiden  invarianten  Curven  auch  invariant  sein.  Eine 
Transformation  unserer  Gleichung  y"  —  co  =  0,  welche  vier  Punkte 
jenes  Bereiches  invariant  lässt,  lässt  also  alle  Punkte  desselben  und 
—  wie  durch  analytische  Fortsetzung  folgt  —  überhaupt  alle  Punkte 
der  Ebene  in  Ruhe,  d.  h.  sie  ist  die  Identität. 

Demnach  kann  es  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  unserer  Gleichung  geben,  denn  die  Vor- 
aussetzung, dass  es  neun  gebe,  führte  zu  einer  wirklichen  Transformation 
Uf,  welche  die  vier  Punkte  in  Ruhe  lässt,  und  nicht  zur  Identität. 

Theorem  39:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  ziveiter 
Ordnung  in  x,  y: 

gestattet  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  in  x,  y. 

Es  möge  hier  ohne  Beweis  angeführt  werden,  dass  jede  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  welche  wirklich  acht  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  gestattet,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  die 
Form  y"  =  0  reducibel  ist.  Diese  Gleichung  hat  zu  Integralcurven  die 
oo^  geraden  Linien  der  Ebene.  Sobald  also  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen zulässt,  können  ihre  oo^  Integralcurven  in  "die  Geraden  der  Ebene 
transformiert  werden. 
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§  4.    Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre  zwei- 
gliedrigen Untergruppen. 

Aus  unserem  Theorem  39  folgt,  dass  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  nur  r  ^  8  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  U^f,  U^f  •  •  •  Urf  gestatten  kann,  d.  h.  dass  jede  in- 
finitesimale Transformation,  welche  sie  zulässt,  linear  mit  constanteu 
Coefficienten  durch  U^f,  U^f  ■  •  •  Urf  ausdrückbar  sein  muss.  Nach 
Theorem  38  (§  2)  gestattet  sie  aber  auch  jeden  Klammerausdruck 
{TJiTJk).     Diese  Klammerausdrücke  müssen  demnach  die  Form   haben: 


(üiU,) -=  ^s  c,.,,UJ 


(?,  i  =  1,  2  •  ■  •  r). 

Es  liegen  demnach  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  U^f  •  •  -  Urf  unserer  Gleichung  vor,  sodass  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  derselben  sich  linear  mit  con- 
stanten  Coefficienten  durch  diese  r  ausdrückt,  und  dass  jeder  Ausdruck 
(JJiUk)  sich  ebenfalls  in  dieser  Weise  darstellt. 

Hiermit  werden  wir  zu  einem  wichtigen  neuen  Begriff  geführt,  den 

wir  sogleich  in  voller  Allgemeinheit  (ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl    der 

Veränderlichen  und  die  Grenze  *"  ^  8)  definieren  wollen: 

^i'ufinueli'-''         Stehen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

formationer ^i/'   ^2^  '  ' '   Urf  in  solchen  Beziehungen  m  einander,  dass  jedes  {UiUk) 

sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  U^f  •  •  -   Urf  ausdrückt: 

r 

Ui{U,f)  -  UuiUif)  =  2  Ci,s  Usf 

1 

(j,  i  =  1,  2  •  •  •  r,    c,-^.^.  =  Const.), 

SO  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  infinitesimalen  Transformationen  und 
der  von  ihnen  abhängigen,  d.  h.  aus  ihnen  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten zusammensetzbaren  infinitesimalen  Transformationen  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen*). 


*)  Der  im  Texte  gegebene  Begriff  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen wurde  ausdrücklich  und  in  voller  Allgemeinheit  eingeführt  am  Schlüsse 
der  Abhandlung:  Begründung  einer  Invariantentheorie  der  Berührungstransfor- 
mationen von  SophusU^ie,  Math.  Ann.  Bd.  8.  Die  Identität  dieses  Begriffes 
mit  dem  Begriffe  einer  endlichen  continuierlichen  Transforraationsgruppe  wurde 
in  den  Göttinger  Nachrichten,  December  1874,  angegeben.  Im  Übrigen  findet 
man  in  den  Verhandlungen  der  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  für  1870,  71,  72 
und  73 ,  sowie  in  den  Math.  Annalen  Bd.  5  mehrere  specielle  Anwendungen  der 
beiden  besprochenen  Begriffe. 
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Obzwar  dieser  Begriff  eng  mit  dem  früher  in  §  2  des  2.  Kapitels 
auseinandergesetzten  Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  (endlichen 
und  infinitesimalen)  Transformationen  zusammenhängt,  wollen  wir  uns 
doch  um  diesen  Zusammenhang  jetzt  nicht  weiter  kümmern  und  den 
Begriff  einer  Gruppe  von  inßnitesimalen  Transformationen  nur  in  obiger 
Weise  definieren. 

1.  Beispiel:    In  zwei  Veränderlichen  x,  y  bilden  die  beiden  infini-  Beispiele. 
tesimalen  Transformationen: 

7-7-    /.  ^f      \  ^t  TT  J' ^/       I  ^f 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  denn 
sie  sind  zunächst  von  einander  unabhängig,  d.  h.  es  ist  r  =  2,  und 
ausserdem  ist 

2.  Beispiel:    Auch 

geben  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
da  hier  r  =  2  und 

ist. 

3.  Beispiel:     Um  zu  entscheiden,  ob 


UJ={x'+x)^^^  +  {xy-^y)^j,     U,f=x'^  + 


dy 


eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  bilden,  bemerken 
wir,  dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  also  r  =  2  ist,  und  dass 

{U,U,)  =  -x'^^-xy^J-y 

ist.     Dies  aber  zeigt,  dass 

{U,U,)=U,f-  uj- 

wird.  {TJ-JJ^  ist  mithin  von  U-^f  und  U^J'  abhängig,  d.  h.  UJ'  und 
U^f  erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. Dieselbe  enthält  alle  von  U^f  und  JJ^f  abhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen,  also,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  von 

und 

TT  r  ^t      I  ^/ 

^'  cx    ^    -^  dy 
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abhängigen.  Wir  können  also  auch  an  Stelle  von  UJ'  das  bequemere 
f/j/"  benutzen  und  haben  dann 

4.  Beispiel:     In    drei    Veränderlichen   x,  y,   ^    bilden    die    beiden 
Transformationen : 

TT  4-^df     .df     .df        TT  f—       ^f     \  ^^  _J_       ^l 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  denn 
sie  sind  von  einander  unabhängig  und  es  ist 

(Ü,Ü,)=UJ. 

5.  Beispiel:     Die  vier  infinitesimalen  Transformationen: 

ÜJ^xlf^,    U^f^^l^,     UJ^yg,     VJ^y'ij 
sind  von  einander  unabhängig,  und  es  ist: 

(UM  =  uj  -  uj,  {u,  u,)  =  u,f,  (UM  =  -  ü,f. 

Mithin  bilden  sie  eine  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
TJ^f,  U^f  •  •  •  ürf  vor,  so  kann  es  möglich  sein,  dass  schon  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transfor- 
mationen q  Ulf  -{■  c^  U^f  -^  .  . .  -|-  CrUrf  für  sich  eine  Gruppe  bildet. 
In  diesem  Falle  nennen  wir  diese  weniger  als  r-,  etwa  s-gliedrige 
Gruppe  eine  s-gliedrige  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen.  Einige  Beispiele  werden  dies  besser  als 
theoretische  Erläuterungen  klar  machen. 
Beispiele.  1.  Beispiel:     Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  sie  sind  von  einander  unab- 
hängig und  es  ist: 

{u,u,)  =  o,  {u,u,)  =  -uj,  (UM=^-uj. 

Hier  bilden  U^^f  und  C/g/"  für  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe,  ebenso 
Ulf  und  C/g/"  sowie  analog  C/g/"  und  U^f  Unsere  dreigliedrige  Gruppe 
besitzt  demnach  unter  anderen  die  zweigliedrigen  Untergruppen 

uj,  uj\    uj;  u,f;   uj,  uj. 


Unter- 
gruppe, 
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2.  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Sie  sind  nämlich  von  einander  un- 
abhängig und  es  ist: 

iü,U,)=UJ,    (U,U,)  =  2U,f,    (U,U,)=U,f. 

Offenbar  bilden  UJ  und  UJ'  für  sich  eine  zweigliedrige  Untergruppe, 
ebenso  UJ' und  TJJ,  denn  im  einen  Fall  ist  {U^U^=E  U.J,  im  andern 
(jj^jj^^  jj^f  Dagegen  bilden  UJ  und  UJ  keine  Untergruppe,  denn 
lUiUs)  drückt  sich  nicht  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  UJ' 
und   U^f  allein  aus. 

3.  Beispiel:  Die  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

WO 

{u,u,)  =  uj-  uj,  (UM  =  uj,  {UM  =  -  u,f 

ist,    enthält  unter  anderen   die  drei  infinitesimalen   Transformationen: 

UJ'^ x%,     ü,f^y%,     Vf^^x%~y  1^  (E=  VJ -  VJ), 

welche  eine  dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  denn  sie  sind  von  ein- 
ander unabhängig  und  es  ist 

(UM^Uf,    iU,U)  =  -2UJ,    {U,U)  =  2ü,f. 

Es   gilt  nunmehr  der  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  in- 
finitesimalen   Transformationen    (r  >  2)    sicher   mindestens   eine   zwei-  gij^^rige 
gliedrige    Untergruppe  enthält,   d.  h.  dass   sich   aus  den  infinitesimalen    J^^p^e 
Transformationen 

C,UJ-j-C,U,f+----\-CrUrf 

der  Gruppe  zwei  auswählen  lassen,  deren  Klammerausdruck  sich  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  aus  diesen  selben  beiden  zusammen- 
setzen lässt. 

Diesen  Satz,  der  für  unsere  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  besonderer  Bedeutung  ist,  beweisen  wir,  indem 
wir  nur  von  der  Definition  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  Gebrauch  machen.     Der  Satz  gilt  deshalb  nicht  nur 
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für  infinitesimale  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  oder  für 
r  ^  8,  sondern  für  jede  durch  unsere  Definition  gegebene  r-gliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  in  n  Veränderlichen, 
Es  ist  dies  zu  bemerken  deshalb  wichtig,  weil  eben  der  Begriff  einer 
solchen  Gruppe  nicht  auf  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschränkt  ist, 
sondern  eine  viel  grössere  Bedeutung  hat,  die  wir  freilich  hier  noch 
nicht  benutzen  werden. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  seien  TJ^f,  TJ^f  •  •  •  Urf  t  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  und  also  jedes 

r 

(5)  {UiU,)^~^^^c,,,U4' 

1 

(/,  i-  =  1,  2  •  •  ■  r), 

WO  die  Ciks  Constanten  sein  sollen.  Wir  werden  zeigen,  dass  es  eine 
zweigliedrige  Untergruppe  dieser  Gruppe  giebt,  welcher  z.  B.  die  in- 
finitesimale Transformation   U^f  angehört. 

Soll  dies  der  Fall  sein,  so  muss  sich  eine  infinitesimale  Trans- 
formation 

Uf=e^U,f+--'-^erUrf 

angeben  lassen,  in  der  erstens  die  Grössen  e^'  •  •  er  Constanten  sind, 
und  für  welche  zweitens  {TJJ',  üf)  sich  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  durch   U^f  und   Uf  allein  ausdrückt: 

(UJ,  e,  UJ +-•■-{-  e,.  Urf)  =  a  UJ  -f  h{e,  UJ  +  - -- +  Cr  Urf) 

(a,  b  =  Const.). 

Zunächst  giebt  diese  Relation: 

r 

2  e^iU^U,)  ==aUJ-\-  b(e,UJ+  •  •  •  +  erUrf), 

2 

also  nach  (5) 

r  r 

2  '^  ^'^^^^'U^f=^^d-^  Ke,U,f-\-  •..-!-  erUrf). 

2  1 

Beide  Seiten  sind  nun  linear  in  UJ  -  •  ■  Urf  und  haben  constante 
Coefficienten.  Nach  Voraussetzung  sollen  jedoch  UJ  -  ■  •  Urf  von 
einander  unabhängig  sein.  Diese  Relation  kann  also  nur  dann  be- 
stehen, wenn  sie  eine  Identität  ist,  indem  links  und  rechts  jedes  U^f 
denselben  Coefficienten  hat.  Die  Coefficientenvergleichung  liefert  dem- 
nach die  r  Forderungen: 


(6) 
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r 

2 

r 

2 
r 


^ßkCxi^r  =  her 


Wenn  umgekehrt  62  •  •  •  er  r  solche  Gleichungen  erfüllen,  in  denen  a 
und  h  Constanten  sind,  und  natürlich  nicht  e^  •  ■  •  Cr  sämtlich  ver- 
schwinden, so  bestimmen   Uj^f  und 

üf=e2U,f+'---\-erUrf 

in  der  That  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, indem  dann 

(U,ü)  =  aUJ-{-hüf 
wird. 

Wir  haben  also  nur  noch  die  r  Forderungen  (6)  zu  untersuchen. 

Die  erste  dient  zur  Bestimmung  von  a  und  stellt  also  für  e.^,  e^  •  •  ■  Cr 

keine  Bedingung  dar.     Es  bleiben  die  r  —  1  übrigen.   Dieselben  lassen 

sich  so  schreiben: 

(C,22   —   6)62   +  <?i32^3  + h  Clr^Cr  =  0, 

/^X  -  ;  «^123^2  +   (^133    -   ^)^3  H (-  ClraCr  =  0, 


Dies  sind  r 


Ci2re2  +  CiSrCs  +  '  *  *  +  (Cirr  &)er  =  0.  " 

1  in  62  • ' '  Cr  lineare  und   homogene  Gleichungen.     Da 


Cr  nicht  sämtlich  Null   sein   sollen,   so   muss   ihre  Determinante 


verschwinden: 


(8) 


C122  —  & 


■'ISS 


Cl2r 


-  b 


Cnr 


Clr2 
Cirr 


=  0. 


Dies  lässt  sich  immer  erreichen,  da  wir  noch  über  h  verfügen  können. 
Die  Gleichung  (8)  ist  ja  eine  Gleichung  (r  —  1)*'^''  Grades  für  &,  deren 
höchstes  Glied  ( —  1)'— 1&'— ^  sicher  nicht  wegfällt.  Eine  solche  Glei- 
chung hat  immer  mindestens  eine  Wurzel  b.  Wählen  wir  eine  Wurzel 
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für  &  aus,  so  lassen  sich  nunmehr  die  Gleichungen  (7)  durch  Con- 
stanten 62 j  ^3  •  •  •  <?/•  befriedigen,  welche  nicht  sämtlich  Null  sind.  (Ist 
&  Doppel-  oder  mehrfache  Wurzel  von  (8),  so  giebt  es  unter  Um- 
ständen sogar  unendlich  viele  Wertsysteme  e^  '  •  •  e^,  welche  das 
System  (7)  erfüllen.) 

Mithin  können  wir  für  e^  •  •  •  ßr  nicht  sämtlich  verschwindende 
Constanten  finden,  welche  Relationen  von  der  Form  (6)  erfüllen. 

Ulf  und  Uf  =  e^U^f  +  •  '  •  +  Grürf  bilden  dann  in  der  That 
eine  zweigliedrige  Untergruppe  unserer  gegebenen  r-gliedrigen  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen.  TJ^f  •  • '  ZJ;-/"  bezeichneten  irgend 
welche  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Gruppe.  Statt  für  Z'^f  hätten  wir  also  auch  dasselbe 
Raisonnement  für  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
durchführen  können,  und  demnach  ist  bewiesen: 

Theorem  40:  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  enthält  zweigliedrige  Untergruppen.  Jede 
infinitesimale  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  gehört 
mindestens   einer  zweigliedrigen   Untergruppe  derselben  an. 


Kapitel  18. 

ZurtickfiUirnug  der  zweigliedrigen  Grruppeu  von  iufluitesiiiialeu 
Transformationen  der  Ebene  auf  canonische  Formen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  vorhergehenden  Kapitels  haben  wir 
uns  anscheinend  von  unserem  eigentlichen  Probleme  der  Integration 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  mehrere  bekannte 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  abgewendet.  Auch  im  gegen- 
wärtigen Kapitel  werden  wir  scheinbar  fremdartige  Gegenstände  zur 
Sprache  bringen.  Erst  im  nächsten  Kapitel  wird  sich  zeigen,  iuAvie- 
fern  die  hier  zu  entwickelnden  Theorien  mit  jenem  Integrations- 
probleme zusammenhängen. 

Im  vorliegenden  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  der  Zurück- 
führung  der  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Ebene  auf  gewisse  einfache,  sogenannte  canonisclie  Formen. 

§  1.    Die  vier  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene. 

Nach  Theorem  40  des  letzten  Paragraphen  werden  unter  allen 
r-gliedrigen  Gruppen    von   infinitesimalen  Transformationen   die   zwei- 
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gliedrigen  besondere  Wichtigkeit  besitzen,  da  jede  r-gliedrige  Gruppe 
zweigliedrige  Untergruppen  enthält. 

Wir  betrachten  daher  in  diesem  Kapitel  die  zweigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  und  zwar  die  der  Ebene,  indem 
wir  uns  von  jetzt  ab  wieder  auf  zwei  Veränderliche  x,  y  beschränken. 

Zwei  infinitesimale  Transformationen  ü^f  und  TJ<j^f  bilden  dann 
und  nur  dann  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen, wenn  sie  erstens  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h. 
nicht  etwa 

ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  und  zweitens  eine  Relation  erfüllen 

von  der  Form: 

{U,ü,)  =  c,UJ+c,U,f, 

in  der  c^  und  c^  Constanten  sind. 

Diese  Relation  lässt  sich   vereinfachen.     An  Stelle   von   ü.f  und,^^i"^*^"" 

•i'  der  Kelation 

C/g/*  können   wir  irgend   welche  lineare  Ausdrücke  derselben  mit  con-  '"'  (^^i^'^)- 
stanten    Coefficienten    benutzen    (vgl.    die    Definition    der    r-gliedrigen 
Gruppe,  §  4  des  17.  Kap.),  und   davon  wollen  wir  Gebrauch  machen. 
Dabei    macht    es    einen    wesentlichen  Unterschied    aus,    ob  Cj   und  c^ 
beide  Null  sind  oder  nicht.     Im  ersteren  Falle 

ist  offenbar  auch  jedes 

(a^Ui  +  «2^27  h^i  +  hU^)  ^0  {a,  b  =  Const.). 
Die  Gruppe  besteht  also  aus  lauter  vertauschbaren  infinitesimalen 
Transformationen  (vgl.  §  4  des  14.  Kap.).  Wenn  jedoch  im  anderen 
Falle  etwa  c^  =|=  ^  i^^?  ^o  benutzen  wir  an  Stelle  von  U^^f  und  U^f 
die  von  einander  unabhängigen,  aber  von  TJ-^^f  und  C/g/"  abhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 

Ü,f=^U,f 


und  erhalten: 


{U,  U,)  =  I  {ü,ü,)  +  ^  (UJI,)  = 


also: 

Satz  1:  Jede  ziveigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf,  U^f  kann  durch  passende  Äustvahl  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen eine  solche  Form  erhalten,  dass  entiveder 
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oder 

ist.     Die  eine  Form  schliesst  die  andere  aus. 

Hiermit  haben  wir  alle  zweigliedrigen  Gruppen  in  zwei  Classen 
eingeteilt.  Jede  dieser  Classen  kann  nun  noch  nach  einem  zweiten 
Gesichtspunkt  in  zwei  Unterclassen  zerteilt  werden.  Es  ist  nämlich 
allerdings  von  vornherein  ausgeschlossen,  dass  zwischen  ü^f  und  ü^f 
eine  Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestehe,  wohl  aber  kann 
zwischen  zwischen  ihnen   eine  Relation  mit  variäbeln  Coefficienten   stattfinden: 

i/,/und  l\f.  . 

(Pf{x,  y)  ÜJ  +  cp^ix,  y)  U^f=  0. 

Natürlich  soll  sich  (p^^  :  (p.2  nicht  auf  eine  Constante  reducieren.  Eine 
derartige  Relation  sagt  bekanntlich  aus,  dass  U^f  und  C/g/^  ^^^ 
Punkte  {x,  y)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  in  derselben  Rich- 
tung zuordnen,  d.  h.  dass  die  Bahncurven  der  von  U^f  und  von  U^f 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  von  endlichen  Transformationen  über- 
einstimmen. (Vgl.  §  1  des  6.  Kapitels.)  In  diesem  Falle  hat  auch 
die  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
Const.   t7,/-+Const.  UJ 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  diese  selben  Bahncurven.  Wenn  dagegen 
zwischen  U^f  und  U^f  keine  solche  Relation  besteht,  so  besteht  auch 
keine  zwischen  irgend  zweien  von  einander  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen 

«1  ^i /"  +  «2 UJj     \UJ-\-  &2 UJ    {a,  h  =  Const.) 

unserer  zweigliedrigen  Gruppe  ü^f,  U^f.  Das  Bestehen  oder  Nicht- 
Bestehen einer  derartigen  Beziehung  kann  deshalb  als  Unterscheidungs- 
merkmal der  zweigliedrigen  Gruppen  benutzt  werden. 
Vier  Arten  Demnach  giebt  es  vier  Arten  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infini- 
^o^"eT  ^^5**^^^  Transformationen  TJ-^f,  ü^f  der  Ebene,  entsprechend  den  vier 
Fällen: 

I.     {U,U,)  =  0,        <p,UJ+<p,UJe\eO, 

IL    {U,U,)  =  0,        g^iUJ-i-cp.UjEEEO, 

III.  {U,U,)=UJ,    q>,UJ-j-g>,U,f=iEO, 

IV.  iUM=UJ,     (p,UJ-^g>,U,f=0. 

Jeder  dieser  vier  Fälle  schliesst  die  drei  anderen  aus. 

Wir  werden  nunmehr  diese  vier  Formen  nach  einander  betrachten 
und  jedesmal  durch  zweckmässige  Wahl  der  Veränderlichen  die  be- 
treffende Gruppe  auf  eine  canonische  Form  oder  einen  Typus  bringen. 
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§  2.     Erster  Typus:  (77iC/2)  =  0  und  cp^UJ-i-  (p^U^f^^O. 

Vorgelegt  seien  zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  U^f  und  U^f  der  Ebene,  deren  eingliedrige  Gruppen 
verschiedene  Bahncurven  haben  und  für  welche 

{U,U,)  =  0^ 
ist. 

Nach   Satz  4  (§  2   des  3.  Kap.)  lassen    sich    die  Veränderlichen  Keduction 

^"  r  /  auf  die 

erste  cano- 
nische Form. 


X,  y  SO  wählen,  dass   Uif  die  Form  einer  Translation  erhält:  «"*«  <=*""' 


während  alsdann   C^/"  etwa  die  Form  hat: 
Dann  ist: 


^^f^^H  +  ^Ty' 


^    ^    '^■>        dx    dx    '    dx     dy' 
d.  h.  I  und  rj  sind  Functionen  von  y  allein,  sodass 

wird.  Nach  unserer  Voraussetzung,  dass  U^f  und  C/g/"  verschiedene 
Bahncurven  haben  sollen,  d.  h.  dass  zwischen  C/^/'  und  ZJa/"  keine 
lineare  Relation  bestehen  soll,  ist  sicher  Y^  e|e  0,  denn  sonst  wäre 
YlJ^f —  U.^f^riO.  Nun  lässt  sich  eine  Function  \)  von  y  berechnen, 
sodass 

wird.     Es  muss  nämlich 

dy 

Ty) 

gesetzt  werden.  In  x  und  t)  haben  nunmehr  U^f  und  U^f  die  Formen': 
Führen  wir 


-/^ 


VJ^'£     P./-=E  ^(i,)  |{  + 1 


E  2E  »  —  ^(5) 

als  neue  Variabele  an  Stelle  von  x  ein,  so  wird 

u.f^ f ,   Tjj=  (9^(1))  -  t'm  ^^-\-^' 

Wenn  wir  also  1/^(1))  ^  icp{X^)d\)  wählen,  so  wird 

Damit  sind  wir  zu  dem  Satz  gelangt  (in  welchem  j  und  \)  mit  x,  y 
bezeichnet  sind): 
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Satz  2:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U.^f 
der  Ebene  in  der  Besiehung  {U^U.^)  ^  0,  und  haben  sie  dabei  verschiedene 
Bahncurven,  so  können  sie  immer  gleichzeitig  durch  passende  Coordinaten- 

wahl  auf  die  Form  zweier  Translationen  ^ ,  -w--  gebracht  werden. 

Dieser   einfache   Satz,    der    sich    auch    auf  den   Fall   zweier  oder 
mehrerer    infinitesimaler   Transformationen    in   n  Veränderlichen    aus 
dehnen  lässt,  besitzt  eine  hervorragende  Bedeutung. 

^r/SuT-         ^^^  haben  gezeigt,  dass  UJ  und   U^f  auf  die  Form  y^,  g^  ge- 

tion  durch  ,-,.  ■,-,  ,  .,  ..  .. 

Quadra-    bracht   Werden  können,    aber  nicht,    wie  wir   es   m   einem   gegebenen 
Fall  thun  werden.     Um  auch  dies  zu  erledigen,  seien 

TT  ^ fc      ^f      I  ^f  TT  r t      ^f      I  ^f 

unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen,  geschrieben  in  irgend 
welchen  Veränderlichen  x,  y.  Nach  dem  Obigen  lassen  sich  immer 
zwei  Functionen  g  und  t)  von  x,  y  angeben,  sodass 

wird  und  zwar  für  jede  Function  f.     Setzt  man  f^TC,  so  kommt: 

^^  Fcc  ~^ '^^  Fy  ^  ^ ' 

^^  dx    '     '^  oy 

Hieraus  lassen  sich  -J-^  -^  berechnen,  denn  die  Determinante  1^ 7^2 — ^^'^i 

ist  nicht  identisch  Null,  weil  zwischen  TJ^f  und  U^f  keine  lineare 
Relation  besteht,  g  selbst  wird  mithin  durch  Quadratur  eines  voll- 
ständigen Differentials  gefunden.    Indem  man  f^t)  setzt,  erhält  man 

analog  zwei   Gleichungen,   aus  denen  sich  ^  und  ~-   als  Functionen 

von  X,  y  berechnen  lassen.  Also  wird  auch  's)  durch  eine  Quadratur 
gefunden.  Zu  beachten  ist,  dass  die  Bestimmung  von  t)  ganz  unab- 
hängig von  der  des  j  erfolgt:  beide  erforderliche  Quadraturen  sind 
von  einander  unabhängig.  (Abhängig  würden  wir  sie  nennen,  wenn 
die  Durchführung  der  einen  die  vorherige  Berechnung  der  anderen 
verlangte.) 

Satz  3:    Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uj^f,  U^f  der 
Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  (Z/it/gj^O,  so 
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verlangt  ihre  gleichzeitige  Bediiction  auf  die  Formen  k— ,  -^  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen. 

Man    kommt    hier    mit    Quadraturen    aus,    während    die    Zurück- 
führung    einer    einzigen    infinitesimalen    Transformation    XJ^f    auf    die 

Form  ö—  bekanntlich  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur  verlangt  (vgl.  §  2  des 
3.  Kap.).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  uns  hier  die  besondere  Eigen- 
schaft, von  TJxf  bekannt  ist,  dass  {Ü-JJ,^  ^  0  ist,  dass  also  mit 
anderen  Worten  die  Differentialgleichung  ü^f=0  die  infinitesimale 
Transformation  TJ.^f  gestattet,  also  die  Bahncurven  von  U-^f  durch 
Quadratur  bestimmbar  sind  (nach  Theorem  8,  §  1  des  6.  Kap.). 
Ebenso  lässt  die  Differentialgleichung  TJ^f  =  0  die  infinitesimale  Trans- 
formation TJ^f  zu,  also  können  auch  die  Bahncurven  von  TJ^f  durch 
Quadratur  gefunden  werden. 

Beispiel:    Sei:  Beispiel. 

U,f=-yU-\-xy-,     U.f^xl^  +  y^, 
1'  "^  ox    '       (72/  ox    '    ^  oy 

so  ist  (JJ.^Ü^'^O,  während  keine  Relation  zwischen  ü^f  und  TJ^f 
besteht.  Also  liegt  der  soeben  besprochene  Fall  vor.  Man  kann  neue 
Veränderliche  J,  t)  angeben,  wodurch  U^f^^,  Ü^f^-J-  wird.  Um 
sie  zu  finden,  haben  wir  die  Gleichungen  zu  bilden: 


und 


y 7\^^  '^ 7).,  —  ^>  ^ 7]^^ y  2..  —  ^^ 


dx    '       dy  '        dx    '    ^  dy 

Die  beiden  ersten  liefern: 

dx        a;* -[- 2/* '     ^y        a;*+2/^' 
d.  h. 


/  — y  ^  +  a:  y  ^  ^^,     y_    ,    Q  ^  ^ 

und  die  beiden  letzten: 

dt) X  dt)  y 

dx        x^-\-y^^      cy         x'^-\-y'^^ 
d.  h. 

»)  -/^-f^'  =  lg  V^+f  +  Const. 

Dass    diese    Functionen   r    und   t)    die    gewünschten    Formen   -J~ ,  -J- 

'^  °  di^  dt) 

liefern,   geht  schon  aus  ihrer  geometrischen  Bedeutung  hervor,  wenn 
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man  bedenkt,  dass  U^f  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangs- 
punkt, ü^f  die  infinitesimale  Ähnliehkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  vorstellt. 

§  3.     Zweiter  Typus;  {U^  U^  =  0  und  cp^U^f -\-  (p^ü^f=  0. 

Vorgelegt  seien  nunmehr  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen 
?7i/"  und  ü^f  der  Ebene,  für  die  wieder  (UiTJ^'E^O  ist,  und  welche 
nunmehr  auch  dieselben  Bahncurven  haben  sollen,  sodass  C/g/"  sich  in 
der  Form  darstellt: 

UJ'=Q{x,y)UJ. 
Eeduction  ^yjj.   können   annehmen,   dass  die   Veränderlichen  x,  y  schon   so 

aui  die  '  /    •/ 

zweite  cano-  ..ii         •      t       ^  tt   r-  df- 

lüschoForm.ge wählt  Sind,  dass   U^f^^  -^  ist.     Alsdann  ist  also: 
und 

d.  h.  Q  enthält  nur  x.  Da  q  sicher  keine  Constante  ist,  denn  sonst 
wäre  ü^f  von  TJ^f  abhängig,  so  kann  es  als  neues  x  benutzt  werden 
und  so  kommt  denn: 

^^1  —  dy'      ^^l—^dy 

Satz  4:    Zwei   infinitesimale    Transformationen    U^f  und   U^f  der 

Ebene ^  welche  dieselben  Bahncurven  haben,  und  für  die  {U^Ü^^O  ist, 

lassen  sich  durch  passende  Coordinatenwahl  gleichseitig  auf  die  Formen 

■.   •  df        df 

bringen,:  -^  ,  x  -^  • 

Ausführung         Wir  fragen  uns  nun,  wie  wir  dies  praktisch  durchführen  werden. 

der  Keduc-  ^i    •     •        i      i  •    i   •  tt  i      t    i  i 

tion  durch  öci  lu  beliebigen  Veränderlichen  x,  y  vorgelegt: 

Quadratur.  TT  f  =^  i:     ^l  -L.         ^ 

^1'  —^1  die  +^1  dy' 
so  hat   ifJa/"  nach  Voraussetzung  die  Form 

Nun  wissen  wir,  dass  sich  neue  Veränderliche  j,  l)  einführen  lassen, 
sodass 

^1  ex  ^^^  dy    —  a^  ' 


dyJ  — *  d^ 
wird.     Demnach  ist  zunächst 
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Wenn   f^f)   gesetzt  wird,   so   ergiebt   sich  für  t)  nur  die  eine  •Diffe- 
rentialgleichung: 

(1)  t.|Ä  +  ,.|^  =  i. 

Dieselbe  lässt   sich  nun   durch   eine  Quadratur  integrieren,   weil  man 

ein  Integral  von 

dx        dy 

^1    ~~  Vi 

kennt.     Es  soll  ja  (UiU^)^0  sein  und  deshalb  ist  wegen  U^^  qÜ^ 

auch   üiQ  ^0,  d.  h.: 

^1  ä^  +  ^1  Fy  ""  ^• 

Die  Gleichung  (1)  ist  dem  simultanen  System 

dx dy d\) 

äquivalent.     Entfernen  wir  hieraus  vermöge  des   bekannten   Integrals 
Q  =  c  (=  Const.)  etwa  y,  so  kommt  durch  eine  Quadratur 

t)  =  (p{x,  c)  -\-  y    {y  =  Const.) 
und,  wenn  nun  wieder  c  ==  q  gesetzt  wird,  etwa 

t)  =  tix,  y)  +  Y 
als  allgemeinste  Lösung  t)  von  (1). 

Satz  5:    Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  C/g/" 
der  Ebene  mit  denselben  BaJmcurven  in  der  Beziehung  {Uj^Ü2)^0,  so 

verlangt  ihre  gleichzeitige  Beduction  auf  die  Formen  ö- ,  £  -öz  ww^  eine 
Quadratur. 

1.  Beispiel:    Sei  Beispiele. 

so  ist  offenbar 

und 

Es   liegt   also    der    soeben    betrachtete  Fall    vor.     Hier   ist  daher  zu 

setzen: 

__  y 

während  t)  die  Gleichung 

2  dt)     ,  dt)         ^ 

erfüllen  soll.     Das  zugehörige  simultane  System  lautet: 

27* 
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dx  dy  d\) 

x^         xy  1 

und  besitzt  das  bekannte  Integral  —  •    Aber  in  diesem  Beispiel  brauchen 
wir  es  gar  nicht,  weil  aus 


direct  durch  Quadratur  folgt: 
In  der  That  ist  nun: 


dx  -j. 


t)^ \-  Const. 


2.  Beispiel:    Sei 

SO  ist 
und 

sodass  unser  Fall  vorliegt.     Demnach  ist  zu  setzen: 

j  =  a;2  4-  ^2 

und  t)  bestimmt  sich  aus 

dx  dy  , 

—  y  X  9 

vermöge    einer  Quadratur.     Diese    ist    bequemer  ohne  Benutzung  des 
bekannten  Integrals  j  zu  leisten,  denn  es  kommt: 

—  ydx  4"  osdy , 

also  ist  zu  setzen: 

t)  =  arctg  —  +  Const. 


Man  möge  verificieren,  dass  in  j  und  \)  geschrieben   U^f  und   U^f  die 


Formen  -^^  und  r  -^  annehmen. 


In  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  beiden 
Möglichkeiten  betrachtet,  die  statthaben  können,  wenn  (JJ-JJ^^O  ist. 
Das  Verschwinden  des  Klammerausdrucks  sagt  nach  Satz  12,  §  4  des 
14.  Kapitels  aus,  dass  jede  endliche  Transformation  der  von  U^f  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  und  jede  der  von  U^^f  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  ihrer  Reihenfolge  vertauschbar  sind. 
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Durch    die   Sätze   2    uud   4   des   vorigen  und   dieses  Paragraphen 

haben  wir  einen  neuen  Beweis  hierfür  erbracht,  wenigstens  im  Falle 

zweier  Veränderlicher.     Denn  entweder  lassen   sich   U^f  und   U^f  auf 

die  Formen  bringen 

dl       dl 

dx'     dy' 

und   dies   sind   zwei  infinitesimale  Translationen   und   die   zugehörigen 
endlichen  Translationen  sind  offenbar  vertauschbar,  oder  aber  auf  die 

Formen 

cf  cf 

dy'         dy 

Die  endlichen  Gleichungen  der  beiden  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppen 

sind  hier: 

x^==x,    yx  =  y  -\-t    und    x^  =  x-\r  t,    Vi  =  y  -\-  xt  -^  ^  fK 

Führen  wir  zuerst 

^1  =  ^;     ^1  =  y  +  ^ 
und  darauf 

^2  =  ^'l   +   ^;       !/2  =  2/l   +  ^1^  +  i  T^^ 

aus,  so  kommt  als  'Endergebnis: 

x^  =  x  +  x,    y.^  =  y  +  t-^xt-\-\t^. 

Wenn  wir  zuerst 

x^=x-]-T,     IJ^=IJ  ^  xr  -\-  ^T^ 
und  darauf 

x^  =  Xi,   y2  ^^  yi  ~r  ^ 

ausführen,  so  kommt  dasselbe  Ergebnis. 

§  4.     Dritter  Typus:  {ÜJJ^)^  C/j/"  und  (p^UJ ■\-  cp^UJ e\=0. 

Vorgelegt  seien  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  t/g/ 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven,  und  es  sei: 

Wir  dürfen  annehmen,  die  Variabein  seien  schon  so  gewählt,  dass        Eeduction 

'  o  /  auf  die 

dritte  cauo- 
nischeForm. 


ist. 

Sei: 

dy 

+  n 

dy  ' 

so  kommt 

wegen 

iU,U,)=UJ: 

oder: 

ai    df    ,     dr} 
cy  dx    '     dy 

cy           ' 

df  _ 
dy 

dn  _ 
dy  - 

-df 
-  dy 

=  1, 
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d.  h.   JJ^f  hat  die  Form: 

Sicher  ist  hierin  X^  EJs  0,  denn  sonst  wäre  U^f  von  der  Form  {y  -\-  X)  U^f, 
d.  h.  Uj^f  und  C/2/"  hätten  dieselben  Bahncurven.  Da  X^  ^\e  0  ist, 
kann  man  durch  Einführung  einer  passenden  Function  von  x  als 
neues  x  mit  Leichtigkeit  erreichen,  dass  insbesondere  X^^^p^x  wird. 
Benutzt  man  dann  noch  als  neues  y  die  Grösse  y  -\-  X(x),  wodurch 
Ulf  nicht  geändert  wird,  so  kommen  die  Formen: 

^'         dy  '        ^'  ex    ^    ^  cy 

Satz  6:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehimg  ( U^  U^)  ^-  U^  f 
so  Jcann  man  immer  durch  passende  Coordinatenwahl  gleichzeitig  U^f  und 

U^f  auf  die  Formen  j^  7  ^ -^  +  V  ^  bringen. 
Ausführung  \j^  2u  erkennen,  welche  Operationen  diese  Zurückführung  in  der 

der  Keduc-  '  ^  _       _  ^    ^ 

tion  durch  Pfaxis  Verlangt,  seien   Uj^f  und   Ü2f  in  beliebigen  Veränderlichen  x,  y 

turen.       vOrgclcgt: 

Alsdann  ist  es,  wie  bewiesen,  möglich,  zwei  Functionen  J  und  ^  an- 
zugeben, sodass 

5i  dx  ^^^  dy  ^  a^  ' 

^-  dx  ^^-^  dy  —^   dl  ^  '  d\) 
wird.     Setzen  wir  hierin  f^%,  so  kommt: 

i-    ci     .         ex 

^^  dx     '     '^  cy        ^ 

•  ITT  •  ...  d  \s  X 

Wenn    wir  beide   Gleichungen  noch   durch   j   dividieren,    treten     ^ 

und     ^  ■     auf,   die   sich   also   algebraisch  berechnen  lassen.     Dann  ist 

lg  J  durch  eine  Quadratur  zu  finden  und  damit  auch  J  zu  bestimmen. 
Setzen  wir  dagegen  /"^  9,  so  kommt: 

^1  a^  +^1  äy  — ■^' 

^2  ^^  ^^2  dy  —  9- 
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Hieraus  lassen  sich  -—-  und  -75^  berechnen  in  der  Form: 


dx  dy 

dx 


||  =  «t)+/3, 


WO  «,  /3,  y,  d  Functionen  von  x,  y  sind.  Dies  sind  zwei  simultane 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  aus  denen  sich  bekanntlich  g 
durch  Quadraturen  finden  lässt.  (Man  vergleiche  die  in  §  5  des 
9.  Kap.  über  ein  solches  Systems  —  damals  mit  (29)  bezeichnet  — 
gemachten  Bemerkungen.)  Man  kann  die  Zahl  der  hier  nötigen  Qua- 
draturen noch  reducieren:  Setzen  wir  nämlich  y  =  Xx,  wo  k  eine 
Constante  bedeute,  so  wird  t)  eine  Function  von  x  allein  und  es 
kommt 

Hier  ist  auch  in  a,  ß,  y,  8  jedes  y  =  Xx  zu  setzen.  Es  ist  dies  dann 
eine  lineare  Differentialgleichung  für  ^.     Die  verkürzte  Gleichung 

^  =  {a  +  Xy)co 

besitzt,  wie  man  leicht  sieht,  die  oben  bestimmte  Function  j  als 
Lösung  0?,  wenn  nur  in  ihr  y  =  Ax  gesetzt  wird.  Mithin  bestimmt 
sich  t)  durch  nur  eine  Quadratur  (vgl.  S.  150  oben),  allerdings  als 
Function  von  x  und  der  Constanten  A.  Setzt  man  dann  wieder 
A  =  — ,  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Function  \)  von  x  und  y. 

Satz  7:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  ü^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Besiehung  (JJ^U^ "^U-j^f, 
so  liann  man  sie  vermöge  zweier  Quadraturen  durch  Einführung  neuer 
Variabein  gleichzeitig  auf  die  Formen  -J- ,  j  ^^ \-  \)  -0—  bringen. 

§  5.     Vierter  Typus:  {TJ^TJ^)'zE^  ÜJ  und  (p^TJJ'-\-  cp^UJ^O. 

Wir  kommen  nun  zum  letzten  Fall:  Die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  Uif  und  U^f  der  Ebene  sollen  dieselben  Bahncurven 
haben  und  in  der  Beziehung 

iü,U,)=ÜJ 
stehen. 

Es  darf  zunächst  U^f^-^   vorausgesetzt  werden.     Da  U2f  die- -RedncHon 

^y  auf  die 

selben  Bahncurven  wie   U^f  haben  soll,  so  ist  etwa  ni3oheF*o°rm 
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sodass  aus  (JJ^IJ^  ^  V^f  folgt: 

^_?.  ==  1 
dy  —  -^' 
d .  h.  Q^y  -\-  X{x)  und 

Ü,f={y  +  X{x))^^- 
Benutzen    wir    y  ~\-  X(x)    als    neues    y,    so    bleibt    U^f  ungeändert, 
während  sich   ^Jg/"  auf  y  -^  reduciert. 

Satz  8:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  denselben  JBahncurven  in  der  Beziehung  (U^U^)  ^^  U^fy 
so  kann  man  immer  durch  passende  CoordinatenwaJil  beide  gleichzeitig 
auf  die  Formen  -— - ,  y  -J-  bringen. 

^efß'eX'c^-  Noch    ist    ZU   untersuchen,    wie   wir   dies  in   Wirklichkeit  durch- 

jjj°g^^^'^^Mühren  werden.     Es  seien  also  in  irgend  welchen  Veränderlichen  x,  y 

die  beiden  infinitesimalen  Transformationen.  Bewiesen  ist,  dass  es 
zwei  Functionen  g,  t)  von  x^  y  giebt,  sodass: 

5i  g^  ^^i  dy  —  dt) 
und 

wird.     Hieraus  folgt  zunächst 

\)  =  Q{x,y). 
Zur  Bestimmung  von  j  ergiebt  sich,  indem  wir  /"^  J  setzen,  nur  die 
eine  Differentialgleichung: 

^1  dx  ^^1  dy        ^' 
die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx        dy 
^1    ^   Vi 
äquivalent   ist.     Ihre    Integration    würde    j    liefern,    und    j  =  Const. 
stellt  dann  die  gemeinsamen  Bahncurven  von  Uif  und  U^f  dar.    Somit 
hat  sich  hier  ergeben: 

Satz  9:  Stehen,  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  gemeinsamen  Bahncurven  in  der  Beziehung  {U^U^^  Uif, 

so  verlangt  ihre  gleichzeitige  Beduction  auf  die  Formen  -^ ,  t)  -^  im 
allgemeinen  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  nämlich  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 
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Hiermit  sind  alle  vier  Fälle  erledigt.  Wir  haben,  um  es  zu- 
sammenzufassen, in  diesem  Kapitel  Folgendes  gefunden: 

Theorem  41:  Jede  ziveigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  läset  sich  auf  eine  der  vier  cano- 
nischen Formen  bringen: 


1) 

df 
dx' 

df 
dy' 

2) 

df 
8y' 

df 
"^  dy' 

3) 

df 
dy' 

df    ,    df 
ex    *    ^  dy  ' 

4) 

df 
dy' 

df 
Uy' 

Die  dazu  notigen  neuen  Veränderlichen  x,  y  ergehen  sich  in 
den  drei  ersten  Fällen  stets  durch  höchstens  zwei  Quadraturen. 
Im  letzten  Fall  dagegen  bedarf  es  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung  der  Bahncurven. 
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Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
in  X,  y,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 

gestatten. 

Jetzt  sind  wir  genügend  vorbereitet,  um  das  Problem  der  Inte- 
gration einer  geivöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche 
mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet,  wieder  in 
Angriff  zu  nehmen.  Wir  erkannten  mit  Hülfe  des  Satzes  5  und 
Theorems  38  des  §  2,  17.  Kap.,  dass  wir  aus  den  bekannten  infinite- 
simalen Transformationen  der  Gleichung  durch  blosse  Differentiations- 
processe  in  jedem  Falle  so  viele  infinitesimale  Transformationen  der 
Gleichung  ableiten  können,  dass  dieselben  eine  nach  Theorem  39,  §  3 
des  17.  Kap.,  höchstens  8-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Diese  Gruppe  enthält  nach  Theorem  40,  §  4  des 
17.  Kap.,  sicher  zweigliedrige  Untergruppen,  und  diese  lassen  sich,  wie 
wir  sahen,  auf  rein  algebraischem  Wege  bestimmen.  Demnach  können 
wir  in  allen  Fällen,  in  denen  uns  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Differentialgleichung  bekannt  sind,  insbesondere  voraus- 
setzen, dass  uns  zwei  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung,  etwa 
Ulf  und  U^f,  bekannt  seien,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  d.  h. 
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für  die  entweder  (IJ^Ü^^O  oder  (UiU^)  ^  U^^f  ist  (vgl.  §  1  des 
18.  Kap.). 

Hiernach  werden  wir  entsprechend  den  vier  canonischen  Formen 
der  zweigliedrigen  Gruppen  nacheinander  vier  einzelne  Probleme  be- 
handeln. 

§  1.    Sl{x,rj,  y,  y")  =  0  gestatte  UJ  und  U.J,  und  es  sei  {V^U^^O 
und  <p,UJ+cp,U,fiEO. 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

H^,  y,  y,  y")  =  o 

eine  bekannte  zweigliedrige  Gruppe  U^f,  U^f  der  ersten  canonischen 
Form  gestattet,  so  kann  man  nach  Satz  3,  §  2  des  vorigen  Kapitels, 
vermöge  ziveier  von  einander  unabhängiger  Quadraturen  neue  Veränder- 
liche j,  t)  bestimmen,  in  denen  geschrieben   U^f  und   U^f  die  Formen 

annehmen: 

d£        df_ 

Die  Differentialgleichung  werde  dabei  etwa  in 

t)"—  «(£,  t),  t)')  =  0 

umgewandelt.     Nunmehr    muss    sie    (vgl.  Satz  4,    §   1   des   16.   Kap.) 

-J-  und  -~   gestatten.     Nach   Theorem  35,  §  3    des    16.  Kap.,    muss 

daher  o  frei  von  g  und  t)  sein.  Durch  Benutzung  der  neuen  Ver- 
änderlichen j,  ))   erhält  demnach  die  Differentialgleichung  die  Gestalt: 

9"— «(t)')  =  0 
und  eine  Quadratur  giebt: 


/. 


T^Tv  =  t  -\-  a         (a  =  Const.) 


oder,  ausgeführt  und  nach  t)'  aufgelöst: 

sodass  eine  zweite  Quadratur 

t|  =f^{l  +  «)^(£  +  «)  +  ^        (P  =  Const.) 
ergiebt. 

Satz  1:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^{pc>  y,  y,  y")  =  o 

zwei  'bekannte  vertaiischhare  infinitesimale  Transformationen  mit  ver- 
schiedenen Bahncurven,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Qua- 
draturen. 
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Wir  werden  später  erkennen,  dass  das  Integrationsgesehäft  ver- 
möge einer  anderen  Methode  sogar  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Quadraturen  verlangt.  Allerdings  treten  dann  unter  den  Integral- 
zeichen noch  arbiträre  Constanten  auf. 

In  den  neuen  Veränderlichen  j,  t)  geht  jede  Integralcurve  durch 
die  Translationen  längs  der  j-  und  ^-Axe,  also  durch  jede  Translation 
überhaupt,  wieder  in  eine  Integralcurve  über.  Die  betrachtete  Classe 
von  Differentialgleichmigen  ist  also  dadurch  charaJcterisiert,  dass  es  gelingt, 
ihre  oo^  Integralcurven  durch  Einführung  neuer  Variahein  in  oo^  ein- 
ander congruente  und  gleichgestellte  Curven  zu  venvandeln. 

§  2.    ^{x,  y,  y,  y")  =  0  gestatte  U^f  und  U^f,  und  es  sei  {U^U^  ^  0 
und  ^1  fZ/H-  (p2  £^2/"=  0. 
Wenn  die  Differentialgleichung 

^{x,  y,  y':  y")  =  o 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  TJ^f,  U^f  von  der  zweiten 
canonischen  Form  zulässt,  so  führen  wir  nach  Satz  5,  §  3  des  vorigen 
Kapitels,  vermöge  einer  Quadratur  neue  Veränderliche  g,  \)  ein,  sodass 
ZJj/  und  ü^f  die  Formen  annehmen: 

c£  dl 

Wenn  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  von  j  und  t)  etwa 
diese  Gestalt 

erhält,  so  muss  sie  (nach  Satz  4,  §  1  des  16.  Kapitels)  ^  und 
5  ^  gestatten.     Die   erstere  Bedingung  liefert   durch  Verwertung  des 

Kriteriums  in  Theorem  35,  §  3  des  16.  Kapitels,  dass  a  frei  von  \) 
sein  muss.  Alsdann  giebt  die  zweite  Bedingung,  dass  cj  auch  ^'  nicht 
enthält.     Somit  lautet  die   in  g,  t)   geschriebene  Differentialgleichung: 

9"-«(j)  =  0. 
Sie  lässt  sich  ohne  weiteres  durch  zivei  Quadraturen  integrieren: 

^  =  jj G){)i))didl  -\-  ai-\-h       («,  ö  =  Const.) 

Hier  ergiebt  sich  somit 

Satz  2:  Gestattet  die  Differentialgleichung  ^(x,y,y',y")=^0  zwei 
bekannte  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  mit  denselben  Bahn- 
curven,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  drei  Quadraturen. 

Auch  in  diesem  Falle  wird  die  später  zu  entwickelnde  Methode 
zeigen,  dass  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  nötig  sind. 
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Beispiel.  Beispiel:     Sei    vorgelegt    die    lineare   Differentialgleichung    zweiter 

Lin.  Diffgl. 

2s  ordn.   Ordnung 

y"  +  X,{x)y  +  Z(a;)y  +  ^o(^)  =  0 
und   seien   z^^  z^   zwei   bekannte    von   einander   unabhängige  Particular' 
lösungen  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 

z"+X,(x)z  -i-  X{x)z  =  0. 
Ist  dann  y  irgend  eine  Lösung  der  ersteren,  so  ist  auch  y  -{-  c^z^  -f-  c^z^ 
eine  Lösung  derselben,  wenn  c^,  c^  Constanten  bedeuten.    Mit  anderen 
Worten :    Die  unverkürzte  Gleichung  gestattet  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

UJ=z,{x)l^,     U,f=z,{_x)if-y, 

denn  diese  erteilen  y  die  Incremente  z^dt  und  z^St.  Hier  ist  (Uiü^)  ^  0 
und  Uyf  und  C/g/"  haben  dieselben  Bahncurven.  Es  liegt  also  der 
soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir  benutzen  demnach  neue  Veränderliche 
g,  t),  indem  wir  setzen: 

^^dy—dt)'     ^^dy  —  ^dX)' 
Es  kommt  zunächst   g  ^  —  •      Ferner  kann    offenbar  ^  ^  —    gesetzt 
werden.     Diese  neuen  Veränderlichen  sind  nun  in  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung einzuführen.     Wir  wissen,  dass  sie  dann  frei  von  \) 
und  t)'  werden  muss.     Es  kommt: 

dt;  ^  {z^z^'  —  z^z^)  (z^y"  —  z^"y)  —  {z^y  —  z^' y)  {z^'  —  z^" z^) 
dx  (^1  z^'  —  Zi'z^y^ 

—  Z^z;  —Z;Z^^  {Z^Z^'-Z^Z^Y    ^'^  ~  {ZyZ^—Z^Z^Y     '-'• 

Nun  aber  ist: 

zi'  +  x,z;  +  xz^  EE  0,  z;'  +  x^v  +  x^^  =  o 

und  danach: 


•y       Zy  Z^         2i        Z^  -IT    —-—    ^1      ^: 


^1  ^2     —    ^1    ^S 

Es  wird  also: 


oder,  da 
sein  soll: 


dx        ZyZ./  —  ^1  ^2 

y"-\-X,y'+Xy=-X, 

"  dx  '  dx         {^i^-/  —  ^i'^^üY 
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Dies  ist  die  gesuchte  neue  Differentialgleichung,  wenn  daraus  nur 
noch  X  vermöge 

eliminiert  wird.     Ihre  Integration  liefert 

wo  c  und  y  die  Integrationsconstanten  bedeuten,  oder,  da  ^  =  —  ist: 

Wir  heben  noch   eine  interessante  Bemerkung  hervor:    Gestattet  Keduction 

'-'  auf  die  ±  orm 

eine   Differentialgleichung   zweiter  Ordnung  die  infinitesimalen   Trans-    v"  =  ^- 

formationen 

df  df 

8y'  dy' 

so  ist,  wenn 

y  =  f{x) 
irgend  eine  Particularlösung  bedeutet,  auch 

y  =  f(x)  -{-  ax  -{-  h 

eine  Lösung  der  Gleichung,  denn  die  beiden  infinitesimalen  Trans- 
formationen lassen  x  ungeändert,  während  sie  y  die  Incremente  dt 
und  xöt  erteilen.     Die  Lösung 

y  =  f{x)  -\-  ax  -\-h 

ist  dann  die  allgemeinste,  da  sie  zwei  willkürliche  Constanten  «,  h 
enthält.     Führt  man  nun  die  neuen  Veränderlichen 

^  =  x,     t)  =  y  —  fix) 

ein,  so  nimmt  die  Integralgleichung  die  Form  an: 

t)  =  aj  -f  &. 

Die  transformierte  Differentialgleichung  ist  daher  die  Gleichung 

da  diese  die  soeben  angegebene  allgemeine  Lösung  hat. 

Eine  Differentialgleichung  gweiter  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen, 
welche  zwei  vertauschhare  infinitesimale  Transformationen  mit  denselben 
Bahncurven  gestattet,  lässt  sich  also  durch  Einführung  passender  neuer 
Variabein  auf  die  Form 

y"  =  0 

bringen;  oder  auch:     Ihre  00'^  Integralcurven  lassen  sich  in  die  00^  Ge-    - 
roden  da'  Ebene  überführen. 
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Da  die  Gleichung  y"  =  0  gerade  acht  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  so  folgt  rückwärts,  dass  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  zwei  vertauschbare  in- 
finitesimale Transformationen  mit  denselben  Bahncurven  zulässt,  ausser 
diesen  noch  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 

§  3.    ^{x,  y,  y ,  y")  =  0  gestatte  U^f  und  U^f,  und  es  sei  (JJ-JJ^^  U^f 
und  (pi  L\f  +  (p^  UJ^p  0. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung 

^(x,  y,  y,  y")  =  o 

soll  nunmehr  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  TJ^f,  U^f 
vom  dritten  Typus  gestatten.  Wie  Satz  7,  §  4  des  18.  Kapitels,  lehrt, 
gelingt  es  uns  alsdann,  durch  zwei  Quadraturen  neue  Veränderliche 
j,  \)  einzuführen,  in  denen   ü^f,   U^f  die  Formen  haben: 

Gleichzeitig  wird  ii  =  0  etwa  in  die  Gleichung 

r=co(£,9,t)') 

Q   /•  j)  -P  7\  -P 

verwandelt.  Wir  wissen  dann,  dass  sie  vs.  und  £  ^  +  9  ai:  gestattet. 
Da  sie  -tj^  zulässt,  so  ist  sie  nach  Theorem  35  frei  von  ü.    Ferner,  da 

sie   r -ö^  +  tl  ^  zulässt,  muss  nach  demselben  Satze  sein: 
^  Ol    ^    '  dt)  ' 

d.  h. 

g  IgCQ    1_ 

dl  E 

oder,  da  cj  schon  von  t)  frei  ist: 

CO  =  , 

sodass  die  Differentialgleichung  in  den  neuen  Veränderlichen  j,  t)  die 
Form  hat: 

Diese  aber  ist  durch  Quadraturen  integrabel.     Sie   lässt   sich   nämlich 

so  schreiben: 

ä\!f    dl 

sodass  eine  Quadratur  liefert: 

j  W)  ="  ^^  5  +  ^         ^^^  Const.). 
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Führt   man  die  Quadratur  aus  und  löst  nach  t)    auf,   so   kommt  etvea 

und  eine  Quadratur  giebt 

^  =  /^OS  £  +  ^)  ^S  +  ^         (6  =  Const.). 
Satz  3:     Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^{^,  y,  y,  y")  =  o 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U-j^f,  ü^f,  zwischen  denen 
die  Beziehung  {Ü^U^  ^Ei  U^^f  besteht,  und  welche  verschiedene  Bahncurven 
haben,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Quadraturen. 

Auch  in   diesem  Falle  leistet   eine  spätere  Methode   mehr,  indem 
sie  die  Integration  vermöge  zweier  Quadraturen  erledigt. 

§  4.    ^{x,  y,  y  y")  =  0  gestatte  C/^/'und  U^f,  und  es  sei  (U^  U^)  ^  U^f 
und  cpi  UJ  +  9P2  UJ^EE  0. 

Wir   kommen  zum  letzten  Fall,    dem  vierten   Typus.     Wenn  die 
Differentialgleichung 

H^,  y,  y'i  y")  =  o 

zwei  infinitesimale  Transformationen  UJ',  U^f  des  vierten  Typus  zu- 
lässt,  so  können  wir  zunächst  nach  Satz  9  des  §  5,  18.  Kapitel  durch 
Bestimmung  der  Bahncurven  von  Uif,  also  durch  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  solche  neue  Veränder- 
liche E,  t)  einführen,  dass   U-^f  und   U^f  die  Formen  erhalten: 

dt,'    ^^  a^' 

während  etwa  ü  =  0  übergehe  in 

Diese  Gleichung  muss  -k-  gestatten,    d.  h.   nach  Theorem   35  ist  sie 

frei  von  t).  Auch  soll  sie  \)  -j-  zulassen.  Daher  giebt  dasselbe  Theo- 
rem noch  die  Bedingung 

oder: 

a  lg  CO 1 

~^~  ^  ^' ' 
d.  h.  es  ist 

co  =  9)(j)t)'. 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  £,  t)  nimmt  somit  unsere 
Differentialgleichung  die  Form  an: 
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t)"  =  <p(j)t)', 
und  eine  Quadratur  liefert: 

lg  t)'  =  J  (p  (j)  ^£  +  lg  a         (a  =  Const.) 
oder 

sodass  eine  zweite  Quadratur  giebt: 

t)  =  afe^'''^^^''^di  +  &         (&  =  Consi). 
Satz  4:    Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
Sl{x,  y,  y\  y")  ==  0 
zwei   bekannte    infinitesimale  Transformationen    U^f,    U^f  mit   denselben 
Bahncurven,  und  besteht  zwischen  U^fund  U^f  die  Beziehung  (JJ^TJ^^  UJ', 
so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  zwei  Quadraturen. 

Tixx  bemerken  ist,   dass   auch  in  diesem   hier   schwierigsten  Falle 
unsere    später   zu    entwickelnde   Methode    die  Integration    durch  zwei 
Quadraturen  völlig  erledigt, 
v^rkifrzte  Beispicl:    Vorgelegt    sei   die   sogen,    verkürzte   lineare   Differential- 

^'^^Q^^  gleichung  zweiter  Ordnung: 

y"^X,(x)y+X{x)y==0. 
Ferner   sei  eine  Particularlösung  y  =  z(x)  derselben  bekannt.     Ist  dann 
y  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung,  so  sind  auch  y  -{-  cz  und  cy  Lö- 
sungen,   d.  h.    die   Differentialgleichung   gestattet   die    infinitesimalen 
Transformationen 

Hier  ist  (TJ-^U^^  U^f  mid  U^f  und  TJ^f  haben  dieselben  Bahn- 
curven. Es  liegt  demnach  der  soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir 
führen  nach  unserer  Methode  neue  Veränderliche  j,  ^  ein,  indem  wir 
setzen:  K=^^         ^  =  h  ^ 

Offenbar  können  wir  hier  t  ^  x  und  l)  ^  -^t  setzen.    Die  Differential- 

gleichung  erster  Ordnung,   von  der  im  Satz  4  die  Rede  war,   ist  also 
hier  sofort  integriert.     Nun  wird: 

und  daher,  da  j  =  r»  ist: 

y=z\)-\r  ^t)', 

f=z"t)  +  2zt^'  +  zt)", 
sodass 
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y  +  ^1^'  ■\-^y  =  (^"  +  Xi^'  +  ^^)  t)  +  (2/  +  ^1^)9'  +  ^r 

wird.  Da  aber  3  eine  Particularlösung  ist,  so  fällt  das  erste  Glied 
rechts  fort.  In  den  neuen  Veränderlichen  lautet  die  Differentialglei- 
chung daher: 

t)"+(2'^  +  X,(j))t)'  =  0. 

Der  in  Klammer  stehende  Ausdruck  enthält  nur  5.  Daher  giebt  die 
Integration: 

wo  c  und  y  die  Integrationsconstanten  bedeuten.  Mithin  kommt 
schliesslich,  da  j  ^  ic  und  t)  ^  —  ist: 

y  =  ^((i);)  I  ce  *^  ^  "        '     dx  -\-  yz{x). 
Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  Reduction 


df  df 

dy '     ^  oy 


auf  die  Form 

y'  =  0. 


gestattet,  besitzt,  wenn  y  =  f(x)  irgend  eine  Particularlösung  ist,   die 
allgemeine  Integralgleichung: 

y  =  /■(«)  +  «^  +  &• 
Setzt  man  y  —  f{x)  =  ^,  «/  =  j,  so  kommt  die  Integralgleichung 

t)  =  aj  +  &, 
deren  zugehörige  Differentialgleichung  lautet 

t)"  =  0. 
Mithin  folgt  wie  in  §  2:  Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Veränderlichen,  welche  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  nicht  ver- 
tauschharen  infinitesimalen  Transformationen  mit  denselben  Bahncurven 
gestattet,  lässt  sich  durch  Einführung  passender  neuer  Variahein  auf  die 
Form  y"  =  0  bringen. 

Auch  hier  können  wir  weiter  schliessen:  Eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  zwei  nicht  vertauschbare  infinitesimale  Trans- 
formationen zulässt,  gestattet  ausserdem  noch  sechs  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen. 


liie,  DifferentialgleichiinKen.  28 


434  Kapitel  20,  §  1. 


Kapitel  20. 

Integration    einer    linearen   partiellen   Differentialgleichung    in  drei 
Veränderlichen,  welche  bekannte  inflnitesimale  Transformationen 

gestattet. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Kapitel  des  öfteren  auf  eine  später 
zu  entwickelnde  bessere  Integrationsmethode  der  Differentialgleichungen 
iß(rr,  y,  y,  y")  =  0  hingewiesen,  welche  zwei  bekannte  Transformationen 
zulassen.  Diese  Methode  stützt  sich  darauf,  dass  wir  an  Stelle  der 
Gleichung  ü  =  0  die  äquivalente  lineare  partielle  Differentialgleichung 
in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  betrachten,  die  wir  schon  in  Satz  7, 
§  3  des  16.  Kapitels,  benutzt  haben. 

Aus  diesem  Grunde  wird  es  dem  Leser  verständlich  sein,  weshalb 
wir  hier  eingehend  ein  Problem  behandeln,  mit  dem  wir  uns  schon 
früher,  allerdings  in  allgemeinerer  Fassung,  beschäftigt  haben,  nämlich 
mit  der  Integration  einer  beliebigen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung in  drei  Veränderlichen,  welche  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestattet. 

§  1.      Integration    einer   partiellen  Differentialgleichung  Af==0    in 
X,  y,  0,  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Es  sei  vorgelegt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

'  dx     '  dy     '  02 

in  X,  y,  z.    Wie  wir  wissen,  lässt  sie  jede  infinitesimale  Transformation 
von    der  Form   QÄf  zu    (nach    Theorem   29,   §  2    des    15.  Kapitels). 
.Eine  solche  infinitesimale  Transformation,  die  ja  nichts  neues  aussagt, 
nennen  wir  trivial. 
Es  möge  nun 

'         ^  ox    ^     '  oy    '       cz 
eine  bekannte  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Gleichung 
Äf  =  0  sein.    Wir  fragen  uns,  wie  wir  sie  zur  Integration  von  Af==0 
verwerten  können. 

Nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kapitels)  hat  (UA)  die  Form 

UiAf)-AiUf)EEiP.Af, 

wo  A  eine  Function  von  x,  y,  z  ist.     Betrachten  wir  nun    die  beiden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen 


Integr.  einer  part.  Diffgl.  Af='Omx,y,z,  welche  e.  inf.  Trf.  gestattet.  435 

SO  lehrt  vorstehende  Beziehung  nach  Theorem  12  (§  3  des  10.  Ka- 
pitels), dass  sie  eine  gemeinsame  Lösung  f  =  cpix,  y,  z)  hesiUen  oder  also 
ein  sogenanntes  vollständiges  System  bilden. 

Diese  gemeinsame  Lösung  cp  lässt  sich  nach  einem  von  Dubois-  ^^^^  J^^^; 
Reymond   angegebenen  Principe  durch  Integration  einer  gewöhnlichen ^Jf^=^^^^ 
Differentialgleichung   erster    Ordnung   zwischen   zwei    Veränderlichen   be- ^^«^^^  gew^ 
stimmen.     Denn  interpretieren  wir,  um  diese  Integrationsmethode  an-  ^w.  x,  y. 
schaulich  zu   machen,  x,  y,  &   als   Punktcoordinaten  des   Raumes,    so 
definiert  das   vollständige   System   Äf-=0,   Uf  =  0  cjo^  Flächen: 

g)  {x,  y,  z)  =  Const. 
des  Raumes.    Wie  wir  schon  in  Satz  4,  §  3  des  10.  Kapitels,  bemerkt 
haben,   lassen   sich  diese   oo^  Flächen   auch   dadurch   definieren,    dass 
auf  einer  beliebigen   derselben  x,  y,  z  solche  Incremente  dx,   dy,  dz 
haben,  welche  der  totalen  Differentialgleichung 

(1)  (re  -  Zri)dx  +  {ZI  -  Xi)dy  +  {Xn  —  Yl)dz  =  0 
genügen.      Schneiden    wir    nun    diese   oo^  Flächen    (p  =  Const.    durch 
die  Ebene 

(2)  z  =  x-{-  ay, 

wo  a  irgend  eine  Constante  sei,  so  erhalten  wir  oo^  Curven,  und  diese 
werden  eine  gewisse  Differentialgleichung  zwischen  x,  y  erfüllen.  Um 
diese  Differentialgleichung  zu  finden,  eliminieren  wir  vermöge  (2)  und 

dz  =  dx  -\-  ady 
z  und  dz  aus  (1)  und  erhalten  sie  dadurch  in  der  Form 

(3)  u{x,  y,  a)dx  -\-  v{x,  y,  a)dy  =  0. 

Hat  man  diese  Differentialgleichung  bei  beliebigem  Werte  der  Con- 
stanten a  integriert,  so  findet  man  auch  leicht  alle  jene  oo^  Flächen, 
da  man  dann  ihre  oo^  Schnittlinien  mit  allen  Ebenen  z  =  x  -\-  ciy 
kennt.  Fasst  man  nämlich  unter  den  od^  Curven  alle  zusammen,  welche 
durch  einen  Punkt  der  Axe  des  Ebenenbüschels  z  =  x  -^  ay  hindurch- 
gehen, so  bilden  dieselben  im  allgemeinen  eine  der  gesuchten  Inte- 
gralfiächen. 

Ist  also  etwa 

^  {x,  y,  a)  =  Const. 

das  Integral  von  (3),  so  ist,  wenn  a  durch  (2)  eliminiert  wird: 


(p^ip{x,  y,  ^-)  =  Const. 


die  Gleichung  der  oo^  Flächen,  und  somit  ist  die  gemeinsame  Lösung 
(p(x,  y,  z)  von  Af=  0  und  Uf  ==  0  durch  Integration  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  (3)  von  erster  Ordnung  in  x,  y  gefunden. 

28* 
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Der  Leser  bemerke,  dass  das  in  §  4  des  18.  Kap.  benutzte  Inte- 
grationsverfahren auf  einem  ähnlichen  geometrischen  Gedankengange 
beruht. 

Wir  können  also  nunmehr  die  gemeinsame  Lösung  (p{x,y,z)  von 
Af  =  0  und  üf  =  0  als  gefunden  betrachten.  Es  handelt  sich  zur 
vollständigen  Integration  von  Af  =  0  nun  noch  um  die  Bestimmung 
einer  zweiten  Lösung  der  Gleichung -4/ =  0.  Dies  verlangt,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  eine  Quadratur. 
Zweite  Lö-  2u  diescm  Zwecke  sei  vorausgesetzt,  w  enthalte  etwa  z  wirklich. 

Bung  von  o  }     T 

dM{irei'ne  -^^sdann   können  x,  y,  tp   an  Stelle  von  x,  y,  z  als  Veränderliche  be- 
Quadratur.  jjy^gt  wcrdcu.     lu  dicscu  neucn  Veränderlichen  wird  Af  ixy. 

oder,  da  J-qo  =  0  ist  und  aus  Ax,  Ay  die  Veränderliche  z  zu  elimi- 
nieren ist,  etwa: 

Äf=  a{x,  y,(p)^-{-  ßipo,  ?/,  qo)  1^  =  0 

und  analog  nimmt   Uf  etwa  diese  Form  an: 

Uf=y{x,y,cp)^-^  8{x,y,cp)^' 

In  der  Gleichung  Af  =  0  kommt  kein  Differentialquotient  nach  9?  vor. 
Auch  transformiert  üf  diese  Variabele  nicht.  Mithin  spielt  sie  nur 
noch  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten,  und  x,  y  allein  treten  als 
wirkliche  Veränderliche  auf. 

Jetzt  liegt  folglich  das  Problem  vor,  die  Gleichung  Af  =  0  in 
X,  y,  die  noch  cp  enthält,  zu  integrieren,  welche  die  bekannte  infini- 
tesimale Transformation  üf  in  x,  y,  die  auch  cp  enthält,  gestattet. 
Dies  verlangt  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  nur  eine  Qua- 
dratur ^  indem  die  zu  Af  =  0  äquivalente  gewöhnliche  Differential- 
gleichung 

ady  —  ßdx  =  0 

den  Integrabilitätsfactor 


ad  —  ßy 

besitzt,  indem  ad  —  /3y  e|e  0  ist,  sodass 

__    /* a(a;,  y,  <p)dij  —  ßjx,  y,  cp)dx 

^        J  «{x,y,  qc)  d(x,  y,  cp)  —  ß{x,  y,  cp)  y{x,  y,  ep) 

die  gesuchte  zweite  Lösung  ist.  Hierin  ist  die  Integration  so  aus- 
zuführen, als  ob  (p  eine  Constante  wäre,  und  erst  nachher  ist  unter 
(p  die  früher  gefundene  Function  cp{x,  y,  z)  zu  verstehen. 
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Also  hat  sich  ergeben: 

Theorem  42:     Gestattet  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

Af=X^-\-  Y^  +  ^1^  =  0 

'  dx     '  dy     '  dz 

in  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  eine  heJcannte  nicht  triviale  in- 
finitesimale Transformation ,  so  verlangt  ihre  Integration  nur 
die  Integration  einer  gewissen  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  in  x,  y  und  eine  Quadratur. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele 

Af=  {X'  J^fJ^y,)^^^  {x'  +  f-  XZ)  1^  +  {XZ  +  y  ^)  II  =  0 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

Uf^x-^-\-y^-f-z^-, 

'  ox    '    ^  cy     '        dz  ^ 

denn  es  ist 

{UÄ)  =  Äf 

Äf=0  und  üf  =  0  bilden  also  ein  vollständiges  System,  das  der 
totalen  Differentialgleichung 

dx  dy  dz        \ 

^^  -{-  y^  -\-  y^     x^  -\-  y^  —  XZ    XZ  -\-  yz  ■=  0 

X  y  z        \ 

äquivalent  ist,  das  ausgeschrieben  so  lautet: 

xzdx  +  y^dy  —  (x^  +  2/^^^  =  0. 

Um  diese  zu  integrieren,  setzen  wir 

z  =  X  -\-  ay 
und  erhalten 

x{x  +  aij)dx  -\-  y{x  +  ciy)dy  —  {x-  -\-  y^)  {dx  -}-  ady)  =  0 

oder 

ydx  —  xdy  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  frei  von  a  und  nützt  deshalb  zur  Integration  nichts, 
denn  sie  sagt  nur  aus,  dass  die  Integralflächen  die  Ebenen  z  =  x  -\-  ay 

in  den  Geraden  —  =  Const.  schneiden,  welche  sämtlich   die  Axe  des 

y 

Ebenenbüschels  in  demselben  Punkt  treffen. 

Wir  werden  also  andere  Schnittebenen  benutzen,  etwa  diese: 

y  =  x-\-a. 
Wenn    wir    diesen   Wert    und    dy  =  dx   in  die  totale   Gleichung  ein- 
führen, so  kommt: 
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z{2x  -f-  a)dx  —  (2x^  +  2ax  +  a^)d0  =  0 


oder 


2x  4-  a           7           de        r. 
-idx =  0 


2x^  +  2ax  4-  a*  z 

d.  h.  integriert: 

^  lg  (2ä;'  +  2aa;  ^  a^)  -  lg  z  =  Const. 
oder: 

W;  ^  I ! =  Const. 

Um  hieraus   das  Integral   der   totalen  Gleichung  zu  finden,  haben  wir 
wieder  a  =  y  —  x  zu  eliminieren  und  erhalten: 

^^ ^-• 

In  der  That  ist  Atp^O,   U(p  ^  0. 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y  und  q)  als  Veränderliche,  indem  wir 


eliminieren.     Dadurch  kommt: 

Äf=  {x'  +  f  +  ^V^^T?)  1^  +  (^^  +  f  -  7  V^^T?)  1^  =  0 

und 

'  dx  ~*'  ^   dy  ^ 

sodass  die  zweite  Lösung  %  von  Af  =  0  lautet: 

\^'  +  2/'  +  1^  y^M^')  ^2/  -  (o;^  +  2/^  -  |-  y^M^')  '«^ 


^^/( 


(a;2  +  2/'  +  ^  y^"'  +  2/')  2/  -  (^'  +  2/'  - 1-  y^'  +  y')  X 

=  lg  (}/a;2  _|_  ^2  _  ^(^^  _  ^>)) 

Setzt  man  nun  für  qp  seinen  Wert  ein,  so  kommt: 

l  =  \g  V^+  1/  —  \gz-{'\gi0  —  x-}-  y). 

2.  Beispiel:  Die  geometrische  Bedeutung  unserer  Theorie  tritt 
an  folgendem  Beispiel  deutlich  hervor.  Angenommen,  es  sei  uns  be- 
kannt, dass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

'  ox    *        dy    '        dz 

die  infinitesimale  Verschraubung  längs  der  ^-Axe: 

^  ox    '       dy    '        CS 
gestatte.      Jede    Charakteristik    von    Af  ■=  0  wird    bei    fortwährender 
Ausübung  von   Uf  in  Schraubenbewegung  längs  der  ;2-Axe  hingeführt, 
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indem  sie  immer  wieder  in  eine  Charakteristik  übergeht.  Sie  beschreibt 
dadurch  eine  Fläche,  welche  cx)^  Charakteristiken  von  Af==0  und 
00^  Bahncurven  von  Uf,  nämlich  Schraubenlinien  oder  Charakteri- 
stiken von  Uf=0,  enthält.  Jede  solche  Fläche,  deren  es  00^  giebt, 
ist  demnach  gemeinsame  Integralfläche  von  Äf=0  und  Uf  =  0. 
Ist  03  die  Lösung  des  vollständigen  Systems  Äf=  0,  Uf==  0,  so  stellt 
CO  =  Const.  jene  00^  Flächen,  die  wir  Schraubenflächen  nennen,  dar. 
Nach  unserer  Theorie  lässt  sich  oj  durch  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränder- 
lichen auffinden.  Wir  schneiden  nämlich  die  00^  Flächen  co  =  Const. 
durch  00^  Ebenen  und  stellen  die  Differentialgleichung  für  die  00^ 
Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  dieser  Ebenen  auf.  Oben  wählten 
wir  als  schneidende  Ebenen  die  Schar  0  =  x  -j-  ay.  Wir  könnten 
auch  die  Ebenen  y  ==  ax  benutzen ,  die  durch  die  ,0-Axe  gehen.  Als- 
dann würde  sich  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  x  und  z  ergeben. 

Betrachten  wir  nun  diese  00^  Schraubenflächen  als  gefunden,  so 
ist  es  auch  geometrisch  klar,  dass  wir  dann  die  Charakteristiken  von 
Af=0,  also  auch  die  allgemeinste  Lösung  von  Äf=0,  durch  eine 
Quadratur  bestimmen  können,  denn  die  00^  auf  einer  dieser  Schrau- 
benflächen gelegenen  Charakteristiken  gestatten  die  infinitesimale  Ver- 
schraubung  Uf  längs  der  ^-Axe.  Ihre  Projectionen  auf  die  (^^)-Ebene, 
die  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen X  und  y  gegeben  werden,  gestatten  demnach  die  infinitesimale 
Rotation  um  den  Anfangspunkt: 

Uf^i  —  y  ^     4-  X  ^^ 
'  "^  c X    ^       oy 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  ist  also  ihre  Differentialgleichung 

durch  Quadratur  integrierbar. 

§  2.  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  Af  ==  0  in 
X,  y,  8,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 

Noch  mehr  wird  sich  natürlich  die  Integration  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  in  x,  y,  z: 

'  ox    '         vy  cz 

vereinfachen  lassen,    wenn  sie  zwei  wesentlich  verschiedene  bekannte  in- 
finitesimale Transformationen    ü^f  und    U^f  gestattet.     Dabei  nennen 
wir,   wie  in  §  o  des  15.  Kapitels,   U^f  und   U^f  wesentlich  verschieden,^"^^^^^"^^^^'}' 
wenn  keine  Relation  zwischen  f/i/",  C/g/"  und  Af  besteht  von  der  Form :^^^°^''^f;^'J- 
Const.  UJ-\-  Const.  U^f -\-  q{x,  y,z)Af^O\ 
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denn  mit  TJ^f  gestattet  Af=  0  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form  Const.   UJ  -\-  QÄf. 

Wohl  aber  kann  zwischen  Uif,  ü^f  und  Äf  eine  Relation  mit  va- 
riabeln  Coefficienten  bestehen: 

ß,U,f-{-ß,U,f+aAf=0, 
in  der  also  ß^,  ß^,  a  Functionen  von  x,  y,  z  sind  und  ^  keine  blosse 

Constante  ist.     Demnach  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,   die  wir  nach 
einander  betrachten. 


Hauptfall:  Epstons :     Es  bestehe  Iceine  lineare  Relation  zwisclien  TJ-^f,  U^f  und  Af. 

^Snzw.'"         Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kap.)  gestattet  Af  =  0  auch   die 
Ulf,  ^«/'^/infinitesimale  Transformation  {U^U^.    Da  sich  jede  infinitesimale  Trans- 
formation in  :r,  ?/,  z  in  ganz  bestimmter  Weise  linear  durch   U^f,   U^f 
und  Af  ausdrückt,   weil   zwischen   diesen   dreien   selbst   keine    lineare 
Relation  besteht,  so  ist  auch  etwa: 

(4)  {U, ü,)  =  ii,  ÜJ  +  II,  U,f  +  vAf. 

Hier  sind  also  ^1^,  ftg?  "^  bekannte  Functionen  von  x,y,0.  Nach  Theorem  31 
(§3  des  15.  Kap.)  sind  nun  }i^  und  fi^  Lösungen  von  Af=0  oder 
Constanten.  Auch  sind  dann ,  weil  Af  =  0  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  i[72/"  gestattet,  U^^i,  TJ^H^i  ^^^u  C^afig  Lösungen 
oder  Constanten.  Auch  wenn  wir  ( TJ^^  U,)  auf  ^^  oder  fij,  ausführen, 
müssen  sich  solche  ergeben.  Aber  wegen  (4)  ergiebt  sich  dadurch 
keine  von  der  vorher  angegebenen  unabhängige  Lösung.  Ferner  ge- 
stattet Af=0  nun  auch  (ZJiCC/iC/g))  und  {ü^iU^U^)).     Nach  (4)  ist: 

{U,{U,U,))  =  ü,(i, .  UJ-\-  ü,^,  ■  UJ+  ^,{U,U,)  -f  QAf, 
wo   Q   eine  gewisse   für   uns   gleichgültige   Function    bedeutet.     Dieser 
Ausdruck,  aus  dem  sich  noch  nach  (4)  {Ü-JJ,}  eliminieren  lässt,  giebt: 

{U,{TJ,U,))  =  (U.fi,  +  f*if*2)  UJ+  {U,ii,  +  II,')  UJ+  öAf 
Nach  dem  Theorem  31  sind  also  U^^i  +  i"'ii'*2  "^^  Uifi,  -\-  ii,  Lö- 
sungen von  Af  =  0  oder  Constanteu.  Offenbar  sind  sie  von  den  oben 
angegebenen  Lösungen  abhängig,  sagen  also  nichts  neues  aus.  Dasselbe 
ergiebt  sich,  wenn  wir  {Ü,{U.JJ^)  bilden.  Somit  folgt,  dass  in  dem 
vorliegenden  Falle  nur  die  sechs  Grössen 

f*i;^2;    t^if*i>  tr^jt^;    c/gfti,  u,ii, 

als  eventuelle  Lösungen  von  Af=0  berücksichtigt  zu  werden  brauchen, 
indem  die  in  §§  3,  4  des  15,  Kapitels  entwickeltet!  Hülfsmittel  zur  Auf- 
stellung neuer  Lösungen  nichts  weiter  ergeben. 
Erster  Da  Af  =  0  uur  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  besitzt, 

'^ "  *     so  folgt,  dass   sich  jene   sechs  Grössen   notwendig  auf  höchstens  zwei 
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von  einander  unabhängige  reducieren.  Sind  es  gerade  stvei,  so  ist 
das  lutegrationsgeschäft  beendet. 

Es  kann   aber  auch  eintreten,  dass   sich   so   nur  eine  Lösung  er- 
giebt,  oder  aber,  dass  alle  jene  sechs  Grössen  nur  Constanten  sind. 

Ergiebt  sich  eine  Lösung  (p,  so  verfahren  wir  am  einfachsten  so:  u^Xrfau 
Es  sind  in  diesem  Falle   TJ^cp  und   U^(p  Functionen  von  fp  allein: 

U^<p  =  Sl,  ((p),     U^(p  =  Sl^  {cp). 
Wir  bilden  die  infinitesimale  Transformation 

Vf=Sl,{sp)-UJ-Sl,{cp).  ü,f, 
welche  Af  =  0  gestattet.     In  der  That  ist  wegen  A(p^O: 
{VA)  =  a^{ü,A)-^,{U,A), 

d.  h.  da  nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kap.)  (U^A)  und  {TJ^A)  die 
Form  A  Af  haben ,  so  hat  auch  ( VA)  diese  Form.  Dass  Af  =  0 
die  infinitesimale  Transformation  Vf  gestattet,  folgt  auch  aus  den  in 
§  4  des  15,  Kap.  gemachten  Bemerkungen  ohne  weiteres.    Auch  ist  jetzt: 

F?)  EEE  ß^  •  U^(p  —  ßi  •  TJ^q)  =  ^2^1  —  ^1^2  =  0- 
Die  beiden  Gleichungen: 

Af=0,     Vf=0 
bilden   demnach   ein  vollständiges  System  mit  der  Lösung  q),   die  uns 
schon  bekannt  ist.     Indem   man   etwa  x,  y,   cp   als   Veränderliche   an 
Stelle  von  x,  y,  z  einführt,  findet  mau  wie  in  §  1  eine  ziveite  Lösung 
von  Af  =  0  durch  eine  Quadratur. 

Dass   sich   eine   zweite  Lösung  durch  Quadratur  ergiebt,   folgt  kürzer, 
aber  weniger  elementar,  auch  so:     Ist 

so  besitzt  Af  =  0  nach  Theorem  32  (§  5  des  15.  Kap.)   den  Multiplicator 

X     Y    Z\ 

k    nt    ^x  \, 

tz        %       ^2 

d.  b.  nach  Jacobi's  Theorie  lässt  sich  zur  bekannten  Lösung  qo  eine  zweite 
durch  Quadratur  angeben. 

Nun    bleibt    noch    die   Annahme    übrig,    dass   alle   sechs   Grössen    Dritter 
f*ij  i''2}   ^f*  bloss  Constanten  sind,  also  insbesondere 

iUM  =  c,ÜJ+c,U,f+vAf 
wird  (q,  Cg  =  Const.).     Bei    dieser  Annahme   sind   wieder   zwei  Mög- 
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lichkeiten  zu  unterscheiden:  Entweder  sind  c^  und  c^  beide  Null  oder 
nicht.  Im  letzteren  Falle  können  wir  (wie  in  §  1  des  18.  Kapitels 
bei  den  zweigliedrigen  Gruppen)  leicht  erreichen,  dass  c^  =  1,  Cg  =  0 

wird,   indem   wir  nämlich,   wenn   etwa  c^  4^  0  ist,    ü^f -\- -^  U^f  und 

—  U^f  an  Stelle  von  U^f  und  C/g/"  als  die  beiden  infinitesimalen  Trans- 

formationen  benutzen.    Demnach  liegen  die  beiden  Möglichkeiten  vor: 

{U,U,)  =  vÄf    und     {U,U,)=UJ-\-vÄf. 

^^t  Sei  also  zunächst: 

diesem  (JJ  JJ)  ^  V Äf. 

Unterfalle,  o-    i        t    i      i  -i  i  \      i      <ä^  / 

oieherlich  bilden 

Af=0     und      UJ'-^O 

wegen  {TJ^A)  "^  k^^Af  (nach  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.)  ein  voll- 
ständiges System,  (Vgl.  §  3  des  10.  Kap.)  Es  sei  (p  die  unbekannte 
Lösung  desselben.     Es  ist  etwa: 

{U^A)  =  K,Af 
und  wir  haben  also: 

UMf)-MU,f)  =  h^f, 

U,{U,f)-h\{UJ)=vAf. 

Setzen  wir  hierin  f^cp,  so  ergiebt  sich,  da  Atp^  U^fp^O  ist: 

A{ü,q>)  =  0,     U,{U,<p)  =  0, 

d.  h.  U2(p  ist  Lösung  des  vollständigen  Systems,  mithin  eine  Function 
von  cp  allein: 

U2<p  =  ^{(p), 

denn  es  ist  die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  eine 
arbiträre  Function  von  cp.  Wir  können  uns  unter  q)  immer  die  Lö- 
sung des  Systems  vorstellen,  für  die  C/g^^l  ist.  Denn  ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist: 

ü^{a)((p))  =  (o'(<p)Sl((p), 

und  dies  lässt  sich  durch  passende  Wahl  von  a)(g))  immer  gleich  Eins 
machen,  da  il((p)  e^  0  ist.  Wäre  nämlich  il((p)  ^0,  so  hätten  wir 
Uicp  ^  0,  U2<p  EEE  0,  A(p  E^  0,  d.  h.  zwischen  Äf,  U^f,  JJ^f  bestände 
gegen  die  Voraussetzung  eine  lineare  Relation,  indem  die  Determinante 

X     Y    Z 

ii     ^1     ^1    =0 

tl       V2        ^2 

sein  würde.  Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  eine  Function  cp  existiert, 
für  welche: 
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dx 


U.cp 


€Cp 


dx 
rr      t    ^^ 


Si  p)^  -r^i  gy  -r  fei  ^2 


=  0, 


-r%  sy-r  kg^  —i- 


ist. 


Q  O  p 

Hieraus  lassen   sich  ^ ,  ^ ,  -^   bestimmen,   und  es  ergiebt  sich 

cx^  cy'  cz 


mithin  (p  selbst  durch  eine  Quadratur  in  der  Form: 

dx     dy     dz  I 

X      Y      Z    \ 

4i     ni     ti    I 


q>=    I      — 


Y 

Vi 

1-i 


Ganz  analog  hätten  wir  zeigen  können,  dass  es  eine  Function  ip 
geben  muss,  für  die  J.^  =  0,  C/ii/r  =  — 1,  ^Jj^  =  0  ist,  sodass  die- 
selbe sicher  von  (p  unabhängig  ist,  da  sonst  U^ip^O  wäre,  und  sich 
durch  eine  Quadratur  ergiebt  in  der  Form: 


dx 

dy 

dz 

X 

Y 

Z 

^2 

V2 

U 

X 

Y 

z 

?1 

Vi 

?1 

1« 

Vi 

l. 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  'beiden  Quadraturen^   welche  die  Lösungen 
ff  und  T^  von  Af=0  ergeben,  von  einander  unabhängig  sind. 


Nun  kommen  Avir  zu  dem  Fall,  dass 

{U,U,)=ÜJ+vAf 

ist.     Alsdann  bilden 

Af=Q,     UJ=0 

ein  vollständiges  System,  dessen  unbekannte  Lösung  g?  heissen  möge. 
Es  ist  etwa  (U2A)^e  k^Äf,  und  aus  den  Gleichungen: 

u,{u,n-  ü,{uj)=üj+vÄf 

folgt,  wenn  wir  darin  f^<p  setzen,  wegen  Acp^^  U^fp  ^0,  dass  (wie 
im  vorigen  Falle)  ü^^  eine  Function  von  q)  allein  ist,  und  demnach 
ergiebt  sich  (wie  im  vorigen  Falle)  cp  selbst  durch  eine  Quadratur  in 
der  Form: 


Zweite 

Möglichkeit 

im  dritten 

Unterfalle. 
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dx 

dy 

dz 

X 

Y 

Z 

^1 

Vi 

S.     I 

X 

Y 

z 

^1 

*?! 

t: 

1. 

V2 

t. 

Somit  ist  eine  Lösung  von  Af  =  0  gefunden.  Diese  führen  wir, 
wenn  sie  etwa  von  z  nicht  unabhängig  ist,  neben  x  und  y  als  Ver- 
änderliche ein.     Dadurch  geht  Af=0  über  in; 


Af^i  Ax 
weil  A(p^O  ist,  und   U^f  in: 


df 


df 


dx+^y-d^  =  ^^ 


Begriffliche 
Doutuiifj  des 

driiton 
Untorfulles. 


weil  auch  ü^^ip^O  ist.  Hierin  sind  die  Coefficienten  Functionen 
von  X,  y,  (p,  und  cp  spielt  die  Rolle  eines  Parameters,  da  cp  von  U^f 
nicht  transformiert  wird.  Af  =  0  ist  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  x,  y  äquivalent,  die  auch  90  ent- 
hält, und  diese  gestattet  üf,  sodass  sich  das  Integral  (wie  in  §  1) 
durch  eine  Quadratur  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  ergiebt. 
Man  bemerke,  dass  in  diesem  Falle  die  heiden  Quadraturen  nicht  von 
einander  unabhängig  sind,  wie  im  vorigen. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  hat  sich  also  ergeben: 

Theorem  43 :     Gestattet   die   lineare  partielle   Differential- 
gleichung 

'  dx  ^         oy    ^        dz 

ztvei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U.^f, 
ivelche  keine  lineare  Relation 

^i(^;  y,  ^)  UJ  +  ß^ix,  y,  z)  U^f  -f  a{x,  y,  s)Af=0 

erfüllen,  so  verlangt  die  Integration  von  Af^O  höchstens 
zivei  Quadraturen. 

In  betreff  der  beiden  zuletzt  betrachteten  Fälle,  in  denen 
{U,U^)  =  c,UJ-^c^U,f+vAf 

ist,  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Sind  cp  und  tp  zwei  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=0,  und  ist  %  eine  Function,  für  die  Äx^l 
ist  (und  die  es  immer  giebt),  so  sind  q),  ip,  ^  von  einander  unabhängig, 
und  man  kann  sie  als  neue  Veränderliche  an  Stelle  von  x,  y,  s  einführen. 
Alsdann  wird 
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^'-  H  ' 

Auch  sind  U^q),  TJ^i\)^  U.^cp^  ZJ^i/;  als  Lösungen  von  Af=0  Functionen 
von  (p  und  ip  allein;  also  ist  etwa: 

ZJ^g)  =  All  (g),  1/;),       Z7ii^  =  5^12  (9^;  ^), 

^2  9  =  -^21  {%  '^);        ^2^  =  -^22  (^'^  '^) ' 

sodass: 

f^2/"=  -^21    g^  +  ^22    ^  +    C^2Z  -^ 

wird.  Lassen  wir  hierin  die  letzten  Glieder  fort,  so  sind  die  verJcürsten 
infinitesimalen  Transformationen: 

TT  f^=  o     ^  a_  o      ^^ 

immer  noch  solche,  welche  Af=0  gestattet,  denn  sie  vertauschen  die 
Charakteristiken  qo  =  Const.,  ip  =  Const.  von  Äf=0  unter  einander,  da 
die  Sl  Functionen  von  cp  und  i/;  allein  sind.     Es  war  nun 

(U,U,)  =  c,UJ-i-c,U,f-\-vAf. 

Die  neuen  Formen  von  U^f,  ü^f,  Äf,  geschrieben  in  9),  ip,  %,  zeigen,  dass 
alsdann  auch 

ist,  d.  h.  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  U^^f,  TJ^f  bilden 
eine  sweigliedrige  Gruppe.  Dies  ist  die  begriffliche  Deutung  der  beiden 
zuletzt  betrachteten  Fälle. 

Nachdem   nunmehr  der  erste  Hauptfall  erledigt  ist,   kommen  wir 
zum  zweiten.     Also: 

Zweitens:  Es  bestehe  eine  lineare  Relation  zwischen  Af,  U.f  und  U«f:    zweiter 

'  '       ^'  2/      HauptfaU: 

ßiüj+  ß,U,f+  aAf=  0,  E£,e//^- 

wo  also  -^^fp  Jceine  blosse  Constante  sein  soll,  da  sonst  eine  der  infini-^'-''''^''-'^''*-^" 
P2 

tesimalen  Transformationen  trivial  wäre. 

In  diesem  Falle  ist,  indem  wir  /Sg  e|e  0  voraussetzen  dürfen: 

UJ=  -  g>ÜJ-  -^  Af=  —  <pUJ+  QAf 

und  also  nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  (p  eine  Lösung  von 
Af=  0.     Sicher  ist,  da  Af  =  0  die  infinitesimale  Transformation  ÜJ 
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gestattet,  U^q)  eine  Lösung  von  Af=0  oder  eine  Constante.  (Das- 
selbe gilt  von  U2(p,  aber  es  ist  offenbar  U^cp  ^  —  (pU^^cp,  d.  h.  es 
unt'erfau  ^^^  abhängig  von  cp  und  ü^(p,  giebt  also  nichts  neues.)  Ist  U^cp  eine 
von  (p  unabhängige  Function,  so  ist  sie  eine  zweite  Lösung  von 
Af  =  0,  und  das  Integrationsgeschäft  ist  zu  Ende. 

Zweiter  Wenn   aber   ZZod   nur   eine   Function   von  od   oder  eine  Constante 

Unterfall.  '■'  '^ 

ist,  SO  liefern  die  in  §  4  des  15.  Kap.  gegebenen  Mittel  keine  neue 
Lösung,  denn  es  ist  dann  U^q)  eine  Function  von  q)  allein  und  ferner 
ist  (TJxU:^  von  der  Form  X(cp)  ü^^f  -\-  6Äf.  Um  eine  zweite  Lösung 
zu  finden,  verfahren  wir  vielmehr  so:  Wenn  q)  etwa  s  wirklich  ent- 
hält, so  können  wir  x,  y  und  q)  als  neue  Veränderliche  einführen. 
Dadurch  geht  Äf  über  in: 

weil  J-qp  ^  0  ist,  und   U^f  geht  über  in: 

ZJg/"  hat  keinen  Nutzen  weiter,  da  wegen  der  Kenntnis  von  TJ^f  und  q) 
,r  ■^•".'f  ..nunmehr   ü^f  als  trivial  zu  betrachten  ist.     Ist  nun   f7,g)ElE0,  so  hat 

Möglichkeit  •''  17-17 

untM^"  Uyf  zur  Integration  der  Gleichung  A^f  =  0,  welche  U^f  gestattet, 
keinerlei  Wert,  denn  Uif  transformiert  ausser  x,  y  auch  9p,  das  in 
Af  ==  0  nur  die  Rolle  eines  Parameters  spielt.  Es  wird  dies  ein- 
leuchtend sein,  wenn  wir  ein  Beispiel  nehmen:  Z.  B.  gestattet  die 
Differentialgleichung 

X{x,y)^+Y{x,y)^^Q 

die  infinitesimale  Transformation  -J- .    wenn  wir  sie   als   Differential- 

os  ' 

gleichung  in  x,  y,  z  auffassen,  aber  offenbar  kann  dies  zur  Integration 
der  Differentialgleichung  nichts  beitragen.  Ähnlich  verhält  es  sich 
überhaupt,  sobald  TJJ'  die  Veränderliche  9?  wirklich  transformiert. 
Wenn  also  C/^gjEJEO  ist,  so  haben  wir  noch  Af=0,  d.  h.  eine  ge- 
wohnliche Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen, 
zu  integrieren. 
Zweite  jg^  dagegen    Ucp^O,  so  transformiert   Uf  die  Veränderliche   qp 

Möglichkeit  007-7  I  T 

des  letzten  g^j.    ^iicht    uud    kann    als    infinitesimale   Transformation   in  x,  y  auf- 

Unterfalles.  o  '    '^ 

gefasst  werden ,  welche  Af  =  0  invariant  lässt.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  erhalten  wir  dann  eine  Lösung  von  Af=0  durch 
eine  Quadratur. 
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Sonach  hat  sich  ergeben: 

Theorem  44:    Gestattet   die    lineare  partielle    Differential- 
gleichung 

Af=X^-^Y^-{-Z^  =  0 
'  ex     '         öy    '         oz 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f,  C/g/",  welche 
eine  Belation 

ßi  {^,  y,  ^)  f^i  /■  4-  /32  (^,  y,  ^)  UJ'-\-  a  (x,  y,z)Af=Q 

erfüllen,  in  der  sich  ß^  :  ß.,  nicht  auf  eine  Constante  reduciert, 
so  verlangt  die  Integration  von  Af  =  0  im  ungünstigsten  Falle 
die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen. 

§  3.     Beispiele. 

Wir    wollen    die    Integrationstheorien    des    vorhergehenden    Para- 
graphen durch  eine  Reihe  von  Beispielen  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af~{x-y-z-^2)^^^  +  2{y-x  +  z)^/y  +  {x-y-z)^^  =  Q 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^./ =  H  +  1^ '     UJ^i,y  +  2.  +  1)  (g  +  2^-  |/) , 

wovon  man  sich  überzeugen  möge.  Hier  besteht  zwischen  U^f,  U^f 
und  Af  keine  lineare  Relation,  während 

^    1    ^-^  \dx    '        dy        dz)        ^  +  20  -J-  l 

2 

ist.     Demnach  ist  — r— r — p— ,  oder  also 
y  -f  22+  1' 

eine  Lösung  von  Af  =  0.     Nun  ist 

U,cp  =  2,     ü,cp~0. 
Nach   der   allgemeinen  Theorie  des  vorliegenden  Falles  in  §  2  bilden 
wir  demnach 

d.  h.  wir  werden  als    Vf  direct  U^f  benutzen. 
Die  beiden  Gleichungen 

Af=0     und      UJ==-0 
bilden   ein   vollständiges   System.      Statt   der  zweiten   Gleichung   thun 
wir  besser  die  einfachere 
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U,f^^^  +  2'f       'f 


=  0 


dy        dz 

zu  benutzen,  die  beim  Wegstreichen  des  Factors  y  -\-  2z  -\-  1  übrig 
bleibt.  Wir  benutzen  als  Veränderliche  x,  y  und  (p  ^^  y  -j-  2^.  Da- 
durch gehen  Äf  und   U^f  über  in: 

Äf^i^-  I  -  1  +  2)  %  +  (y^  2.  +  ^)  I-;, 

^'         da;    '         ^2/ 
Also  ergiebt  sich  die  gesuchte  zweite  Lösung  in  der  Form 


t  = 


dx 

^2/ 

X  — 

2         2  ^ 

2/-2a;  +  q() 

X  — 

2         2  ^ 

2/  — 2a;  +  qB 

1 

2 

=*/(- 


c^a:  —  ^dy  -\- 


2x  —  y  —  9  +  2 


Hierin  ist  nun  der  Wert  q)^y  -{-  2 0  zu  substituieren,  sodass  kommt: 
^  =  -  I- -  1  +  i  1  g  2  (o;  -  2/ -  ^  +  1 ). 


2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 
Äf=  {xz  +  e^— )  1^  -  ^(1  +  a;)  1^  +  ^(ev—  _  ^)  ^^ 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 


UJ  = 


df  df 

ox  dz 


uj= 


dx  ()y  oz 


Man    möge    dies    verificieren.     Zwischen    U^f,    U^f  und    Äf  besteht 
keine  lineare  Relation,  und  es  ist 

Nach  unserer  allgemeinen  Theorie  sind 

dx  dy  dg 


<P  = 


und 


XZ  +  62'- 
X 

1  -f  a; 


z(\  +  x)     zey- 
0 


1  +  a; 


1P  = 


Beispiele. 
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dz 


xz  -\-  e'J- 
1 


—  z{\  +  x)     zey- 
1 


z{\  -\-  x)  ^  1  +  a; 

Lösungen  von  Af=0.     Es  bedeutet  hierin  ^  die  Determinante 

xz  -f  ey-""'     —  z{l  +  x)     zey-""'  —  z^ 


^   = 


\   ■\-  X 

1 

^(1   +  ^) 


\   ■\-  X 

1 

1  +  a; 


E=(l  +  es'-^^)^. 


Man  findet: 

Es  ist  daher  einfacher  e^*  +  es'  eine  Lösung  von  Äf=  0.    Weiter  ist 
^    /"—  2((1  —  ^)e^'  -M^» -^^^^^4-  ((1  +  a;^)e^'  +  ev)dz 


S 


^  J(_  d:,  _  d^  +  1  d,  +  £&±£1£(5^) 

^  —  X  —  y  +  ^g  ^  +  lg  (e^  +  e^'^)- 

Demnach  werden  wir  als  zweite  Lösung   die  Function  x  -{-  y  —  Ig  z 
benutzen  können. 

5.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Äf=2(y-  z)ey+^  |-^  +  (1  +  ^  _  ,)  1^  +  (1  _  ^  +  ,)  |£  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Zwischen   U^^f,   U^f  und  Äf  besteht  keine  lineare  Relation,  während 

ist.     Nach    unserer    allgemeinen    Theorie    für    den    vorliegenden    Fall 
ist  also 

dx  dy  dz 

2(^~z)ey  +  '       l-\-y-s        l  —  y^z 
1  0  0 


<p=  2 


2{y  —  z)ey+'      i^y-2      i-.y^2 

1  0  0 

2x  1  1 


eine  Lösung  von  Äf==0.     Es  kommt: 

L  i  e ,  Differentialgleichungen. 
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«5  =  A^  -y  +  ^)d(y  -  z)  -^{y  —  z)dz 


fi 


z  -  y 
y  —  z  ^^ 


=  2z-i\g{y-0)-{y-,)) 

=  y-{-z  —  \g{y—z). 
Würden  wir  nun  entsprechend   der  allgemeinen   Theorie  x,  y   und   q) 
als  Veränderliche  benutzen,  so  entständen  algebraische  Schwierigkeiten, 
indem   sich  z  nicht   algebraisch   durch   x,  y  und  (p   ausdrücken   lässt. 
Wir  benutzen  deshalb 

X,    y-\-z^u,     (p 
als  neue  Veränderliche  und  finden,  dass  Af  und   U^f  übergehen  in 

Nach  der  Theorie  ist  demnach 

/^  I       dx      du  I 

«y  i  1  Ol 

^  —  ic  +  ^e2«-(p 

eine  zweite  Lösung  von  Af  ==  0,  wenn  darin 

M  =  «/  +  ^,     (f^EEy  -{-  z  —  \g{y  —  z) 
eingesetzt  wird.     Demnach  kommt: 

4.  Beispiel:    Die  Gleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
XJ  /*=  a?  +  y  +  ^g   ^ 

£4/E^(^  +  y)||  +  (x  +  s,)|  +  2.|f 

Hier  besteht  zwischen   ü^f,   U^f,  Af  eine  lineare  Relation,  nämlich: 

U,f=(xy  +  y0-\-0x)UJ-{-Af 

Demnach  ist: 

<p^^xy  -{-  yz  -}-  zx 
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eine  Lösung  von  Äf=0.     Nun  ist: 

üiq>=      ^y (oo  +  y) 

auch  eine  Lösung,  oder  also  es  ist 

(rr  +  2/  +  4^)  (x  +  y) 
eine  Lösung  von  Äf=  0.     Diese  lässt  sich  so  schreiben: 

{x  —  yf  +  4(p 
und  demnach  werden  wir 

rp^  X  —  y 
als  zweite  Lösung  annehmen. 

5.  Beispiel:    Die  Gleichung 

^/'=  a;(«/  -  ^)  |~  +  2/(^  -  ^)  f^  +  ^(^  -  y)  11  =  0 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^'         yz  ex    '    zx  cy    '    xy  dz 
Es  ist  hier 

^  xyz      '-' 

und  demnach 

(p  ^  xyz 

eine  Lösung.  Es  ist  Ui(p^dg),  C^g?  ^  3,  sie  geben  also  keine  neue 
Lösung.  Daher  fuhren  wir  x,  y,  q)  als  Veränderliche  ein,  wodurch 
Af=0  übergeht  in: 

'  \^         y  /  dx    '~  \x  ^  cy 

Da  Z7i9e|eO  ist,  so  nützen  die  infinitesimalen  Transformationen  nichts 
mehr  zur  Integration.  Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Gleichung  Af=  0 
zu  integrieren.    Sie  ist  äquivalent  der  gewöhnlicben  Differentialgleichung 

dx  dy 


oder 

oder  auch: 
oder  endlich: 

Also  ist 


qp  qp 

xy -^ xy 

^       y         X         ^ 


dx         dy 


^  y    —  ffX         cpy  —  x^ 
(pd{xy)  —  x^y^d{x  -f-  «/)  =  0 

<P^-^i-  d{x  +  2/)  =  0. 
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1};  ^  —  -{-  X  4-  y 
oder,  da  g)  ^  xy0  ist: 

il;  =  x-]-y  +  z 

die  gesuchte  zweite  Lösung  von  Af  ==  0. 

6.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 
Af=(y  _  ,)|{  +  (^  _  ,)  1^  +  (o:  -  ^/)(a:  -  ^)  |f  =  0 

lässt  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

TT  f^=^  A.^t    \K 
^^'  —dx~^  dy^  dz' 

UJ^i.-y)Qi  +  ^^  +  li) 

ZU.     Hier  ist 

ÜJ={x-y)UJ 
und  demnach 

<p^x  —  y 

eine  Lösung  von  Äf  =  0.  U^cp  ^  0  liefert  keine  zweite  Lösung. 
Demnach  führen  wir  x,  cp  und  z  (da  (p  von  x  und  y  abhängt)  als 
neue  Veränderliche  ein.    Dadurch  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

Äf=  {x  — cp-  g)^-\-tp{x- 0)^  =  0, 
während   U^f  in 

übergeführt  wird.  Weil  t/^gj^O  ist,  so  trägt  U^f  im  jetzigen  Falle 
zur  Integration  von  Af==0  bei.     Es  ist  also 


,^f. 


,           dx 

dz 

X  —  cp  —  z 

q){x  —  z) 

X  —  cp  —  z 

cp{x  —  z) 

1 

1 

-  z)dz 


'(p{x  —  z)  {dx  —  dz)  —  (x  —  cp  —  z  —  cpix  —  sy^dz 
X  —  cp  —  z  —  tp(x  —  z) 

d{x  —  z) 


—       «  -I-  9»  J  (^  _  s)  (1  _  ^)  _  ^ 
eine  zweite  Lösung  von  Af  =  0. 
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Zur  eigenen  Durchrechnung  empfehlen  wir  dem  Leser  noch  ein 

7.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

Af=(x,  -  y)l^^  +  (y,  -  x)ll  +  (1  -  ,^)l^  ==0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

U,f=  {x^  +  y')  l{  +  2^2/ 1^  -  ^(1  -  ^0  If 

Man  verificiere  dies  und  integriere  die  Differentialgleichung  in  Ge- 
mässheit  der  einschlägigen  Methode  des  §  2.  Man  findet  die  Lösungen 
X  -\-  ys  und  y  +  xs. 

Die  vorstehenden  Beispiele  sind  sehr  einfacher  Natur.  In  den 
meisten  derselben  kann  man  die  Integration  auch  ohne  Benutzung 
unserer  Theorie  ausführen.  Diese  Beispiele  sollten  aber  überhaupt 
nur  dazu  dienen,  den  Leser  in  der  Anwendung  jener  Theorie  zu  üben. 

Wir  geben  nun  noch  einige  Beispiele  in  geometrischer  Einkleidung. 

8.  Beispiel:  Eine  Schar  von  oo^  Curven  des  Raumes  sei  durch 
folgende  Angaben   definiert:    Sie  sollen  sämtlich  eine  beliebige  Ebene 

— =  Const.    durch   die  a;-Axe  in  Punkten   mit  parallelen  Tangenten 

schneiden,  und  zwar  soll  die  Richtung  der  betreffenden  Tangente  für 
jede  der  Ebenen  gegeben  sein.     Man  soll  die  Curven  finden. 

Wir  verfahren  so:  Ist  {x,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Curven 
und  sind  dx,  dy,  dz  die  Incremente  der  Coordinaten  längs  derselben, 

so  sind  -^  und  t-   die  Tangenten  zweier  Winkel,   durch   welche  die 
dx  dx  ^  ' 

Richtung  der  Curve  im  Punkt  (ic,  y,  d)  bestimmt  wird.  Da  alle 
Curven  eine  Ebene  —  =  Const.  in  Punkten  mit  parallelen  Tangenten 
schneiden  sollen,  so  sind  mithin  v^  und  "  gewisse  gegebene  Func- 
tionen  Y  i~]  und  ^  (— ]  •  Demnach  lautet  das  simultane  System, 
welches  die  Curven  definiert: 

dx  \z  /  '     öx  \x / 

oder 

dx dy         dz 

1  Y  ~~~Z' 

Die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  ist  diese: 
'        dx    ^         \z  /  dy    '         \z  I  cz 
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Ihre  Charakteristiken  sind  jene  oo^  Curven.  Aus  der  geometrischen 
Vorstellung  erhellt  sofort,  dass  jede  dieser  Curven  in  eine  ebensolche 
übergeht,  wenn  eine  Verschiebung  längs  der  a;-Axe  ausgeführt  wird. 
Af  =  0  gestattet  demnach  die  infinitesimale  Translation 

Ebenso  ist  klar,  dass  die  Curven  unter  sich  vertauscht  werden,  wenn 
alle  Radienvectoren  vom  Anfangspunkt  aus  proportional  vergrössert 
werden,  d.  h.  Af  ==  0  gestattet  auch  die  infinitesimale  Älmlichkeits- 
transformation 

U,f: 


df    .        df    .        df 


d  X    '    "  oy 

Man  kann  nachträglich  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  analytisch  veri- 
ficieren.     Es    besteht    nun    zwischen   Af,    U^f  und    U^f  keine    lineare 


Relation,  denn  ihre  Determinante 


1 

Y    Z 

1 

0     0 

X 

y      3 

=  Zy 


ist  im  allgemeinen  nicht  identisch  Null.     Den  Fall  z/  ee  0  betrachten 
wir   nicht,    denn    in    demselben    sind    die    gesuchten   Curven    offenbar 

Geraden  in  den  Ebenen  ~  =  Const.     Sei  also : 

z 

A  e|e  0. 
Es  ist  ferner 

Nach  unserer  Theorie  in  §  2  ist  demnach : 

dx     äy     dz 
/  1 
9 


Y 

0 


z 

0 


-J 


*Zdy  —Ydz 

Zy  —  Yz 


eine  Lösung  von  Af  =  0. 


9> 


Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


]ge+/  -- 


(f)f-^(f) 


Nunmehr    werden   x,  z   und    cp    als    Veränderliche    benutzt, 
geht  Af  =^  über  in: 

0, 


Dadurch 


'        dx*         dz 


wo  aber  in  Z{--)  statt  — 

\z  /  z 

setzen  ist.     U^f  geht  in 


die  betreffende  Function  von  (p  und  z  zu 
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über.     Also  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung: 


^=/(^^-¥)=^-il 


Hierin    ist    vor    der    Quadratur    Z   als    Function    von    (p    und    z    aus- 
zudrücken und  während  der  Quadratur  (p  als  Constante  zu  behandeln. 

Alsdann  sind 

(p  =  Const.,     ^  =  Const. 

die  gesuchten  Gleichungen  der  Curvenschar. 

9.  Beispiel:  Eine  Schar  von  oo^  Curven  im  Räume  sei  dadurch 
definiert,  dass  in  jedem  Curvenpunkte  die  Neigung  der  Tangente  zur 
a;-Axe  und  ihre  Neigung  zum  Lote  vom  Curvenpunkt  auf  die  x-Axe 
Functionen  der  Länge  dieses  Lotes  allein  sind.  Man  soll  die  Curven 
berechnen. 

Der  Cosinus  der  ersteren  Neigung  wird  durch 

dx 
ydx^-i-dt/'i-dz^ ' 
der  der  letzteren  durch 

ydy  -\-  zdz  1 


Vy'^+z'       V'dx^  +  dy^  +  dz^ 
gemessen.     Demnach  sind 

dx  ,       ydy -{-zdz 

Vdx^^-fdy^'-fdz^     "  d^ 

gegeben  als  Functionen  von  y^  -\-  z^  allein.     Sei  also  etwa: 

dx^-\-d\f''-\-dz''        ^    ,    dy^-\-dz'^        ^     .        /  •>    ,      2\ 


ydy  -\-  zdz  

Dann  ist: 


d^  -  ^{f  +  ^')- 


und  die  gesuchten  Curven  genügen  dem  simultanen  System: 

dx  dy  dz 

y^  -\-  2^  ~  yf  -\-  z  |/^7(y«"4r^y^  .^"ü  ~  zip  -  y  y^^y*  HM')^>' 

Die  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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df 


Af=  {f  +  ^^)  fi  +  (!/^  +  ^^)  i^  +  (^^  -  yli)  Wz  =  ^' 
wo  zur  Abkürzung 


df 


u.f  =  ^^l 


gesetzt  ist. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Gfleichung  Af  =  0,  deren 
Charakteristiken  die  gesuchten  Curven  sind.  Aus  der  geometrischen 
Anschauung  erhellt,  dass  jede  unserer  Curven  durch  eine  Verschiebung 
längs  der  x-Kxe  in  eine  ebensolche  übergeht,  ebenso  durch  eine 
Rotation  um  dieselbe.  Daher  gestattet  Af  =  0  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen: 

Zwischen  Af\  U^f  und  f/gf  besteht  keine  lineare  Relation,  denn  ihre 
Determinante : 

y^  +  ^^    yt  -{-  ^R    ^t  —  yR 

1  0  0 

i       0  z  —y 

ist  nicht  identisch  Null,  es  sei  denn  ip  ^  0.  Dies  aber  ergäbe,  dass 
unsere  Curven  zu  den  Loten  zur  a;-Axe  senkrecht  verlaufen,  also  auf 
Rotationscylindern  um  die  a;-Axe  liegen,  d.  h.  Schraubenlinien  sind. 
Wir  setzen  also  voraus,  es  sei  ^  e\=  0  oder  also  ^  ~\=  0.  Nach  unserer 
allgemeinen  Theorie  sind  nunmehr 

dx  dy  dz 


df 


=  {f^z'')^ 


,.fi 


■^\y^  +  z^    yt  +  zR    2t  —  yR 
10  0 


-ß 


'{zip  —  yR)dy  —  (2/1/)  +  zB)ds 


und 


i/ 


{y'  +  «*)^ 


Bd{y^  ■\-  z^) 

\y'  -f^W 


-\-  arctg 


'■yi- 


dx 


-^  + 


iß 


dy 

yt  +  sR 

z 
d{y^  +  g") 


dz 
zip  —  yR 

—  y 


Lösungen  von  Af=0.  Die  unter  den  Integralzeichen  verbliebenen 
Functionen  R  und  ip  enthalten  nur  y^  -\-  g\  Die  gesuchten  Curven 
haben  dann  die  Gleichungen 

(p  =  Const.,     ip  =  Const. 
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§  4.     Zweite  Integrationsmethode  für  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale 
Transformationen  gestattet. 

Wir  werden  nunmehr  die  in  §  2  durchgeführte  Integrations- 
theorie verwerten  zur  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y  und  dadurch  zu  derjenigen  Inte- 
grationsmethode derselben  gelangen,  auf  die  im  19.  Kapitel  mehrfach 
hingewiesen  wurde. 

Eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnuns  in  x,  ^/:  piffgi- 2.  9- 

0  o  cj  o  "    •-'    in  .r,  j/  niit 

y"-co{x,y,y)  =  0  VifS' 

sei  vorgelegt,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 
in  X,  y  zulässt: 

Wie  wir  wissen  (vgl.  Einleitung  des  19.  Kapitels),  können  wir  immer 
annehmen,  dass  U^f  und  U^f  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinite- 
simalen Transformationen  bilden,  und  dass  insbesondere  der  Klammer- 
ausdruck 

{U, U,)  =  0     oder     (U, ü,)  eei  ÜJ 
ist. 

Die  Differentialgleichung 

y"—  Gi{x,y,y)  =  0 
oder 

-^  =  (ö(a;,i/,2/), 

wo  -^^y  ist,  ist  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  in  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y'\ 

äquivalent,  welche  die  aus  U^f  und  U^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

^^l  —  ^idx^'^^dy^\dx^y\dy         dx)        y     J^JdV 

^^'—^^dx^'^\dy^\dx^y\dy         dx)        y     J^Jdy' 
gestattet.      Das    Problem     der    Integration     der    Differentialgleichung 
y" —  (a{x,  y,  y)  ==  0   reduciert  sich   auf  das  der  Integration  der  Glei- 
chung  Af==0.     Auf   diese  Gleichung    wenden   wir   die  Integrations- 
theorie des  §  2  an. 
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H^uptflu:  ^^^  begiuuen  mit  dem  Fall,  dass  UJ'  und  U^f  mit  einander  ver- 

(t/iK;)=o.  tauschbar  sind: 

oder,  was  nach  Satz  2,  §  1  des  17.  Kapitels,  dasselbe  ist,  dass 

ist.     Es   fragt   sich   zunächst,   ob  zwischen  Af,   U^f,   U^'f  eine  lineare 


Relation 


ß,U;f+ß,U^f+aAf=0 


Erster 
Unterfall. 


besteht,  in  der  ß^  :  ß^,  ^eine  blosse  Constante  ist  (denn  sonst  wäre 
eine  der  beideii  infinitesimalen  Transformationen  trivial). 

Wir  werden  zunächst  die  Möglichkeit  untersuchen  und  erledigen, 
dass  zwischen  U^f,  U^f  und  Äf  eine  Relation  besteht.  Dabei  sind 
die  beiden  Annahmen,  dass  zwischen  UJ'  und  U^f  eine  oder  keine 
lineare  Relation  besteht,  d.  h.  dass  U^f  und  U^f  dieselben  oder  ver- 
schiedene Bahncurven  in  der  Ebene  (x,  y)  besitzen,  verschieden  zu 
behandeln. 

Sei  also  zunächst: 

Wir  untersuchen,  ob   dann   zwischen   U^'f,  TJ^f  und  Äf  eine  Relation 

et  df 

bestehen  kann.    Da  in  U^f  und  U^f  die  Coefficienten  von  -ö—  und  -^ 

frei  von  y    und  nicht  sämtlich  Null  sind,  so  enthält  q  nur  x  und  y. 

V^f  ist  die  Erweiterung  von  QÜ^f  oder  von 

t    df    .  df 

(>iiä^  +  ?^iä^ 

und  diese  hat  die  Form 

rr'j^ Tjw  t    (     dg    ,      >(      dg        <.    dgX  rok   dg\   cf 

Daher  lautet  die  Determinante  von  Af,   U^'f  und   U^'f- 


1 

^1 


1/ 

Vi 

9^1 


Dieselbe  reduciert  sich  auf: 
I  ^1     Vi 


a{x,  y,  y) 

^3l  _f_  y'l^JIl  _  ^A\  —y'^^k 
dx    '^  "  \dy         dx)        "     dy 

^\dx     '  ^  \dy         CXI        ^     dy  J    ' 

+  ^1  %  +  /(^i  ll  -   ii  ai)  -  ^"^1  dy 


dg 
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Hierin  ist  der  erste  Factor   j^,  —  /|i    sicher  nicht  Null,     Der  zweite 
wäre  nur  dann  Null,  wenn  einzeln 
dQ  f. 


n.'^.-e^^^o, 


^  dy 


dQ 


wäre.  Dies  aber  würde,  da  ^^  und  r]^  nicht  beide  Null  sind,  p—  =  0 
und  -^  ^  0  lieferu,  d.  h.  q  wäre  eine  Constante,  was,  wie  gesagt,  aus- 
geschlossen ist.  Im  vorliegendem  Falle  ist  somit  die  Determinante 
nicht  Null  und  es  besteht  keine  lineare  Relation  zwischen  Af,  U^'f 
und   U^'f-     Dieser  Fall  kommt  also  nicht  in  Betracht. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  C/g/"  nicht  dieselben  Bahn- 
curven  wie  Uif  habe,  also  keine  lineare  Relation  zwischen  Uj^f  und 
f/2/*  bestehe.  Um  alsdann  zu  entscheiden,  in  welchem  Fall  zwischen 
Af,  U^f  und  C/gf  eine  lineare  Relation  besteht,  d.  h.  wann  die  Deter- 
minante 

cx  ^^  "^   \dy         dxl        "^      cy 

ex  '  "^  \cy  0X1  "^  cy 
identisch  verschwindet,  denken  wir  uns  wie  in  §  2  des  18.  Kapitels 
canonische  Veränderliche  j,  ^  der  zweigliedrigen  Gruppe  von  infini- 
tesimalen vertauschbaren  Transformationen  JJ^f,  C^/*  mit  verschiedenen 
Bahncurven  eingeführt,  wodurch 


^  = 


1 


y 

Vi 


1'      d 


U,f  = 


d\) 


dl  ' 


also  auch,  wenn  erweitert  wird  durch  Hinzunahme  von  \) 

^^1      dl'     ^^'      d\) 

wird.     In   den  neuen  Veränderlichen  g,   t)    lautet    unsere   Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  etwa: 

t)"— w(j,  t),  t)')  =  0. 

Da  sie  -J-  und  -J-  gestattet,  ist  hierin  w  eine  Function  von  l/  allein. 
Die  Determinante  z/  hat  nunmehr  die  Form 

1   t)'   w{\);) 


und   verschwindet  nur  dann,  wenn  w 
gleichung  die  einfache  Form 


0  ist,   d.  h.   die   Differential- 
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t)"  =  0 
annimmt,  deren  Integralgleichung  lautet: 

t)  =  Const,  •  5  +  Const. 
Die    Curven    t)  =  Const.    sind    die   Bahncurven    von    U^f,    die    Curven 
£  =  Const.   die   von    C^/"  und   jede    infinitesimale   Transformation   von 

der  Form  c^  Uif-\-  Cg  U^f  (c^,  c^  =  Const.)  oder  c^  >. — \-  c.^  ^[  hat  offen- 
bar  Bahncurven  von  der  Form 

t)  =  Const,  •  j  +  Const., 
d.  h.:    Im   vorliegenden  Fall   sind   die  Integralcurven   der  Differential- 
gleichung die  oo'^  Bahncurven  aller  oo^  infinitesimalen  Transformationen 
der   zweigliedrigen    Gruppe    U^  f,    TJ^  f  von    infinitesimalen    Transfor- 
mationen. 

In  diesem  Fall  ist  die  Differentialgleichung  y" —  (o(x,y,y')==0 
sofort  integrierbar  durch  Einführung  der  canonischen  Veränderlichen 
j,  \).  Da  die  Bestimmung  derselben  nach  §  2  des  18.  Kapitels  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen  erfordert,  so  sehen  wir: 

Wenn  «/" —  g)(x,  y,  y)  =  0  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Trans- 
formationen Ulf,  U^f  mit  verschiedenen  Bahncurven  gestattet  und 
zwischen  U^ff  ü^f  und  Af  eine  lineare  Relation  besteht,  so  verlangt 
die  Integration  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen.  Damit  ist 
der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  identisch  verschwindet,  erledigt. 

In  dem  soeben  besprochenen  Fall  können  die  zwei  Quadraturen 
sogar  auf  eine  einzige  reduciert  werden.     Wenn  eine  Relation 

ß^U;f+ß,U^f-^aAf=0 
besteht,  so  heisst  dies  nach  den  geometrischen  Auseinandersetzungen 
des  §  4,  15.  Kap.,  dass  jede  Charakteristik  von  Af  ==  0  für  sich  im 
Räume  {x,  y,  y)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 
Uif-\-  cU^f  gestattet,  wo  c  eine  Constante  ist,  die  von  Charakteristik 
zu  Charakteristik  eine  andere  sein  wird.  Jede  Charakteristik  von 
Af  =  Ö  wird  also  eine  Bahncurve  einer  infinitesimalen  Transformation 
Ulf  -\-  c  U^f  sein.  Kehren  wir  nun  zur  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

y"—  co{x,y,y)=^0 

in  der  Ebene  (x,  y)  zurück,  so  lehrt  dies,  dass,  wie  wir  schon  oben 
auf  andere  Weise  einsahen,  jede  der  oo^  Integralcurven  dieser  Glei- 
chung Bahncurve  einer  gewissen  infinitesimalen  Punkttransformation 
Ulf  -j-  c  U^f  der  Ebene  ist.  Das  Integrationsproblem  kommt  also 
darauf  zurück,  diese  zu  bestimmen.     Ist  q)  eine  Invariante  von 
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so   stellt   9?  =  Const.   die   <x^   Bahncurven  dieser  Transformation   dar. 
Da  U^f  und  IJ^f  vertausehbar  sind,  so  gestattet  die  Gleichung 

ü,f+cü,f=^0, 
der  q)  genügt,  die.  infinitesimale  Transformation  U^f,  d.  h,  üiq)  ist 
eine  Function  von  qp  allein  und,  sobald  nicht  c  =  0  ist,  nicht  Null 
(denn  ü^f  und  JJ^f  haben  verschiedene  Bahncurven).  Demnach  kann 
q)  immer  so  gewählt  werden,  dass  U^f^l  wird,  und  q)  genügt  also 
den  beiden  Relationen: 

U^q)  +  c  U^q)  ==  0,  , 

Ü,q>^l, 
oder: 

üj^q>  =  1,      U^q)  =  a 

(a  =  Const.),  woraus  sich  -^  und  ^berechnen   lasseh.      Daher    er- 
giebt  sich  qp  durch  eine  Quadratur  in  der  Form 

dx     dy     0 
/  1  ^ 


k 


Vi 


Allerdings  kommt  unter  dem  Integralzeichen  eine   arbiträre  Constaute 
a  vor.     Ist  q)  (x, «/,  a)  dies  Integral,  so  stellt 

q){x,  y,  a)  =  b 
die  oo^  Integralcurven  von  y" —  o){y,y,y')  =0  vor. 


Von  dem  Ausnahmefall,  das  zwischen  üif,  U^'f  und  Af  eine  unTerfaii 
lineare  Relation  besteht,  können  >wir  nunmehr  absehen.  Wir  nehmen 
also  jetzt  an:  Die  Determinante  von  TJ^f,  U^f  und  Af  sei  verschie- 
den von  Null,  während  es  für  die  weitere  Behandlung  gleichgültig 
ist,  ob  zwischen  üif  und  ü^f  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht. 
Denn  bei  beiden  Annahmen 'giebt  die  Theorie  des  §  2,  da  ([7/£4')^0 
ist,  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  Integrale: 
dx     dy  dy' 

/l  g^  .1  y        \^y  g<jj/  J  ^y 


dy  d^' 

y.  « (^,  y,  y) 
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in  denen  A  die  Determinante  von  A^f^   U-^f  und  TJ^f  bedeutet: 


A  = 


1 


y 

Vi 


Gi{x,y,y') 

'X     '    "^    \cy         0x1        ^      cy 


dx 


dy 

oji 
dy 


Unsere  Ergebnisse  sprechen  wir  in  folgendem,  auch  den  oben 
betrachteten  Ausnahmefall  umfassenden  Satze  aus: 

Satz  1:  Gestattet  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung in  X,  y: 

W{^,  y,  y\  y")  =  o 

zwei  bekannte  vertauschhare  infinitesimale  Transformationen 


dx 


und  daher  auch 


von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt  die  Integration  der  Differential- 
gleichung höchstens  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 

Hauptfaii:  "^^  stcht  jctzt  noch  der  zweite  Hauptfall  zurück,  dass  Uif  und  ü.2f 

i^i^i)^\--^- nicht  vertauschbar  sind,  also  etwa 

iU,U,)=UJ 

ist.  Wir  erkennen  genau  so  wie  früher,  dass,  wenn  Uif  und  C^f  die- 
selben Bahncurven  haben,  die  Determinante  von  Uxf,  ü^f,  Af  nicht 
verschwindet.  Haben  sie  verschiedene  Bahncurven,  d.  h.  besteht  keine 
lineare  Relation  zwischen  üif  und  ü^f,  so  verfahren  wir  analog  wie 
oben:  Wir  führen  wie  in  §  4  des  18.  Kapitels  durch  zwei  successive 
Quadraturen  solche  canonische  Veränderliche  j,  \)  ein,  dass 

wird.  Alsdann  geht  die  Differentialgleichung  y"  —  a  {x,  y ,  y)  =  0 
etwa  über  in: 

Da  sie  -tjt  gestattet,  ist  iv  frei  von  t),  und  da  sie  r  ,/  +1)  ,  zulässt, 
so  hat  w  die  Form: 

l 
(vgl.   §   3   des    19.   Kapitels).     Die    Determinante    von   Af,    U^f,    U^f 
lautet  nun  in  den  neuen  Veränderlichen  j,  \),  da  jetzt: 


uj^  i'i^  +  n% 
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^1 '      dt)' 


ist: 


dl 

1 

0 
£ 


ML 
i 

0 
0 


Sie  soll  Null  sein,  d.  h.  es  ist  f (^')  ^  0,  und  die  Differentialgleichung 
reduciert  sich  auf 

t)"=0 

und  giebt  integriert: 

t)  =  Const.  •  i  -\-  Const. 

Hieraus  folgt  wie  in  einem  früheren  Falle,  dass  die  Integralcurven 
der  Differentialgleichung  die  oo^  Bahncurven  der  oo^  infinitesimalen 
Transformationen  c^  U^f  -}-  c.^  U^f  {c^,  c^  =  Const.)  sind. 

Der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  verschwindet,  ist  somit 
durch  zwei  successive  Quadraturen  zur  Einführung  von  g  und  t)  erledigt. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  die  allgemeine  Annahme  übrig,  dass  keine 
lineare  Relation  zwischen  Af,   U^f  und   U^f  besteht,  während 

ist.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  §  2  ergiebt  sich  eine  Lösung 
(p  sofort  durch  Quadratur: 

dx    dy  dy 

1       y  (o{x,%,y) 

5i    nx    ox^  y  \dy      dx)      y     dy 


9> 


wo  wieder  z^  die  Determinante  von  Äf,  U^f,  TJ^f  vorstellt.  Um  eine 
zweite  Lösung  '^  zu  finden,  hat  man  etwa  ic,  y  und  9)  als  neue  Ver- 
änderliche zu  benutzen.  Dadurch  reduciert  sich  Af  =  0  auf  eine 
Gleichung  Af=0  in  x  und  y  allein  und  ?7i/"  auf  eine  infinitesimale 
Transformation  TJ^f  in  x  und  y  allein.  Beide  enthalten  noch  (p,  doch 
ist  q)  wie  eine  Constante  zu  behandeln.  Da  Af  =  0  die  infinitesi- 
male Transformation  Uif  gestattet,  so  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung 
il)  durch  eine  Quadratur. 

Es  gilt  demnach  der  auch  den  Ausnahmefall  umfassende 
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Satz  2:  Gestattet  eine  geivölmliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung in  X,  y: 

®(^,  y,  y,  y")  =  o 

zwei  heJcannte  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  ü^f  in  x,  y, 
für  die  {U^U.^^^  U^f  und  von  denen  Iceine  trivial  ist,  so  verlangt  die 
Integration  der  Differentialgleichung  höchstens  zwei  successive  Qua- 
draturen. 

Die  beiden  Sätze  1  und  2  können  wir  noch  in  folgendes  Theorem 
zusammenfassen: 

TrgXis.  Theorem  45:      Gestattet    die    gewöhnliche    Differentialglei- 

chung zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

^{^yy,y:f)  =  o 

zwei  helcannte  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f  in  x,y, 
die  eine  ztveigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bilden  und  von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichung  nur  zwei  Quadra- 
turen. Dieselhen  sind  unabhängig  von  einander,  wenn  ü[f 
und  U^f  vertäu schhar  sind;  andernfalls  sind,  sie  von  einander 
abhängig. 

Man  bemerkt,  dass  dies  Ergebnis  einfacher  ist  ,  als  das  des 
19.  Kapitels,  in  welchem  wir  eine  nicht  so  vollkommene  Integratious- 
theorie  entwickelten. 

§  5.     Beispiele  und  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien. 

Nunmehr    werden    wir    zu    der    im    vorhergehenden    Paragraphen 
entwickelten    Integrationstheorie     der     gewöhnlichen     Differentialglei- 
chungen  zweiter  Ordnung   mit  zwei   bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen eine  Reihe  von  Beispielen  geben. 
Beispiele.  1.  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 


y  — 


'■^^^^"f(l)  =  o 


gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

U,f=xyU^-\-fl^- 
^'     :      ^  ox    '    ^    cy 

Man  soll  sie  integrieren. 

Da  {UiU2)^0  ist  und  üif  and  C^/"  dieselben  Bahncurven  haben, 
so  ist  die  Determinante: 
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1  y  e-^rt(i) 
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z/  = 


X''    xy 

.2 


y  —  ^y 
^y  r      y'{y  —  ^y)    I 
=  —  (?/  —  ^?/')^ 

verschieden  von  Null.     Demnach  ergeben   sich   sofort  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen  die  Zwischenintegrale: 
dx     dy  dy 

1  y  e-^''-rt(i) 


9^ 


x^    xy 


y  —  xy 


xdy  —  ydx    ^^  dy  —  xdy  —  y  doc\ 


iy 


und 


t 


^   /'_f(!^)4l^)_^__, 

^         '  \x/       \x/         y  —  xy 

dx     dy  dy 

^y    y^      y'iy  —  ^y) 
/  /     dx      (y  i  _!_      ^    \ '^dy  —  ydx  , 

t/  \        ^*  \a;   '  """  x  —  xy)  x^  ' 

,     y  dy  —  xdy  —  y  dx\ 
~^  X  {y  —  xy'Y        ) 

a;         x{y  —  xy)        J  x   '  \x/      \x/ 
Setzt  man   (p  und  i/;  Constanten  a   und  b  gleich  und  eliminiert  y',   so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung: 


+  ^/f(f)4f)--/|f(l)''(f)  =  --  +  ^^ 


der  vorgelegten  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

3.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Lineare 

Ordnung  2.  Ordnung. 

y"+  X,{x)y  +  X{x)y  +  X,{x)  =  0, 
und  es  seien  Zi{x),  z^ix)  zwei  heJcannte  von  einander  unabhängige  Par- 
ticularlösungen  der  verkürzten  Gleichung 

Alsdann    gestattet    die    erstere    Gleichung,    wie    wir    schon    in    einem 
früheren  Beispiel  (§  2  des  19.  Kap.)  bemerkten,  die   miteinander  ver- 
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tauschbaren    infinitesimalen    Transformationen    mit    denselben    ßahn- 
curven: 

Hier  ist  also  nach  unserer  Theorie  ein  Integral  dieses: 

dx     dy  dy 

^  I    1        y       —  X^y  —  Xy  -  Xo 
I   0       Si  z^ 

da  die  Determinante 

\l    y     ~  X,y  -Xy-X, 
^  E^\  0    ^i  zl 


-fi 


0       ^2  ^2 


^1^2'—  <^2=N0 


ist.     Es  kommt  daher: 

Da  aber  ;Si  und  ^2  ^'e  Identitäten  erfüllen: 

^/'  +  x,^/  +  X0,  -£  0 ,   0/'  +  x,^;  +  x^2  ^  0 , 

so  lassen  sich  vermöge  derselben  X^  und  X  aus  cp  eliminieren  und 
es  kommt,  da  sich  die  Quadratur  zum  Teil  durchführen  lässt,  als 
erstes  Integral 

9,  EEE  -^4-=^^X^  +   f_h^M^  ax  =  Const. 
Analog  ergiebt  sich  das  Integral: 

^  _  z^lzillv^  +    r_vXo(4      ^^  _  Const. 
^1  ^2        ^1  ^2       t/  ^1  ^2        ^1  ^2 
Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen  ?/',  so  erhält  man  die  definitive 
Integralgleichung  zwischen  x  und  y  allein: 

y  =  Zi    I f"-    V     dx  —  ^2    / ^      '     '^^  +  Const.^i  +  Const.^jj. 

t/    ^1  ^2  ^1  ^2  «y    ^1  ^2  ^1  ^^2 

Natürlich  lässt  sich  die  in  dem  früheren  Beispiele  gefundene  Form 
auf  diese  zurückführen. 

Die  gewöhnliche  Methode  der  Variation  der  Constanten  beruht  be- 
kanntlich darauf,  dass  man 

setzt  und  ßj^  und  (o^  passend  zu  bestimmen  sucht.  Dies  führt  auf 
die  beiden  Bedingungen 

"l'^l  +  «02' ^2  =  0  ;      "i'-^l'  +  "2' ^2'  =  —  ^0  • 

Hieraus  bestimmt  sich  ;.<,.*; 
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ZiXo 


d.  n. 

03,  =    / ^-<V-  dx  +  Const. 


und  analog  co.^ ,  sodass  y  =  co^^^  -{-  0.2  ■2^2  ^^  ^ler  That  die  obige 
Form  erhält. 

Eine  vierte  Integrationsmethode  ist  schliesslich  diese:  Der  linearen 
Differentialgleichung  ist  die  partielle: 

äquivalent,  welche  die  aus  TJ-J  und  TJ^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

gestattet.  Die  drei  Symbole  in  x,  y,  y:  Äf,  U^f,  TJ^f  haben  nun 
die  beiden  Eigentümlichkeiten ,  dass  sie  erstens  mit  einander  ver- 
tauschbar sind:  (^  C/^')  ee  0  u.  s.  w.,  und  dass  zweitens  ihre  Deter- 
minante verschieden  von  Null  ist.  Ein  Satz  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen, dessen  Beweis  wir  hier  nicht  beibringen  wollen, 
lehrt,  dass  es  alsdann  möglich  ist,  an  Stelle  von  x,  y,  y  solche  neue 
Veränderliche  j,  t),  l  einzuführen,  dass 

Af-^f^,     Vif^%,      IKf^f^ 

wird.  Da  dann  -41)=£e0,  J.5  ^e  0  ist,  so  sind  ^  und  g  Lösungen  von 
Af  =  0.  Wir  werden  also  nur  ^  und  §  zu  bestimmen  suchen  aus 
den  Forderungen: 

dl.     ,  di_di        8f       '  K  —K 

^^  dy'^  ^^  dy'~  dt}'      ^-^  dy'^  ^^  dy   ~  dh' 
Die  Veränderliche  j   dagegen  hat  kein  Interesse  für    unseren   Zweck. 
Ij  genügt  also  den  drei  Bedingungen: 

dt)    ,       r  dt}         -,  ^l)    ,       f  dt)         „ 

'^dy  +  '^  Ty'-^'       '^dy  +  '-^   W  =  ^' 

Hieraus  folgt 

d^  ^  -I/V4-  jX,  y'-\-Xy-\-  Xo)g,         d^  ^ z^' 

dx                      z^z^  ~  z^ z^                '       dy     ~  z^z^'  —  z^' z,_  > 
dt}  ^ —3 

und  weiter,  wenn  wir  vermöge 

30* 
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z;'  +  Xi  z;  +  x^,  EE  0  _,  ^/'  +  Xj  ^;  +  xz,  =  o 

Xi  und  X  eliminieren,  vermöge  einer  Quadratur  für  \)  derselbe  Wert 
wie  oben  für  —  ^.  Entspreebend  kommt  §  =  —  g),  sodass  95  =  Const., 
■\\}  =  Const.  wieder  als  Integralgleichungen  hervorgehen. 

5.  Beispiel:  Man  kann,  von  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
ausgehend,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  nach  den  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  fragen,  welche  diese  beiden  gestatten. 

Liegen  z.  B.  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  vor: 

^^'  —  dy' 

wo  (^UJJ.^^0  ist,  so  verfäbrt  mau  so:  Nach  §  5  des  15.  Kapitels 
suchen  wir  die  Form  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  U^f  gestattet.  Zu  dem  Zweck  erweitern  wir  Uif  einmal  und 
bilden  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y  : 

1  '         öy  ' 

deren  Lösungen  x  und  y  sind.  Nach  dem  Früheren  hat  folglich 
die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  U^f  ge- 
stattet, die  Form 

dy'  ,        ,v. 

±=-co{x,y) 

oder 

y'=  <o{x,y)- 

Nun  soll  sie  noch  UJ'  gestatten,  d.  h.  es  soll  der  Klammerausdruck  von 

^ '        dx^^      ^2/       dy' 
und 

^f^u  +  y-dy  +  ^'^^y^w 

ein  Vielfaches  von  Af  sein.     Es  kommt: 

d.  h.  0)  ist  eine  Function  von  x  —  y  allein.  Daher  lautet  die  Differen- 
tialgleichung: 

y"  —  co{x  —  y)  =  0. 

Da  sie  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Transformationen  IJ^f,  U^f 
gestattet,  und  da  die  Determinante  z/  von  U{f,  TJ^f  und  Af  nicht 
Null  ist,  so  lange  nicht  «  ^  1  ist,  so  verlangt  ihre  Integration  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen,  nämlich 
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dx     dy 


dy 


und 


1 

y 

G>{x  —  y) 

0 

1 

0 

dx 

dy 

dy 

1 

y 

"(^  —  y) 

1 

X 

1 

d'' 


I  co{x  —  y')  •  dix  —  y') 


(o{x  —  y) 


-\-y 


{x  —  y')-d  {x  —  y) 
u>{x-y')  —  l 


Indem    man    nach   Ausführung    der    Quadraturen    y    aus    (p  =  Const., 
i}f  =  Const.  eliminiert,  erhält  man  die  allgemeine  Integralgleichung. 

4.  Beispiel:  Eine  Schar  von  Curven  in  der  Ebene  sei  dadurch 
definiert,  dass  der  Krümmungsradius  q  eines  Curvenpunktes  als  Function 
der  Tangeutialrichtung  in  dem  betreffenden  Curvenpunkte  gegeben  ist. 
Man  soll  diese  Curven  bestimmen. 

Da  sich  der  Krümmungsradius  des  Punktes  (x,  y)  einer  der  ge- 
suchten Curven  durch  y  und  y",  die  Tangentialneigung  durch  y  aus- 
drückt, so  ist  also  y"  als  Function  von  y   definiert: 

y"—  (o(y')  =  0. 
Es  handelt  sich  um  die  Integration  dieser  Gleichung.     Offenbar  geht 
eine    der    gesuchten    Curven,    wenn   sie   durch   eine  Translation   fort- 
geführt wird,  immer  wieder  in  eine  solche  Curve  über,  d.  h.  die  Differen- 

Die  Integration 


tialgleichung  gestattet  die  Translationen  ^  und  tJ- 

°  °  °  dx  dy 

reduciert    sich    demnach    auf   die    beiden  von    einander    unabhängicreu 
Quadraturen: 

^    rtody  —  y'dy'  ^  /V_^2/l 

^        J             CO                   ^  J  co(y')  ' 

( codx  —  dy'  f*  dy' 

5.  Beispiel:  Eine  Curvenschar  in  der  Ebene  sei  dadurch  definiert, 
dass  das  Verhältnis  aus  Krümmungsradius  q  und  Ordinate  y  eine 
gegebene  Function  der  Tangentialrichtung  t  ist: 


ß(f,^)-o. 


In  diesem  Falle  ist  y"  gegeben  als  eine  Function  von  y,   mulipliciert 


mit 


y"-"7C'(?/')  =  0. 


Bei  einer  Verschiebung  längs  der  Ä;-Axe  bleiben  q,  y  und  t  ungeändert. 
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d.  h,  jede   derartige   Curve   geht  dabei    in    eine   ebensolche   über^    die 
Dififerentialgleichnng  gestattet  demnach  die  Translation 

TJ  f=:K. 

^^1  —dx 
Bei  einer   ähnlichen  Vergrösserung   der  Figur   vom  Anfangspunkt  aus 
bleibt  T  ungeändert,  während  q  und  y  in  proportionaler  Weise  wachsen, 

sodass  auch  ~  dasselbe  bleibt.    Demnach  führt  auch  die  infinitesimale 

y 

Ähnlichkeitstransformation 

jede    Curve    der    gesuchten    Art    in    eine    ebensolche    über.      Da    hier 
{U1U2)  ^  U^f  und  die  Determinante  von 

3/"    i      '  df    ,     i   „^,.,,  df 


Af  z=.  VC-  +  y  ^  +       co{y  )  rT-, , 

'        c X       "^   cy        y      ^'^  '  oy  ^ 


ü'f=^ 

'^ '  cx    ^    '^  cy 

nicht  verschwindet,  sondern  den  Wert 

besitzt,    so  verlangt   die   Integration  nach  unserer  Theorie  zwei   suc- 
cessive  Quadraturen.     Zunächst  diese: 

dx     dy  dy 


9> 


u^(y') 


y 


=  lg  y 


l'ydy' 
J  «(2/') 


1     y 

10         0      , 

Hat  man  die  Quadratur  ausgeführt,  so  hat  man  etwa  gefunden: 

<p  =  \gy  -^(y). 
Nun  werden  x,  y,  (p  als  neue  Veränderliche  benutzt.     Sei  etwa 

y  =%(}?>  y  -  9) 

die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y,  so  geht  Af  ==  0  über  in 


Sie  gestattet 


nf=^ 

^^1  —dx 


und  wird  sofort  integriert,  wodurcl^  sich  ergiebt: 

J  zQgy  —  f) 


Beispiele  und  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien. 
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Während  der  Integration  ist  hierin  qp  als  Constante  zu  behandeln. 
Durch  Elimination  von  y  aus  9)  ==  Const.,  i^}  =  Const.  ergiebt  sich 
die  irewünschte  Gleichung  unserer  Curvenschar. 


6.  Beisjoiel:  Alle  Curven  werden  gesucht,  längs  deren  das  Ver- 
hältnis aus  Krümmungsradius  q  und  Radiusvector  r  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  @,  den  r  und  q  bilden,  ist.  Diese  Curven  sind 
definiert  durch  eine  Gleichung 

Offenbar  wird  jede  derartige  Curve  durch  eine  Rotation 

in    eine    solche   Curve    übergeführt,    ebenso    durch    eine    Ahnlichkeits- 
transformatiou 

TT    n df       ,  df 

Da  

|/(T+^'T« 


=  -}/x^J^f,     9  = 


y 


tg© 


X  4-  yy 


y  —  xy 
ist,  so  hat  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  Form 


y 


\xy  —  yl 


x"^  +  y^ 
Sie  gestattet  UJ',  U^f,  und  es  ist  (f/iC^)^0.    Ferner  haben  wir  hier: 


^^  =  |i  +  ,-|£ +  ■!/('+/•)! 

'         ox    ^    ^   cy    *     r      x^  -j-  y^ 


CO 


dy 


^ '  ox   ^   ^  cy 

und  es  ist  die  Determinante 

1     y 


'^  +  (l  +  !/'0|f 


.  Yl 


x^  +  2/" 

^  +  y' 
1 


o 


-y    X 

X       y 

im   allgemeinen    verschieden    von   Null.     Demnach    reduciert    sich    die 
Integration  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 
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und 


CO 


CO 


x^  -f-  y'^ 
X       y  0 

Bequemer  wird  übrigens  die  Integration,   wenn  man   statt  recht- 
winkliger Polarcoordinaten  r,  cp  benutzt. 


gei^nde^in-  ^^  vorigeu  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  ins  Auge  gefasst, 
*theorieu^  dass  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y,  um  deren 
Integration  es  sich  handelte,  nur  zwei  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatte.  Gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
mehr  als  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen,  so  kann  man 
das  Integrationsgeschäft  noch  weiter  vereinfachen. 

Entsprechend  kann  man,  wenn  eine  Differentialgleichung  dritter 
oder  höherer  Ordnung  vorliegt  und  einige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben  bekannt  sind,  die  Integration  auf  einfachere  Inte- 
grationen zurückführen.  Allerdings  gestattet  nicht  jede  Differential- 
gleichung zwischen  x,  y  infinitesimale  Punkttransformationen.  Wir 
gaben  ja  früher  ein  Beispiel  dazu  an.  (Vgl.  S.  384.)  Wenn  eine 
Differentialgleichung  in  x,  y  vorliegt,  so  wird  man  sich  also  zuerst 
fragen,  ob  sie  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Diese  Frage 
lässt  sich  immer  beantworten.  Gestattet  sie  infinitesimale  Trans- 
formationen, so  ist  es  zweckmässig,  zunächst  diese  zu  bestimmen  und 
darauf  durch  Benutzung  derselben  das  Integrationsgeschäft  zu  verein- 
fachen. Diese  wenigen  Andeutungen,  deren  weitere  Ausführung  hier 
nicht  am  Platze  ist,  zeigen  schon,  dass  sich  auf  dem  skizzierten  Wege 
eine  ganz  besimmte  Integrationsmethode  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  X,  y,  welche  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
ersehen  wird. 
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Abteilung  V. 

Integration  von  gewölinliclien  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung,   welche   eine   dreigliedrige    Gruppe   gestatten,   und 

verwandte  Probleme. 

In  der  vorhergehenden  Abteilung  gaben  wir  eine  Integrations- 
theorie für  gewöhnliehe  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
X,  y  mit  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  welche  eine 
zweigliedrige  Gruppe  bestimmen.  Lag  eine  solche  Differentialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  vor, 
welche  eine  Gruppe  bilden,  so  führten  wir  diesen  Fall  auf  den  obigen 
zurück,  indem  wir  eine  zweigliedrige  Untergruppe  jener  Gruppe  aus- 
wählten. Man  kann  aber  in  diesem  letzteren  Falle  einen  grösseren 
Vorteil  aus  den  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  für  das 
Integrationsgeschäft  ziehen.  Wir  werden  in  dieser  Abteilung  insbeson- 
dere annehmen,  die  Differentialgleichung  gestatte  drei  bekannte  infinitesi- 
male Transformationen,  welche  eine  Gruppe  bilden. 

Von  ietzt  ab  wollen  wir   auch   für  ^,  -J-  die    schon  früher  er- 
•^  ox'    cy 

wähnten  Abkürzungen  p  und  g  gebrauchen  (vgl.  S.  122),  also  die  in- 
finitesimale  Transformation  §  ^  -|-  ■»?  ä^  ^^^  ^P  -\r  ^9.  bezeichnen. 


Kapitel  21. 

Bestimmung  der  Zusammensetzung  aller  dreigliedrigen  Gruppen  von 
influitesimaleu  Trausformatiouen. 

Im  18.  Kapitel  haben  wir  alle  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  bestimmt.  Dabei  war  es  zunächst 
(in  §  1)  gleichgültig,  wie  gross  die  Anzahl  der  Veränderlichen  war. 
Wir  fanden  daselbst,  dass  die  zweigliedrigen  Gruppen  jedenfalls  zwei 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  TJJ\  U^f 
enthalten,  für  die  entweder 

oder 
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ist.  In  entsprechender  Weise  werden  wir  in  diesem  Kapitel  die 
Klammerausdrücke  bei  den  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  auf  einfache  typische  Form  zurückführen.  Dabei 
müssen  wir  aber  zuvörderst  einige  wichtige  allgemeinere  Begriffe  be- 
sprechen. 

§  1.    Begriff  der  Zusammensetzung  und  Begriff  der  invarianten 
Untergruppen   einer   Gruppe   von   infinitesimalen  Transformationen. 

Unter  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  ver- 
stehen wir  nach  §  4  des  17.  Kapitels  eine  Schar  von  infinitesimalen 
Transformationen  von  dieser  Art:  Ist  sie  r-gliedrig,  so  enthält  sie  r 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Ui^f,  U^f--'  U,f 
und  mit  diesen  auch  jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

in  der  Cj,  c^  •  •  •  Cr  irgend  welche  constante  Werte  haben.  Ferner  ist 
jeder  Klammerausdruck  zwischen  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  wiederum  eine  infinitesimale  Transformation  derselben,  d.  h. 
linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  U^f,  U^f '  •  ■  ?Z/ ausdrückbar. 
Dazu  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dass  dies  für  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen  U^f  •  •  '  Urf  selbst  eintrifft,  d.  h.  dass 
jedes  {UiUk)  die  Form  hat: 

r 

(1)  {UiU,)  =  ^^CasW 

i 

(/,*  =  !,  2.-.  r). 

Dies  tritt  z.  B.  ein  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformationen 
in  X,  y. 

UJ  =  p  +  q,      U^f=xp-\-y q,      UJ' EE  x^p  +  f"q, 

denn  hier  ist: 

(U,U,)=UJ,    {U,U,)  =  2U,f,    iUM=U,f, 
d.  h.  es  ist  hier: 

^121  ^^  1>  ^122  ""^  ^}  ^123  =  ^j 
^'l31  "^^  ^>  ^132  ^"^  ■^>  ^V63  ^"^  ^'l 
^231  ^^^  *-'?       ^232  ^^^  ^;       <^233  ^^  ■*-• 

Mithin  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 

Clip  +  q)  +  c.,(xp  -j-  yq)  -f  c^(x^p  +  y^q) 
oder: 

(ci  +  c^x  +  c.,x^)p  +  (q  -f-  c^y  -f  C2y^)q 

in  ihrer  Gesamtheit  eine  dreigliedrige  Gruppe. 
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An  Stelle  der  r  infinitesimalen  Transformationen  UJ---TJrf 
können  wir  irgend  welche  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe,  etwa: 

Ü2f=y2iU,f-{----+72rUrf, 


(2) 


Urf=yrlUJ-}--'-  +  yrrürf 

benutzen,  in  denen  die  y  irgend  welche  Constanten  bedeuten,  deren 
Determinante  27+  ^11^22  •  •  '  yrr  ^  0  ist.  Alsdann  treten  an  Stelle 
der  Relationen  (1)  andere.     Es  ist  ja: 

(ÜM)  =  {y.iUJ-{-  •  •  •  +  yuUrf,  yy.iUJ+  •  •  •  +  y.rUrf) 


'Jyuy>ckiUiük), 
1     1 
d.  h.  nach  (1): 

r  r  r 

(JJJJ.)  ^^^y.iy.,^^c-asV.f, 
11  1 

und  hieraus  können  wir   die   Vif,  die   sich  nach  (2)   linear   mit  con- 

stanten    Coefficienten    durch    die    jjf   ausdrücken    lassen,    entfernen, 

sodass  sich  schliesslich  zu  (1)  analoge  Relationen  ergeben: 

r 
1 

Man  sieht  also,  dass  durch  Benutzung  anderer  r  von  einander  unab- 
hängiger infinitesimaler  Transformationen  der  Gruppe  die  Relationen 
für  die  Klammerausdrücke  abgeändert  werden  können,  und  es  stellt 
sich  damit  das  Problem,  in  einem  vorliegenden  Falle  solche  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe  auszuwählen,  dass  diese  Delationen  eine 
möglichst  einfache  Gestalt  annehmen.  Dies  Problem  haben  wir  für 
zweigliedrige  Gruppen  UJ,  TJ.J  schon  in  §  1  des  18.  Kapitels  erledigt. 
Wir  erhielten  dort  die  beiden  Formen  {UJJ^'^O  und  {U^U.^^UJ. 
Dasselbe  Problem  werden  wir  nachher  für  dreigliedrige  Gruppen  er- 
ledigen. 

Wir   sagen,  dass   die  Coefficienten  Cu«  in  den  Relationen  (1)  die zusa^J^en- 

o       7  '■"■'>  \    /        ^        Setzung 

Zusammensetzung   der   r-gliedrigen    Gruppe   vorstellen,    ihre   Kenntniseiner Gruppe 
zieht    die    der  Relationen  (1)    selbst   nach    sich.     Das    zu   erledigende 
Problem    ist    also    dies:    Alle   möglichen  Zusammensetzungen   von  drei- 
gliedrigen Gruppen   von   infinitesimalen  Transformationen   auf  möglichst 
einfache  typische  Formen  zu  bringen. 
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Hierbei  wird  sich  der  schon  in  §  4  des  17.  Kapitels  eingeführte 
Begriff  der  Untergruppen  als  nützlich  erweisen,  den  wir  kurz  recapitu- 
lieren:  Wir  sagen,  dass  in  der  Gruppe  U^f  • '  •  ürf  etwa  Uif  ■  •  •  U(,f 
eine  ()-gliedrige  Untergruppe  bilden,  sobald  jeder  Klammerausdruck 
zwischen  U^f-  •  •  C/^/"  allein  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch  Ulf  •  •  •  ÜQf  allein  ausdrücken  lässt,  d.  h.  sobald  U^f '  ■  •  U(,f 
für  sich  eine  Gruppe  bilden. 
^"unter-'*^  lusbesondcre  nennen  wir  diese  Untergruppe   TJ^f  •  •  •  U(,f  eine  in- 

gruppe.  ijariante  Untergruppe,  wenn  auch  die  Klammerausdrücke  dieser  U^f-'-  U(jf 
mit  allen  U^f  •  •  •  Urf  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch 
Ulf---  U'f  allein  darstellen  lassen.  In  der  oben  als  Beispiel  an- 
gegebenen dreigliedrigen  Gruppe 

p-\-q,     xp-^  yq,     x^p  +  y\ 
ist  offenbar 

p  +  q,     xp-\-yq 

eine    zweigliedrige    Untergruppe,    denn    ihre    Klammeroperation    giebt 
p  -\-  q.     Ebenso  ist  • 

eine  zweigliedrige  Untergruppe.     Dagegen  ist 

p-\-q,  x^p  +  y'^q 
keine  Untergruppe,  denn  ihr  Klammerausdruck  giebt  2xp  -f-  2yq  und 
diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  nicht  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  p  -\-  q  und  x^p  -\-  y^q  ausdrücken.  Keine 
der  beiden  angegebenen  Untergruppen  ist  übrigens  eine  sogenannte 
invariante  Untergruppe. 

Dagegen  besitzt  die  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  x,  y: 

wo 

(p,  q)  =  0,     {p,  xq)  ~  q,     {q,  xq)  =  0 

ist,  zweigliedrige  invariante  Untergruppen,  nämlich  die  von  der  Form: 

q,    p  -{-  axq. 
Hierin  bedeutet  a  irgend  eine  Constante.     In  der  That  ist 
{q,  p)  =  0,     {q,  q)  =  0,     (q,  xq)  =  0; 
(p  +  axq,  p)  =  —  aq,     {p  +  axq^  q)  =  0,     (p  +  axq,  xq)  =  q. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf-  -  ■  Urf  vor,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  (UiUk),  die 
ja  auch  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  sind, 
für   sich  eine  invariante  Untergruppe  bilden.     Es  giebt  nämlich  jedes 
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(UiUi)^  combiniert  mit  irgend  einem  Ujf,  eine  aus  den  {UiUi)  allein 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammensetzbare  infinitesimale 
Transformation,  denn  nach  (1)  ist: 


{{UiU,)Uj)=^^Cas{UsUj). 


Also  gilt  das 

Theorem  46:  Ist  U^f  •  ■  ■  Urf  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen,  so  bilden  die  (JJiUk)  eine 
invariante  Untergruppe  derselben. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  sind  unter  den  {UiTIk) 
gerade  r  von  einander  unabhängige  enthalten  oder  weniger.  Der 
erste  Fall  tritt  z.  B.  bei  der  Gruppe 

p  + 1,   ^i?  +  2/g,    x^p  +  y^<i 

ein.     Allgemein  nennen  wir  die  Gruppe  der  {UiUk)  die  erste  derivierte  deHvilrte 
Gruppe.     Man    kann    von   dieser  derivierten   Gruppe   wieder  die   erste    cj'"ppe- 
derivierte  Gruppe  suchen  u.  s.  w.    Die  sich  dadurch  ergebenden  Unter- 
gruppen heissen  dann  die  zweite,  dritte  u.  s.  w.  derivierte  Gruppe  der 
gegebenen  Gruppe   TJ^f  •  •  •  Urf.     So  hat  die  fünfgliedrige  Gruppe 

p,     xp,     q,     xq,     x^q 
als  erste  derivierte  die  viergliedrige: 

p,     q,     xq,     x^q, 
als  zweite  die  zweigliedrige: 

q,     xq, 
während   eine   dritte   derivierte  Gruppe   wegen  (g*,  xq)  ^  0  nicht  vor- 
handen ist. 

Die  hier  eingeführte  Terminologie  hat  tiefer  liegende  Gründe,  die^"^*™™™" 

O  kS  ts  )  hang  zw. 

an  dieser  Stelle  noch  nicht  erörtert  werden  können.     Wir  wollen  nur.^^V'Pf"  ^■, 

inf.  Trf.  und 

die    Bezeichnung    der    Gruppen    von    infinitesimalen    Transformationen^^^^^.^^^ ^■ 
etwas  näher  begründen  und  gehen  dazu  von  Beispielen  aus.   (Vgl.  dabei      '^'^^■ 
§  2  des   2.  Kap.)     Im    18.   Kapitel    fanden  wir  vier  Typen   von  zwei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  in  der  Ebene. 
Der   erste  derselben  war  dieser: 

p,     q. 

Dieser  Gruppe  gehört  allgemein  die  infinitesimale  Transformation 

P  -{-  aq     {a  =  Const.) 
an.     Dieselbe  erzeugt,  wie  wir   wissen,  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
endlichen  Transformationen: 

aci.  =  x-j-t,     y^=y^at. 
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Wenn  wir  nun  zu  jeder  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
p  -f-  ^2  unserer  zweigliedrigen  Gruppe  die  zugehörige  eingliedrige 
Gruppe  von  endlichen  Transformationen  aufsuchen,  so  haben  wir  a 
beliebig  zu  lassen,  und  wir  haben  also  oo^  Scharen  von  je  cx)^  end- 
lichen Transformationen,  also  insgesamt  oo^  endliche  Transformationen 
von  obiger  Form,  in  denen  t  und  a  willkürliche  Parameter  sind,  und 
die  sich  daher  auch  iu  der  Form  schreiben  lassen: 

x^  =  x-\-  a,    yi=y  -\r  ß- 
Diese  oo^  Transformationen  bilden,  wir  wir  wissen,  eine  Gruppe  von 
endlichen  Transformationen  und  zwar  eine  zweigliedrige.  (§  1  des  1.  Kap.) 
Der  zweite  Typus  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  war  dieser: 

q,     xq. 
Hier  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

q-jraxq, 
und    die    von    ihr   erzeugte   eingliedrige   Gruppe   von   endlichen   Trans- 
formationen stellt  sich  so  dar: 

^1  =^,     ?/i  =  ?/  +  (1  +  «^)^- 
Lassen  wir  a  alle  möglichen  constanten  Werte  annehmen,  so  ergeben 
sich  oo''^  endliche  Transformationen,  die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

Dieselben  bilden  eine  zweigliedrige  Gruppe,  denn  eliminieren  wir  x^,  y^ 
vermöge  dieser  Gleichungen  aus  den  Gleichungen: 

^2  =  ^n     2/2  =  2/1  +  «1 +  /3i^i, 
so  kommt: 

«2  =  X,   y-i  =  2/  +  («  +  ß^i)  +  (^  +  ^i)^- 

Der  dritte  Typus  war  dieser: 

q,     xp  +  yq, 
und  hier  lautet  die  von  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

q  4-  a{xp  -h  yq) 
erzeugte  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transformationen: 


x^  =  x(f',     i/i  =  ?/e"'  + 


e    —  1 


a 

Hierin    lassen    wir    wieder   die   Constante    a   variieren    und    erhalten 
dadurch  00'^  Transformationen,  die  sich  auch  schreiben  lassen: 

^1  =  a^;     2/1  =  «!/  +  ß- 
Offenbar  stellen  sie  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transfor- 
mationen dar. 
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Ganz  ähnlich  ergiebt  sich  beim  vierten  Typus 

mit  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

q  +  ayq 

die  zweigliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transformationen 

e"'—  1 
x^  =  x,     y^=ye'-\ ^ — 

oder  anders  geschrieben: 

.    x^=x,     y^  =  ay  -\r  ß. 

Ahnlich  verhält  es  sich  nun,  wie  wir  ohne  Beweis  angeben,  bei 
jeder  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen.  Bilden  U^f-'-Urf 
eine  r-gliedrige  Gruppe   von   infinitesimalen  Transformationen,   so   ist 

TJJ+  a,U,f-\-  a,ü,f+  .  •  •  +  arUrf 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  derselben,  wenn  a.^,  a.^-  •  -ar 
irgend  welche  Constanten  bedeuten.  Diese  infinitesimale  Transformation 
erzeugt  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transforma- 
tionen mit  einem  Parameter  t.  Die  Gleichungen  derselben  enthalten 
«2,  «3  •  •  •  ttr  und  lauten  etwa,  wenn  x^  ■  •  •  Xn  die  in  den  Uf  vor- 
kommenden Veränderlichen  sind: 

Xi   =  (pi{Xi  ■  '  ■  Xjif  a^  •  ■  ■  ttr,   t)  (t  =  1,  2  ■  •  •  n). 

Variieren  wir  hierin  nicht  nur  t,  sondern  auch  «g?  %  •  *  *  ö^r,  so  ergeben 
sich  oo''  endliche  Transformationen  und  dieselben  bilden  eine  r-gliedrige 
Gruppe,  wie  man  allgemein  beweisen  kann. 

Hiernach  wird  es  der  Leser  gerechtfertigt  finden,  dass  wir  den 
Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
eingeführt  haben. 

§  2.     Erster  Typus  von  dreigliedrigen  Zusaxamensetzungen. 

Wir  gehen  nunmehr  daran,  alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  Uif,  ü^f,  U^f 
zu  bestimmen.  Dabei  kümmert  uns  zunächst  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen, die  in  der  Gruppe  vorkommen,  gar  nicht. 

Nach  den  Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  das 
Problem  in  die  folgenden  einzelnen  zerlegen:  Alle  Zusammensetzungen 
von  dreigliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  deren  erste  derivierte  Gruppe 
dreigliedrig  (d.  h.  sie  selbst  ist)  oder  zweigliedrig  oder  eingliedrig 
oder  nullgliedrig  ist.  Im  gegenwärtigen  Paragraphen  erledigen  wir 
den  ersten  Fall. 
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arrivierte  VorRusgesetzt    wird    also,    dass    TJ^f,    U^f,    U^f  eine    eingliedrige 

elrg^edrig' G^'^'iPPe  ^ildö^^  ^-  1^-  dass  (C/iCTg),  (C^iCTs)  und  (U.U.)  sich  linear  mit 
eonstanten  Coefficienten  durch  U^f,  U^f  und  U^f  selbst  ausdrücken 
lassen  und  dass  diese  drei  Klammerausdrücke  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  seien.  Wir  werden  auf  zwei 
Wegen  erkennen,  dass  sich  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe 
immer  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unabhängiger 
aus  der  Schar  der  infinitesimalen  Transformationen 

Const.  C/i/'+  Const.  TJ^f  +  Const.  TJJ 
auf  eine  gewisse  canonische  Form  bringen  lässt. 

Der  erste  Weg,  um  dies  zu  beweisen,  ist  rein  elementar.  Der 
zweite,  elegantere,  setzt  die  Kenntnis  homogener  Punkt-  und  Linien- 
coordinaten  in  der  Ebene,  sowie  einige  Sätze  aus  der  projectiven 
Geometrie  voraus  und  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  er  typisch 
ist  für  die  Bestimmung  von  Zusammensetzungen  von  Gruppen  überhaupt. 

^Ke^du^tion^'  Zuuächst  schlagcu  wir  den  elementaren  Weg  ein :  Nach  Theorem  40 
(§  4  des  17.  Kap.)  gehört  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe, 
also  etwa  ü^f,  wenigstens  einer  zweigliedrigen  Untergruppe  an  und 
diese  kann,  wenn  U^f  eine  von  U^f  unabhängige  Transformation  der- 
selben ist,  nach  Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  auf  eine  der  beiden  Formen 

gebracht  werden.  Der  zweite  Fall  ist  auszuschliessen,  da  {UiU.>), 
(UiU^)  und  {U^U^  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen sein  sollen.     Wir  nehmen  daher  an 

Sei  nun  etwa 

(U,  U,)  =  a,  UJ+  a,  U,f+  «3  U,f, 

( U,  U,)  =  ß,  UJ  +  ß,  lT,f  +  ß,  U,f, 
wo  die  a  und  ß  Constanten  bedeuten.     Wir  wenden  auf  IJ^f^  U.^f,  U^f 
die    Jacobi'sche    Identität,    die    wir    in    §   4    des   10.   Kapitels    kennen 
lernten,  an.     Es  ist  danach 

(( u,  U,)  U,)  +  (( U,  U,)  U,)  +  (( U,  U,)  U,)  =  0, 
also,  wenn  wir  ausrechnen: 

a,ü,  +  o^^U,  +  «3f^3  —  ^2^1  —  ßzicc.U,  +  a,U,  +  a,ü,)  - 
-  ocJJ,  +  a,{ß,U,  +  ß,U,-{-  ß,U,)  =  0 

oder,  da  zwischen  Uif,  U.j.f,  ÜJ'  keine  lineare  Relation  mit  eon- 
stanten Coefficienten  besteht: 
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Sicher  ist  ß'2  =j=  0,  denn  sonst  wäre  {UxlJ^  ^^  oc^Ui  ^  a^{UiU.^ ,  d.  h. 
die  drei  Ausdrücke  {U1U2),  (T^iUs),  {U^ü^)  wären  nicht  von  einander 
unabhängig.  Da  a^  also  =j=  0  ist,  so  folgt  ß^  =  \  und  ß^  =  —  ^li 
sodass  wir  haben ,  wenn  Vif  von  nun  an  kurz  mit  üi  bezeichnet  wird : 

{U,U,)  =  ßJJ,-a,U,-{-  U,. 
An  Stelle  von  U^f  können  wir  nun  eine  infinitesimale  Transformation 

in  der  A^,  Ag  irgend  welche  Constanten  bedeuten,  und  die  sicher  C/J,/" 
enthält,  einführen.     Dann  haben  wir: 

=  iß,  -  2  A,)  ü,  -  (a,  -f  A,)  U,  +  U,'. 
Nehmen  wir  also 

an,  so  kommt 

(u,u,')  =  a,u„  {u,u,')=u;. 

Die  von  Null  verschiedene  Zahl  0^2  kann  leicht  gleich  irgend  einer 
von  Null  verschiedenen  Zahl  gemacht  werden.     Setzt  man  nämlich 

ÜJ=aU,f,     ÜJeeUJ,     ÜJ^aU.'f    (a  H^  0), 
so  kommt 

{ÜJJ,)=Ü„     (ÜJJ,)=a'aJj„     (ÜM)=U,. 

Durch  passende  Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Constanten  a  können 
wir  hier  dem  Factor  «^«g  jeden   von  Null   verschiedenen  Wert  geben. 
Insbesondere  wollen  wir  «^«g  =  2  machen.     Wir  finden  demnach 
die  Klammerausdrücke 

{UJJ,)=Ü,,    {Ü,Ü,)=2Ü,,    (üM^^ü,. 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
deren  infinitesimale  Transformationen  durch  die  Klammeroperationen 
sämtlich  reproduciert  werden,  kann  also  durch  passende  Auswahl  der 
drei  von  einander  unabhängigen  Transformationen  auf  die  Zusammen- 
setzung 


gebracht  werden. 

Lie,  Differentialgleichungen.  31 
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Beispiele  hierzu   sind   in   einer  und   in   zwei  Veränderliclien  diese 
drei  Gruppen: 

i>,     xp,     x^p; 

2(p  +  xq),     xp  +  2yq,     (x^  —  y)p  +  xyq; 
p-\-  q,     xp  +  yq,     x^  +  y^q. 

d^^K^dto*  Nunmehr  betreten  wir  zum  Nachweis  jener  Zusammensetzung  den 


der  Keduo 
tion  auf  die 
selbe  Form 


tion  auf  die-^^g^Ym,  eleganteren  Weg. 


Dabei  bedienen  wir  uns  einer  eigentümlichen,  in  der  Gruppen- 
ülf^Trf^ ^fg'theorie  äusserst  fruchtbaren  geometrischen  Deutung.  Wir  wollen  nämlich 
Punkte  der  ^gj.  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

Ebene.  o 

«1  Ui   +   «2  C^2  +  «3  ^3 

unserer  dreigliedrigen  Gruppe  Ui,  U^,  TJ^  als  Bildpunkt  einen  Punkt 
in  einer  Ebene  zuordnen,  der,  bezogen  auf  ein  Coordinatendreieck,  die 
homogenen  Coordinaten  a^,  ttg,  a^  hat.  Hiernach  wird  jede  infinitesi- 
male Transformation  der  Gruppe  symbolisch  durch  einen  Punkt  dieser 
Ebene  dargestellt,  und  umgekehrt  entspricht  jedem  Punkte  dieser 
Ebene  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  a^,  «g;  ^3  ^i^^  infinitesi- 
male Transformation 

«1  u^  +  «2  C4  +  «3  f^3 

der  Gruppe.  Da  die  homogenen  Coordinaten  nur  ihren  Verhältnissen 
nach  bestimmt  sind,  so  wird  dem  Punkte  (a^,  a^,  a^)  zwar  auch  jede 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

^(«1  Ui  +  «2  C^  +  «3  ^^3) 

zugeordnet  sein,  aber  diese  sind  wir  schon  gewöhnt  als  mit  der  obigen 
identisch  anzusehen,  da  sie  sich  von  ihr  nur  um  einen  constanten 
Factor  A  unterscheidet. 

Es  ist  ohne  weiteres  einzusehen,  dass  dreien  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  die  Ecken  eines  wirklichen 
Dreiecks,  dreien  von  einander  abhängigen  aber  drei  Punkte  einer  Geraden 
entsprechen. 

Durch  die  Klammeroperation  wird  zwei  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

«1  TI,  +  cc,U,  +  a,U„     ß,U,  +  ß,U,  +  ß,U, 

wegen  der  Relationen 

(3)  (UJI,)  =  CaiU,  -f  Cn-2U,  +  CnsU, 

0;  k=l,  2,  3) 

eine  dritte  infinitesimale  Transformation 
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8,  L\  -\-s,U,-\-  s,lJ,  ^  {SaU,  UßZT)  = 

+  ia,ß,-a,ß,^{U,U,) 

+   («2/^3  —  <^sßd  fesi  Ui  +  C232  U,  +  C233  U,)  + 
+   (%Ä   —   «1  As)  feil  C^l   +  ^312  TT.,   +   C313  Us) 

zugeordnet,  wo  also: 

(«1  =  (ß^i^2  —  «2^1)^1-21  +  («2/^3  —  «3/52)^231  +  («3/31  —  «lAOc-un 

(4)  fg  =  («1/32  —  «2/^1)  «^122   +   («2/^3   —   «3/32)  ^232  +   («3/^1    —   «1^3)^3,2, 

Ifg  =  («1^2  —  a2/3i)Ci23   +  («2/^3  —  «3/52)^233  +  («3^1  —  «1^3)^313 

ist.  Entsprechend  gehört  danach  jedem  Punktepaar  (a^,  a.,,  «3),  (/3,, 
ß^,  ßs)  der  Bildebene  ein  Punkt  (fj,  fy?  ^3)  derselben  zu,  dessen 
Coordinaten  e^,  s^,  £3  sich  vermöge  (4)  durch  die  der  ursprünglichen 
beiden  Punkte  ausdrücken.  Die  beiden  ersten  Punkte  —  wir  be- 
zeichnen sie  kurz  mit  (a)  und  (/3)  —  bestimmen  eine  Gerade.  Zwei 
beliebige  Punkte  (ä)  und  (/3)  derselben  haben  die  Coordinaten: 

«1  =  «^1  +  9/^1 7     «2  =  0^2  +  (>/52;     ^3  =  «3  +  p/Sg; 

ß^=a,^6ß„     K=cc,  +  0ß.„     ^  =  «3  +  0/^3; 
ihnen  gehören  die  infinitesimalen  Transformationen 

«if/;  +  «2^4  +  «3^3  +  p(^if^i  +  ß-2u,  +  ß,u^, 

aJJ,  +  «2^72  +  «3^^.  +  <ßJh  +  ß,U,  +  ßJJ,) 
zu.     Der  Klammerausdruck  derselben  ist  offenbar  gleich 

{6  -  Q)  {aJJ,  +  a,U,  +  a3C^3,     A  C^i  +  ß,U,  +  As^^O- 
Die  Coordinaten  des  dieser  infinitesimalen  Transformation  zugeordneten 
Punktes  (ä)  unterscheiden  sich  demnach  von  den  obigen  £, ,  £2?  «3  nur 
um   den   Factor   ((?  —  q),   d.  h.   dieser   neue  Punkt  («)  deckt  sich  mit 
dem  Punkt  (f). 

Wenn  also  zwei  Punkten  (a),  {ß)  der  Bildebene  ein  dritter  Punkt 
(f)  derselben  vermöge  der  Klammeroperation  zugeordnet  ist,  so  ist 
jedem  Punktepaar  (ä),  {ß)  der  von  (a)  und  (/3)  bestimmten  Geraden 
eben  dieser  Punkt  (e)  zugeordnet.  Daher  rechtfertigt  es  sich,  zu 
sagen,  dass  die  Klammeroperation  jeder  Geraden  der  Bildebene  einen 
Punlä  derselben  zuordnet.  Es  fragt  sich  nun,  welches  der  geome- 
trische Charakter  dieser  Zuordnung  ist. 

Die  durch  die  Punkte  (a)  und  {ß)  bestimmte  Gerade  hat  die 
Liniencoordinaten 
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«1^2    —   «2/3i,       «2^3   —  «3/52,        «3^1   —   «i/^a, 

und  die  Punktcoordinaten  e^,  s^,  e^  des  dieser  Geraden  zugeordneten 
Punktes  drücken  sich  nach  (4)  linear  und  homogen  durch  dieselben 
aus.     Die  Determinante  dieser  Ausdrücke  ist  diese: 


z/  = 


^311 


■'122 


■^232 


^312 


^123 


^313 


"123 


"313 


^122 

^232 
^312 


(3-) 


Wir  wollten  nun  nur  den  Fall  im  vorliegenden  Paragraphen  ins  Auge 
fassen,  in  welchem 

( u,  U2)  =  c,2i  c/;  +  C12,  U2  +  ^23  Us , 

(  '4  ^3)  =  ^231  ^1  ~r  ^232  ^  ~r  ^233  f^J 
\{U^U^)  =  C,^nU^  +  ^312^2  +  ^313^4 

von  einander  unabhängig  sind,  d,  h.  die  Determinante 

z/=l=0 
ist. 

Benutzen  wir  die  Jacobi'sche  Identität: 

so  liefert  sie  nach  (3'): 

3  3  3 

1  1  1 

oder,  da  {UiUi)  =  0  und  {ViVk)  =  —  {Ukü^  ist: 

(Cl22   —  C313)  (  C^2  ü^)  +  (<^233   —   ^121)  (  f^3  f^l)   +   (^311   —  ^232)  (  ^l  U^)  =  0. 

Da  nun  {TJ^Ü^,  (^t^i)   und  {U1Ü2)  nach  Voraussetzung  von  einander 
unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  einzeln 

<^122  ""^  <^313,       ^233  ^^  ^121?       ^Sll  ^^^  ^232 

ist.     Mithin  ist  auch  die  Determinante  z/  symmetrisch. 

Die  projective  Geometrie  lehrt,  dass  hieraus  folgt,  dass  die  durch 
(4)  hergestellte  Zuordnung  von  Gerade  und  Punkt  die  durch  einen 
(nicht  ausgearteten)  Kegelschnitt  vermittelte  Beziehung  zwischen  Polare 
und  Pol  ist. 

In  der  Bildebene  existiert  also  ein  gewisser  Kegelschnitt  von  der 
Art,  dass  der  Bildpunkt  des  Klammerausdruckes  aus  zwei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  der  Pol  der  Geraden  ist,  welche 
die  Bildpunkte  dieser  beiden  letzteren  infinitesimalen  Transformationen 
verbindet.  Die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes  lautet  übrigens  nach 
den  Lehren  der  projectiven  Geometrie  in  den  homogenen  Punkt- 
coordinaten j,,  Ja,  Ja: 
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Ji       £2       £3 


''231 


''232 


■'123 


0 
El 
h 
h 


=  0. 


Fig.  35. 


Da  nun  die  Abbildung  eine  eiu-eindeutige  ist,  so  können  wir  diese 
geometrische  Eigentümlichkeit  gruppentheoretisch  verwerten:  Wir  con- 
struieren  irgend  ein  Dreieck,  bestimmt 
durch  eine  Sehne  und  die  Tangenten 
des  Kegelschnittes  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehne  und  bezeichnen 
diese  Schnittpunkte  als  Bildpunkte  der 
neuen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ui,  U^  und  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  als  Bildpuukt  der 
neuen  t^.  (Figur  35.)  Sicher  sind 
diese  neuen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  von  einander 
unabhängig,  da  ihre  Bildpunkte  ein  wirkliches  Dreieck  bestimmen. 

Der  Sehne  ist  der  Tangentenschnittpunkt  als  Pol  zugeordnet,  und 
es  ist  daher  jetzt 

Ferner  hat  jede   Tangente   ihren  Berührpunkt  als  Pol.     Demnach   ist 
auch  jetzt: 

Sicher  sind  die  Constanten  a,  /3,  y  sämtlich  verschieden  von  Null,  da 
sonst  z/  =  0  wäre.     Die  Jacobi'sche  Identität  liefert  noch: 

d.  h. 

a  =  y. 

Benutzen  wir  schliesslich  an  Stelle  von   üj,  U.^,  U^  die  infinitesimalen 
Transformationen 

so  kommt:  j 

(Ü,Ü,)=baü„     {Ü,Ü,)=^U„      mm  =  bau,. 

über  die  Constanten  a,  h,  c  können  wir  beliebig  (doch  so,  dass  keine 
Null  wird)  verfügen.     Wir  setzen  also: 


h  = 


ac  = 


und  dann  kommt 
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{UM=U„     {UjJ,)=2Ü,,     {IJJJ.)=U,, 

und  wir  sind  in  der  That  zu  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen 
Zusammensetzung  unserer  dreigliedrigen  Gruppe  gelangt. 

Wlllilt  man  an  Stelle  von  U-^f,  U^f,  U^f  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen V^f,  V^f,  y^fi  deren  Bildpunkte  die  Ecken  eines  Polax'drei- 
eckes  unseres  Kegelsclinittes  sind,  indem  man  etwa  setzt: 


V,f=X{UJ+iU,f), 

V,f=(iÜ,, 

so  kommt 

V,f=viÜJ-iU,f), 

(^1^.)  = 

:^F3,       (V,V,)EEE-^-fV,,      {V,V,), 

Hierin   kann   man   durch   passende   Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Con- 
stauten  A,  jtt,  v  erreichen,  dass  inbesondere 

wird. 

Es  ist  dies  eine  symmetrischere  Form  der  Zusammensetzung  unserer 
dreigliedrigen  Gruppe.     Ein  Beispiel  hierzu  ist  dies: 

—  xq-{-  yp,     q  +  xyp  +  y^q,     —p  —  x^p  —  xyq. 

Wir  werden  jedoch  in  diesem  Buche  die  weniger  symmetrische  frühere 
Form  der  Zusammensetzung  benutzen. 

§  3.    Die  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  Zusammensetzungen. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  dreigliedrigen 
Zusammensetzungen  für  den  Fall  bestimmt  haben,  dass  die  Determi- 
nante ^  der  Coefficienten  Ciks  verschieden  von  Null  ist,  kommen  wir 
jetzt  zur  Erledigung  der  übrigen  Fälle. 

Es  sei  also  die  Determinante 

J  =  0, 
dagegen    sollen    zunächst    nicht    sämtliche   zweireihigen   üuterdetermi- 
nanten  von  J  verschwinden,  d.  h.   es   sollen   von   den   drei  infinitesi- 
malen  Transformationen    (U1U2),   (t^C^),  {U-^Ud   ^^^^   "^^^  "^^'   ^^^^i 
Die  erste  y^jj  einander  unabhängig  sein,  mit  anderen  Worten,  die  erste  derivkrtc 

derivierto  o  o  ;  7 

^wcf'iicdr'  ^^^''PP^  ^^*'  (^^uppe   UJ\   U^f,   Usf  soll  gerade  zweigliedrig  sein. 

In  diesem  Falle  wählen  wir  als  Uif  und  C^/^  ^''^ßi  "^o^i  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  derivierten  Gruppe 
und  können,  wie  wir  nach  Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  wissen,  ins- 
besondere {UiU2)^0  oder  {TJ^TJ.^^  Ui,  also  allgemein 
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annehmeu.     Dann    müssen    sich    {U^U^   und   {U^Ui)    linear    mit    con- 
stanten  Coefficienten  durch   Ui  und    t^  ausdrücken,  d.  h.  es  ist: 

(  U^  U^)  =  C231  CTi  +  C232  ü^, 

Die  Jacobi'sche  Identität 

({u,u,)u,)  +  {{UMu,)-j-{{UMü,)  =  o 

liefert  nun: 

^'l2l(         ^311  Ui  ^312  U2)  4"  ^'232  (         ^121  Ul)   +  ^311^121  Ui  =  0 

oder  also: 

^rd2^m  ^^^  ^>     ^312^121  ""^  *-*• 
Wäre  6'i2i  ^  0,  also  c.^.^2  =  ^312  =  0?  ^^  würden  in 


J  = 


0 


''312 


alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden,   was   der   Voraus- 
setzung zuwiderläuft.     Also  ist  c^^i  =  0  und 

während  die  Determinante 

C/0Q1  6oao    !        I 

=1=  u 


^31 


^^232 


ist.     Bedeuten  nun  x  und  A  zwei  Constanten,  so  ist 

(xüi  +  XU„  U,)  =  x(U,  u,)  +  A(cr,  u,)  = 

^  ( —  XC311  -f"  ACgsi)?^  +  (      ^<^3i2  "r  ^^232)^4? 
und   dies   lässt   sich   wegen  des  Nichtverschwindens   der   vorstehenden 
Determinante  durch  passende  Wahl  der  beiden  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Constanten  x,  A  immer  auf  die  Form 

bringen.     Diese  Forderung  führt  nämlich  zu  den  Bedingungen: 

Es  sind  dies  zwei  lineare  homogene  Gleichungen  für  x ,  A ,  welche 
nur  dann  nicht- verschwindende  Werte  für  x,  A  liefern,  wenn  ihre 
Determinante 

C01 1  CC  C901 


=  0 


"^312 


ist.     Dies    aber    ist   eine  quadratische   Gleichung  für  a,    welche    sich 
immer  durch  passende  Wahl  von  a  erfüllen  lässt.     Da  bisher  U^  und 


488  Kapitel  21,  §  3. 

U^  ganz  symmetrisch  uufgetreteu  siiul,  weil  (Uiü.^)^0  ist,  so  können 
wir  insbesondere  ^  =(=  0  voraussetzen ,  und  dann  verwerten  wir 
xüi  -{-  ^1/2  als  neues    Ui  und  erhalten : 

iU,U,)  =  aU„ 

Hier    sind    die   Constanten   a  und   ß.^   beide  4=  ^j    ^'^   sonst  die   erste 
derivierte  Gruppe  nicht  mehr  zweigliedrig  wäre. 
Benutzen  wir  an  Stelle  von    U.jf: 

wo  a  eine  noch  verfügbare  Constante  ist,  so   erhalten  wir 

und 

{Ü,U,)  =  ß,U,-\-  ß,U,  +  aaU,  =  ß,Ü,  +  (ft  +  («  -  ß,)a)U,. 
Sobald  a  ^  ß.j,  ist,  können  wir  hiernach  a  so  wählen,  dass 

iüM  =  ß,u, 

wird;  ebenso  cTann,  wenn  zwar  a  =  ß.^,  aber  auch  /3i  ==  0  ist.  Es 
ergiebt  sich  somit  in  diesen  Fällen,  wenn  U^f  von  jetzt  ab  mit  U^f 
bezeichnet  wird,  die  Zusammensetzung: 

{U,U,)  =  ß,U„ 
wo   a   und  ß^^O  sind.     Benutzen   wir   schliesslich   an  Stelle  von    TJ^ 
noch  — U^,  so  erreichen  wir  insbesondere  diese  Form: 


{UM  =  0     (UM=U,     {U,U,)  =  cU, 


Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y: 

p,     q,     xp  +  cyq. 
Wenn   dagegen  a  =  ß.^   und   ßi  =^  0  ist,   so   haben  wir  zunächst: 

und  hier  sind  a  und  ßi  4=  0-    Nehmen  wir  auch  hier  —  U3   als   neues 
Uq,  so  ergiebt  sich: 
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(üiC7,)EE0, 

(U,U,)eeeU,, 

wo   c  =1=  0  ist.     Noch   können    wir    c  U^    als    neues    C^  benutzen,  und 
dadurch  geht  der  Typus  hervor: 


{U,U,)  =  0    {U,U,)-r.U,     (U,Us)=U,+  U, 


der    sich    nicht    auf  den   vorher   gefundenen   zurückführen   lässt.     Ein 
Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y: 

p,   ([,    (^  +  y)p  +  yq- 

Wir  sind  also  zu  zwei  verschiedenen  Typen  gelaugt  und  heben 
noch  hervor,  dass  sich  die  Constante  c  im  ersten  nicht  durch  passende 
Wahl  der  infinitesimalen  Transformationen  f/, ,  C^,  U-^  specialisiereu 
liisst.     Nur  lässt  sich  dadurch,  dass  man 

u,-=  u,,    u,=  u„   U  =  ^u, 

setzt,  jene  Zusammensetzung  überführen  in: 

also  c  in  —  verwandeln.    Je  zwei  jener  Zusammensetzungen  sind  also 

in   einander   überführbar,  mit  Ausnahme   derjenigen,   für  die  c  =  — , 
d.  h.  c  =  +  1  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  für  unsere  dreigliedrige  Gruppe 
Ui,  U2,  t/3  seien  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  ^  gleich 
Null,  während  nicht  alle  Glieder  der  Determinante  einzeln  verschwinden. 
Es  sollen  sich  also  iU^U.^,  {U-^U^),  {U.JJ^  alle  durch  eine  einzige 
infinitesimale  Transformation,  die  wir  als  U^  benutzen,  darstellen 
lassen  und  nicht  sämtlich  verschwinden,  d.  h.  die  erste  derivierte  Gruppe  Die  erste 
soll  eingliedrig  sein.     In  diesem  Falle  ist:  Gruppe  sei 

eingliedrig. 

und   a,  /3,  y   verschwinden  nicht  sämtlich.     Die  Jacobi'sche  Identität 
liefert  hier  für  a,  ß,  y  keine  Bedingungen.     Wohl   aber  können   wir 
durch    passende  Einführung    von  XU2 -{- ^U^   als   neues   U^   erreichen, 
dass  insbesondere  (  Ui  U^)  ^  0,  d.  h.  «  =  0  wird. 
Ist  dann  ß  =^  0,  so  setzen  wir  nachträglich 

und  erhalten 
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Dann  können  wir  also  durch  Benutzung  von  U2  an  Stelle  von  C^ 
auch  7  =  0  machen,  -j  JJ^  als  neues  Us  macht  schliesslich  noch 
ß  ==  1,  und  so  ergiebt  sich  die  Zusammensetzung: 


(U,U,)  =  0    {U,U,)=U,    (UM  =  0 


Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Gruppe 

p,     q,     xp. 

Ist  dagegen  ß==0,  so   ist  y  4=  0   und  yU^    als   neues    Ui   macht 
y  =  1,  sodass  wir  den  Typus  erhalten: 


{U,U,)  =  0    iU,U,)  =  0    iUM=U, 


Diese  Zusammensetzung  besitzt  z.  B.  die  Gruppe: 

q,     p,     xq. 

Wir  kommen  nun  zur  letzten  Annahme,  dass  nämlich  alle  Glieder 
derivler^e  ^®^  Determinante   z/  verschwinden,    d.  h.    die   erste   derlviertc  Gruppe 
j|fju'Ji?e j' J ww%i!'<iecZn^,  gar  nicht  vorhanden  ist: 


{U,U,)  =  0    (U,U,)  =  0    {U,U,)  =  0 


Hier  diene  als  Beispiel: 


q,     xq, 


X^q. 


Fassen  wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen 
übersichtlich  zusammen,  so  ergiebt  sich 

Satz  1:  Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen lässt  sich  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unab- 
hängiger ÜJj  U^f,  U-if  aus  der  Schar  ihrer  infinitesimalen  Transforma- 
tionen auf  eine  und  nur  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 


A.  1)  (U,U,)=U, 

B.  2)  {U,U,)  =  0 
2')  {U,U,)  =  0 
3)  {U,U,)  =  0 

C.  4)  {U,U,)  =  0 
5)  (UM  =  0 

D.  6)  iUM  =  0 


iU,U,)=U, 
{U,U,)=U, 


{U,U,)=IT,+  U,, 
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Wir  liabeu  hier  deu  Typus  2')  vom  Typus  2)  abgetrennt,  weil  er 
aus  gewissen  Gründen  eine  bemerkenswerte  selbständige  Bedeutung 
besitzt; 

1.  Beispiel:    Die    drei    infinitesimalen    Transformationen    in    zwei  Beispiele 
Veränderlichen: 

Uif~p,      U^f^  ^m  X  ■  p  -\-  cos  X  •  q,      U^f^  cos  x  •  p  —  sin  x  •  q 
bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
denn  es  ist: 

Offenbar  ist  die  erste  derivierte  Gruppe  dreigliedrig.  Die  vorliegende 
Gruppe  gehört  daher  zum  ersten  Typus.  Um  sie  darauf  zurück- 
zuführen, denken  wir  uns  wieder  Ü7i,  C^,  U^  als  Punkte  einer  Bild- 
ebene interpretiert,  wie  in  §  2.  Sie  bilden  alsdann  sicher  ein  Folar- 
dreiech  jenes  daselbst  auftretenden  Kegelschnittes,  da  die  Combination 
zweier  U  jedesmal  das  dritte  U  giebt.  (Vgl.  die  Note  zum  Scliluss 
des  §  2.)  Nach  §  2  handelt  es  sich  nun  darum,  statt  dieses  Polar- 
dreiecks ein  Dreieck  aus  zwei  Tangenten  und  ihrer  Berührsehne  ein- 
zuführen.    Als  Taugentenschnittpunkt   wählen  wir  den  Bildpunkt  von 

U^  selbst.  Die  Berührsehne  ist  alsdann  die  Gerade,  welche  die  Bild- 
punkte von   Ui  und    U^  verbindet.     Auf  ihr  müssen  die  neuen  U^  und 

U-i  liegen.     Wir  setzen  daher: 

und  müssen  nun  die  Constanten  «,  ß,  y,  d  so  wählen,  dass 

(Ü,U.:)  =  qU„    {UM)  =  6TJ, 
wird.     Dies  liefert  die  Bedingungen: 

a  ==■  Qß,  ß  =  QK, 

—  y  =  ödj     —  d  =  6y. 
Überdies  muss  die  Determinante 
\a     ß 


=  (1  +  Q(i)aö  4=0 


a         Qa 
-  6d      ö 

sein.     Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  etwa  setzen: 
9  =  1;      Ci  =  l,      ß==l, 
ö=  1,     y  =  1,     8  =  —  1. 
Wir  nehmen  somit  an: 

f7,  ^  Z7i  +  C^  ^  (1  +  cos  x)  •  p  —  sin  x  ■  q, 
U^^  Ui  —  Us^  (1  —  cos  x)  •  2^  -{■  sin  x  •  q 
und  erhalten  dann 
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während 

wird.     Somit  ist 

(1  +  cos  x)  -j)  —  s,m  X  •  q,     sm  x  -  p  -\-  cos  x  -  q, 
(1  —  cos  x)  ■  p  -\-  sin  X  •  q 
eine  solche  Gestalt  unserer  Gruppe,  wie  wir  sie  suchten. 

/8.  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  in  x,  y: 
UJ=p,     U.,f=  yp,     UJ=  xyp  +  (1  +  y^)q 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
denn  es  ist 

Sie  soll  auf  ihren  Typus  zurückgeführt  werden.  Da  die  erste  deri- 
vierte  Gruppe  zweigliedrig,  nämlich  U^,  TJ^  ist,  so  ist  der  Typus  ent- 
weder der  zweite  oder  der  dritte.     Wir  bestimmen: 

so,  dass 

wird.     Dies  liefert: 

a^Qß,     ß  =  —  Qa, 

und  wir  setzen  daher  Q  =  i,  a  =  \,  ß  =  —  *,  sodass 

U\=  U,-iU, 
ist.     Dann  kommt: 

Indem  wir  alsdann 

TJ,  =  -iU, 
setzen,  kommt: 

Wir  setzen  noch 

ü,  =  kU,-\-i^U,      (/^  +  0) 
und  bekommen: 

{Ü,U,)EE^O,     {Ü,Ü,)  =  (l  -\-  (li)  Ü,  -  fiU,  =  (21%  ^i)Tl,  -  tj,. 

Indem  wir  also  etwa 

k  ==  i,     fi  =  —  2 

annehmen,  erhalten  wir  insbesondere 

{Wu,)  =  -  ü,. 
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Mithin  hat  unsere  Gruppe  in  der  Gestalt: 

C/,  =  (!  —  «»,      U^  =  {i  —  ij)p,      Us=  —  ixijp  —  i{i  +  y')q 
die  gewünschte  Form.     Sie  gehört  zAim  Typus  2  des  Satzes  1. 


Kapitel   22. 

Bestimmniig  aller  Typen  von  dreigliedrigen  Ornppen  von  infinitesi- 
malen Transformationen  in  zwei  Veränderlichen. 

Die  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen,  die  im  21.  Ka- 
pitel durch  Reduction  derselben  auf  gewisse  typische  Formen  geleistet 
wurde,  war,  wie  bemerkt,  ganz  unabhängig  von  der  Zahl  der  Ver- 
änderlichen. Gleichwohl  haben  wir  damals  jeder  typischen  Form  als 
Beispiel  eine  derartige  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt. 
Jetzt  werden  wir  in  systematischer  Weise  alle  dreigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  x,  y,  also 
in  der  Ebene,  dadurch  bestimmen,  dass  wir  alle  derartigen  Gruppen 
der  Ebene  von  den  gefundenen  sechs  Zusammensetzungen  durch  Ein- 
führung zweckmässiger  neuer  Variabein  auf  möglichst  einfache,  von 
arbiträren  Grössen  freie  Typen  zurückführen. 

Es  ist  dann  klar,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene 
durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  und 
passende  Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  der  zu  findenden 
Formen  zurückführen  lassen  muss. 

§    1.     Bestimmung    aller    Typen    von    dreigliedrigen    Gruppen    der 
Ebene,  deren  erste  derivierte  Gruppen  dreigliedrig  sind. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  betrefi'enden 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  1  des  Satzes  1  (§  3  des  21.  Kap.): 

Nach    §  4   des   18.   Kapitels   lässt  sich   die   zweigliedrige   Gruppe,Krster  Faii: 
welche  hier   TL    und    Uo   bilden,   durch   Benutzung  zweckmässiger  Va-    iiaben" 

VGrscli. 

riabeln  auf  die  Form  bringen:  naimcurven. 

Ui=P,     n,  =  xp-\-yq, 

sobald    ?7i   und    C^,   wie   wir  zunächst   annehmen,   verschiedene   Bahu- 
curven  haben.     Ist  dann: 
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so   wird 

(UM)  =^HI~P  +  lU)  +  'J  (f|i'  +  ^  i)  -  iP  -  no.    -.  f 

Da  ersteres  gleich  2C/2,  letzteres  gleich   Z7^  sein  soll,  so  kommt: 

di     ,        5|  •  c^j,  dri     .        dr]  ^ 

Hieraus  folgt,  dass  |  und  rj  die  Formen  haben: 

^  =  x^  +  ay^,     fj  =  2xij  -\-  ßy^, 

wo  «  und  ß  Constanten  sind.     Es  wird  also: 

U,  =  ix'  +  ccf)p  +  {2xy  +  §f)q. 

Führen  wir  nun  die  neuen  Veränderlichen 

x  =  x  +  yy,     y  =  y 
ein,  so  wird 

Ui  =  1> ,     ü^  =  {x  +  yy)p  4-  yq  =xp  -{-  yq 
und 

U;  =  {x^  +  a?/2  +  2ya;«/  +  /3j/i/^)p  +  {2xy  +  /S«/^)^ 

=  (^2  +  (a  +  ^y  _  /)2/2)j}  +  (2^j^  _  2yy'  +  ^2/^)^. 

Nehmen  wir  also  die  Constante  y,  über  die  wir  verfügen  können,  so 
an,  dass 

cc  -{-  ßy  —  y^  =  0 
wird,  so  kommt: 

Us  =  x^p  +  i2xy  +  Qy^)q. 
Jetzt  also  hat   unsere  Gruppe,   wenn  wir  x,  y  nunmehr   mit  x,  y  be- 
zeichnen, die  Gestalt: 

p>   xp  +  y^h   ^'p  +  i^xy  +  Qy-yi- 

Wenn  nun  ()  =|=  0  ist,  so  lässt  sich  durch  Einführung  von  Vielfachen 
von  X  und  y  als  neuen  Variabein  erreichen,  dass  schliesslich  p  =  1 
wird,    -Sonach  ergeben  sich  die  beiden  Typen: 


p    xp-^yq     x^p-\-  (2xy  -i-  y^)q 


p   ^p  ~\-  yo.   x^p  +  "^^yo. 


Diese  beiden  Typen  sind  wesentlich  von  einander  verschieden :  es  giebt 
keine  Transformation,  welche  den  ersten  in  den  zweiten  überführen 
könnte.     Der  Grund  hierfür  wird  in  §  2  des  23.  Kap.  gegeben  werden. 
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Wir  hatten   oben   angenommen,    dass    T\f  und   U.J  versehiedene^^^^^",^^^"^ 
Bahncurven    haben.     Besitzen    sie   dagegen    dieselben   Bahneurven,    ^^lli^t^^^^ü,. 
können  wir  wegen  {UyU^  ^  ü^  nach  §  5  des  18.  Kapitels  solche  Ver-    kurven. 
änderliche  x,  y  annehmen,  dass  insbesondere 

ü,  =  ci,     U^  =  yq 
wird.     Sei  dann 

u^^lp  -\-  na, 

so  ist: 

0^    „     r      ^^ 


Der  erstere  Klammerausdruck  soll  gleich  2  C^,    der  letztere  gleich    C^ 
sein.     Demnach  folgt: 


dy 
Also  ist  1^0  und  ii]  ^  y^,  sodass  die  Gruppe  lautet: 


l,    y'^^^n- 


q     yq     y'q 


Wir  haben  also  gefunden,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene,  deren  erste  derivierte 
Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  auf  eine  der  drei  typischen  Formen 
bringen  lässt: 

1) 


2) 
3) 


P     xp  +  yq     x^p  +  (2xy  +  y^)q 

p    xp  -{-  yq     x^p  +  2xyq 

} 

q     yq     y'q 


Für  die  beiden  ersten  Typen  wollen  wir  noch  einige  andere  Formen 
angeben,  die  sich  durch  Einfachheit  auszeichnen.  Um  Typus  1)  zu  er- 
halten, führten  wir  schliesslich  die  neuen  Variabein 

x  =  x  +  yy,     y  =  y 
in  die  Gruppe 

p,     xp  +  yq,     {x^  +  ay^)p  +  (2xy  +  ßy^)q 

ein,  indem  wir  y  als  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

cc  -\-  ßy  —  y^  =  0 

wühlten.    Da  diese  Gleichung  zwei  Wurzeln  y,  etwa  y^  und  y^  besitzt, 

so  können  wir  auch,  sobald  ^i  =|=  y^  ^^^^ 
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einführen,  wodurch  sich  ergiebt 

p  +  ü,   ^p  +  yq,   ^^p  +  y^ü- 

Diese  typische  Form  hätten  wir  auch  direct  aus  der  Form  1)  ableiten 
können,  indem  wir 

x  =  x,     y  =x-\-y 

in  dieselbe  einführten.     Wir  sind  also  zu  dem  Typus  gelangt: 

p  +  1,   ^p  +  ya,   ^^p  +  y^^a- 

Wenn  wir  dagegen  in  Typus  1  die  neuen  Veränderlichen 

x  ==  2x  -{■  y,     y  =  2x^  -f-  2xy 
einführen,  so  kommt: 

2{p  +  xq),     xp  +  2yq,     {x' -  y)p  +  xyq, 
wo    wir    natürlich    in    der    ersten    infinitesimalen   Transformation    den 
Factor  2  weglassen  können. 

Führen  wir  in  Typus  2)  die  neuen  Veränderlichen 

X  =  x,     y  =yy 
ein  und  bezeichnen   dann  x,  y  einfach   mit  ic,  y,   so  kommt  die  aus 
gewissen  Gründen  vorzuziehende  Form 

P,     ^li^xp  +  yq),    ^^P  +  xyq, 
wo   natürlich   der  Factor  ^   gestrichen  werden    darf.     Wenn  wir  noch 
in  diese  neue  Form  die  Veränderlichen 

- 1^        _ X 

einführen,  so  ergiebt  sich  die  noch  einfachere  Gestalt: 
—  xq,     yq  —  xp,     yp. 

§  2.     Bestimmung   der  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen   Gruppen 

der  Eb6ne. 

Typen  von  Es   ist  jctzt   uuscrc  Aufgabc,  die  Gruppen   zu  bestimmen,   deren 

sammen-  Zusammcusctzung  die  in  Satz  1  des  21.  Kapitels  mit  2)  bezeichnete  ist: 

Setzung  2. 

(fl  :=  =  0). 

Wenn  zunächst  Ui  und  U^  verschiedene  Bahncurven  haben,  so 
können  wir  nach  §  2  des  18.  Kapitels  wegen  (r^C4)E^0  solche  Ver- 
änderliche eingeführt  denken,  dass 

Ui~p,      U,  =  q 
wird.     Sei  dann 
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f^3  =  Ip  +  na, 

so   haben   wir   wegen   {UyU^'EE  U^   und    {11.^11.^)  "EE  c  U.^   zu   verlangen: 

Hiernach  ist 

||e^1,     1^0,     d.h.     ^^x  +  a, 

dl  —  ^'     d^  —  ^'     ^^'^^'     n  =  cp  +  b, 
sodass 

Ü3  =  {x  -\-  a)p  +  {cy  +  h)q 

wird.     Da  die  Gruppe  schon    üi^p  und    U^^q  enthält,   so  können 
wir  statt   U^  einfach: 

U^  —  aü^  —  hU^^xp  ■\-  cyq 

benutzen,  sodass  sich  der  Typus  ergiebt: 


P     ü     xp  -\-  cyq      (c=-o) 


Haben    aber    C/",    und    U^    dieselben  Bahncurven,    so   können   wir 
wegen  {U^U.^^  0  nach  §  3  des  18.  Kapitels  annehmen: 

üt  =  q,      U^  =  xq 
und  haben,  wenn 

U.i  =  ip-\-riq 
ist,  zu  fordern: 


d.  h. 
also 


dy 


i,  =  {\—c)x,     ri  =  y  -\-  (p(x). 
Daher  lautet  der  Typus  zunächst  so: 

q,     xq,     (1  —  c)xp-\r{y-\-  <p{x))q. 
Führen  wir  y  -{-  ip{x)  statt  y  ein,  wobei  ip  die  Gleichung 

(1  —  c)xip'{x)  -\-  cp  =  ip 
erfüllen  soll,  so  kommt: 


q     xq     (1  —  c)xp  +  yq 

(c  =1=  0) 


Man  sieht,  dass  der  Fall  c  =  1  besonders  ausgezeichnet  ist,  denn  nur 

Lie,  DifTerentialgleichungen.  ;J2 
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für    c  =  1    haben    alle    infinitesimalen    Transformationen    der    Gruppe 
dieselben  Bahncurven  i/ =  Const.,  da  dann  der  Typus  lautet: 

g.   m   ya- 

Typen  von  YfiT  gelangen   zu  den  Gruppen  mit  der  dritten  Zusammensetzung 

sammen-    JeS    SatzeS     1: 
Setzung  3. 

Haben    JJi  und    ÜJg  verschiedene  Bahncurven,  so  können  wir 

setzen  und  müssen  von 
verlangen,  dass 

d.  h. 

|1^0,     l^^l,     also     rt^y  +  h 

wird.     Somit  kommt 

ZJg  =  (rr  +  «/  +  d)p  +  (?/  +  h)(i 

oder,  da  p  und  g  schon  in  der  Gruppe  auftreten: 

{x  +  y)p  +  2/f/. 
Der  Typus  ist  folglich: 


p   a   (^  +  2/>  +  ya 


Wenn  dagegen   U^  und   f^  dieselben  Bahncurven  haben,  so  können 
wir  annehmen: 

üi=q,      U2  =  xq 

und  erhalten  die  Forderungen  für    11^' 

dt        ,    dri  /dt        t    (^V     \        j-    I 

^p  +  wh^'i'  «^(4^  +  4^)-^^  =  ^  +  ^^' 

sodass 

|i-  =  0,     |5^i,     ,|l_J^l  +  ., 

d.  h. 

|  =  — 1,     r]  =  y  +  (p{x) 
also 

wird.     Statt  x   wird   —  a:,    statt  y  die   Function  e-""  icp^dx   benutzt. 

Dann  folgt: 

q     —xq    p  +  yq      ■ 
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Wenden  wir  uns  zur  vierten  Zusammensetzung: 
Wie  früher  können  wir  zunächst  annehmen: 
und  haben  für   ZJg  die  Bedingungen: 


ai 


dri       


d^ 


CT] 


d.     h. 

sodass 


U3  =  {x-\-  a)p  +  hq 
oder,  da  p  und  q  schon  als   Ui  und    ZJg  auftreten: 

ZJg    =    XP 

gesetzt  werden  darf.     Also  finden  wir: 


p     q     xp 


Ist  dagegen  anzunehmen: 


so  kommt: 


Ui~q,     ü^  =  xq, 


^p  +  j^q^a.   ^\^p-^w^a)-iq  =  o, 

^  — ^'    ä^  — ^' ■  ^äy  "~^  — ^' 
i  =  x,   ri  =  y  +  (p{x), 


dy 


d.  h. 

also 

daher 

U^=xp-\- {y -\- (p{x))q. 

y  —  oc  j  —j  dx  als  neues  y  macht 

üs=xp-{-  yq, 
sodass  wir  erhalten: 


q     xq     xp-\-  yq 


Typen  von 
der  Zu- 
sammen- 
setzung 4. 


Typen  von 
er  Zu- 


Die  fünfte  Zusammensetzung  ist  nach  Satz  1,  §  3  des  21.  Kap.,  diese:   a 
Zunächst  haben  wir 


also 
d.  h. 


Ui=p,      üi=q, 


ai      I  ^JL 


3-2* 
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oder,  da  p  und  q  sclion  in  der  Gruppe  vorkommen; 


p     q     yp 


Wenn  wir  andererseits  haben: 

Ut  =  q,      ü^  =  xq, 
so  kommt: 

ä^2^+4g  =  0,     x[^-p+^q)-iq  =  q, 

|  =  — 1,    n  —  fpix), 

Ui  =  —P  +  (p{oo)q. 
Benutzen  wir  y  -f-  C(p{x)dx  als  neues  «/,  so  bleibt: 

und  es  kommt  der  Typus  (in  dem  —  U^  statt   ZJg  geschrieben  ist); 


q     xq    p 


Er  deckt  sich  aber  mit  dem  vorhergehenden  Typus,  wie  sich  durch 
Vertauschung  von  x  mit  y  ergiebt.  Dass  dies  eintreten  kann,  liegt 
darin,  dass  im  vorliegenden  Falle  C^  ^^^  ^  völlig  äquivalente  Rollen 
spielen.  In  allen  übrigen  bisherigen  Fällen  sind  die  erhaltenen  Typen 
wesentlich  von  einander  verschieden. 

Typen  Ton  Jctzt  haben  wir  nur  noch  die  letzte  Zusammensetzung  zu  erledigen: 

der  Zu- 

sruTe.  {üM=o,  {u,u,)=o,  mu,)=o. 

Hier  würde  die  Annahme: 

Ui=p,     ü^  =  q 
für   ü^  ergeben: 

dx      ■     '      dy  '      dx  '      dy  ' 

d.  h.  I  =  Consi,  iq  =  Const.  und 

U^  ^  Const,  p  -f-  Const.  q, 

wäre  nicht  von  TJ^  und  U^  unabhängig.  Diese  Möglichkeit  ist  also 
ausgeschlossen.     Es  bleibt  die  andere: 

U^  =  q,      ü^  =  xq, 

in  welcher  sich  für   U^  ergiebt: 
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p.  =  0,     I^eeeO,     1  =  0, 
dy  '      dy  '      ^  ' 


d.  h. 


Also  haben  wir  als  letzten  den  Typus: 


q    xq    X(x)q 


In  demselben  ist  X(x)  eine  arbiträre  Function  von  x. 

Die  bemerkenswerte  Thatsache,  dass  die  Annahme  U^^p,  ü^^q 
in  dem  jetzigen  Falle,  wo  alle  Klammerausdrücke  Null  sind,  keine 
dreigliedrige  Gruppe  liefert,  können  wir  mit  Benutzung  der  in  §  4 
des  14.  Kapitels  eingeführten  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Satz  2:  Sind  drei  infinitesimale  Transformationen  UJ,  U^f,  U^f 
der  Ebene  mit  einander  vertauschhar ,  so  sind  sie  von  einander  abhängig. 

§  3.     Zusammenstellung    aller    Typen    von    dreigliedrigen    Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene. 

Die  in  §§  1  und  2  gefundenen  Typen  sollen  nun  in  einem 
Schema  zusammengestellt  werden.     Dabei  bemerken  wir  Folgendes: 

Zwei  Typen  ergaben  sich,  die  eine  arbiträre  Constante  c  ent- 
hielten, die  =1=0  war.  Die  speciellen  Formen,  für  die  c=  1  ist,  be- 
sitzen aus  gewissen  Gründen  besondere  Bedeutung  und  sollen  deshalb 
besonders  angegeben  werden.  Wir  sehen  übrigens,  dass,  wenn  c  =  0 
gesetzt  wird,  Typen  hervorgehen,  die  später  besonders  aufgestellt  wurden. 

Für  die  beiden  ersten  Typen  haben  wir  in  §  1  mehrere  Formen 
abgeleitet.  Einige  derselben  sind  in  dem  folgenden  Schema  ange- 
geben. Dabei  bedeutet  das  Zeichen  ^  die  Worte:  „durch  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlicher  überführbar  in". 


A,    Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  dreigliedrig. 


p  +  q     xp  -]ryq     x^p-\-  y^q 

= 

1) 

^ 

p-\-xq     xp  +  2yq     {x^  —  y)p  +  xyq 

2) 

p     2xp  +  yq    x^p  -f  xyq 

^ 

^ 

xq     xp  —  yq     yp 

} 

3) 

q     yq     y^q 

- 
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B.     Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  zweigliedrig. 


4) 

P 

1 
q     xp  -\-  cyq     c=l-o,  h-i      I 

5) 

U 

xq     (1  —  c)xp -{- yq     cH=o,  =\=i 

6) 

P 

q     xp  +  pq     \ 

7) 

a 

xq     yq 

8) 

p 

u   (^  +  y)p  +  VI 

9} 

<i 

x<i  p  +  yu    • 

C.     Die  erste 

j  derivierte  Gruj 

ope  ist  eingliedrig. 

10) 

P 

q     xp 

11) 

<1 

xq     xp  -f  yq      . 

]pc  ist  nullgliedrig. 

12) 

P 

q     xq 

D.     Die  erst 

e  derivierte  Gru 

13) 

Q. 

xq     X(x)q     j. 

Nach  §  4  des  4.  Kapitels  sind  fast  alle  Typen  projective  Gruppen, 
nämlich  Typus  1  in  seiner  zweiten  und  die  übrigen  in  den  hin- 
geschriebenen Formen  mit  Ausnahme  der  beiden  Typen  3  und  13, 
von  denen  man  beweisen  kann,  dass  sie  sich  nicht  durch  Einführung 
neuer  Variabein  auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  dass  ihre  in- 
finitesimalen Transformationen  projectiv  werden.  Obgleich  wir  von 
dieser  Thatsäche  keinen  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  ihren 
Beweis  kurz  angeben:  Da  eine  infinitesimale  projective  Transformation 
die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"  ==  0  invariant  lässt  (vgl. 
das  Beispiel  zu  §  6,  Kap.  16,  S.  389),  so  müssten  auch  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen  q,  yq,  y^q  gemeinsam  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  wenn  der  Typus  3  durch 
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Einführung  neuer  Variabein  projectiv  gemacht  werden  könnte.  Es 
müsste  also  eine  Schar  von  oo^  Curven  existieren,  welche  durch 
Q.}  yO.)  if'Q.  unter  einander  vertauscht  würden.  Wäre  y  =  f{x)  eine 
dieser  Curven,  so  würden  die  endlichen  Translationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  q  diese  in  die  Curven  y  =  f{x)  +  a  überführen,  die  auch  der 
Schar  angehören  müssten.  Ferner  würden  die  endlichen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  yq  die  Curven  y  =  f{x)  +  a  offenbar  in  die  Curven 
J)y  =  f(x) -\- a  überführen,  und  die  endlichen  Transformationen  der 
Gruppe  y^q  würden  diese  in  die  Curven 

y 


oder  also  in  die  Curven 

^  ccf\x)  +  ß 

verwandeln.  Dies  aber  sind  oo^  Curven.  Jede  Curve  wird  also  bei 
ü)  yO-f  y^ü  iii  '^^  Curven  übergeführt,  niemals  in  nur  ooK  Es  existiert 
demnach  auch  keine  invariante  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
beim  Typus  3.    Beim  Typus  13  wird  eine  Curve  y  =  f{x)  auch  stets 

in  oo^  Curven 

y  =  fix)  -\-  a  -\- hx  -{-  cX{x) 

transformiert,  sodass  auch  dieser  Typus  keine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann. 


Kapitel  23. 

Ziirückfüliruiig  der  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Ebene  auf  ilire  canonisclien  Formen. 

Das  Ziel  aller  unserer  jetzigen  Betrachtungen  ist,  wie  schon 
hervorgehoben  werde,  die  Integration  derjenigen  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Durch 
die  Aufstellung  der  canonischen  Formen  der  dreigliedrigen  Gruppen, 
wie  sie  in  §  3  des  vorhergehenden  Kapitels  angegeben  ist,  sind  wir 
diesem  Ziel  schon  bedeutend  näher  gerückt.  Die  Schritte,  die  noch 
nötig   sind,   werden  nun  in   diesem  und  dem  nächsten  Kapitel  gethan. 
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§  1.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,   welche   eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

Nachweis,  Nelimon  wir  an,  die  Differentialgleichung 

dass  jede  '  o  o 

/^Ä  ^{x,y,y\y")  =  0 

oder  iuv.  gestatte  die  drei  infinitesimalen  Punkttransformationen   UJ',  U^f,   U^f, 

welche  eine   dreigliedrige  Gruppe    bilden.     Alsdann   ist   die  Schur  der 

oo^  Integralcurven: 

G)  (X,  y,a,V)  =  0       {a,  b  =  Const.) 

der  Differentialgleichung  invariant  gegenüber  diesen  dreien   und   über- 
haupt jeder  infinitesimalen  Transformation 

Const.  UJ+  Const.  UJ+  Const.  UJ 
der  dreigliedrigen  Gruppe. 

Betrachten  wir  insbesondere  eine  bestimmte,  aber  beliebige  unter 
diesen  Integralcurven,  erteilen  wir  also  a  und  h  bestimmte  Werte. 
Ulf  führt  diese  Curve 

CO  (x,  y,  a,h)  ==  0 
in  die  Curve 

co{x,  y,  a,h)  —  U^Gidt  =  0 

über.    Diese  muss  zur  Schar  der  Integralcurven  gehören  und  also  auch 
eine  Gleicliung  von  der  Form  haben : 

03 {x,  y,  a  —  d\ a,  h  —  Ö^h)  =  0 
oder: 

/  7\  d(0      .,  ScO     .j  ,, 

(o{x,  y,a,h)  —  j^  d,a  —  j^  0^1  =  0. 

Hier  sind  Ö^a  und  d^h  gewisse  unendlich  kleine  Zahlen.     Es  ist  also: 
jj      3(0  d-^a    ^^  d(o  ^j& 

^'^  =  J^  ~dT '^  M  ~st  • 
Analog  führen   U^f  und    U^f  die  Curve  o  =  0  in  benachbarte  Curveu 
ca {x,  y,  a  —  Ö.^a,h  —  d^h)  =  0 , 
03{x,  y,a  —  d.^a,  h  —  d\b)  =  0 


über,  und  es  ist 


jj doa  S^a    f^  dat  S^h 

■j-r       dco  dgU    .     0(0  da  b 


da    dt     '     ob    dt 
Nun  ist  es  leicht,  eine  infinitesimale  Transformation 

c,UJ+c,U,f-hc,U,f 
der  dreigliedrigen  Gruppe  anzugeben,  Avelclie  die  Integralcurve 
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03  {x,  y,  a,h)  =  0 
invariant  lässt.     Wir  haben  ja  nur  c, ,  c^,  c.^  so  zu  bestimmen,  dass 

für  alle  Punkte  (x,  y)  der  Curve  wird,  d.  h.  wegen  der  obigen  Werte 
von    f^cj,   U.^CD,   U^C3  haben  wir  c^,  c^,  fg  so  zu  bestimmen,  dass 

^1     st    "^  ^2     ^^    -t-  Cs    gf    —  u 

wird.  Es  lassen  sich  aber  stets  solche  Constantea  c^,  c^,  c^  angeben, 
denn  -—  u.  s.  w.   sind   ia   sämtlich   bestimmte  Zahlen.     Unter  den  in- 

0  t 

finitesimalen  Transformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe  giebt  es  also 
sicher  mindestens  eine,  welche  eine  beliebig  ausgewählte,  aber  be- 
stimmte Integralcurve  invariant  lässt,  d.  h.: 

Satz  1:     Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  in  x,  ij, 
so  ist  jede  Integralcurve  hei  mindestens  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  dreigliedrigen  Gruppe  invariant. 

Auch    aus    diesem    Satze    kann    man    schliessen,   dass  die   beiden 
dreigliedrigen  Gruppen 

a,   ya>   y'r-, 

q,     xq,     X(x)q 

keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen.  Denn 
die  erste  hat  nur  oo^  Bahncurven  x  =  Const.  und  ausser  diesen  bleiben 
nur  gewisse  Geraden  y  =  Const.  bei  irgend  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe  invariant,  sodass  also  keine  oo^  solche  Curven 
existieren,  deren  jede  wenigstens  eine  der  infinitesimalen  Transforma- 
tionen zulässt.  Die  zweite  Gruppe  besitzt  die  oo^  Bahncurven  x  =  Const. 
und  ausser  diesen  giebt  es  keine  Curve,  welche  irgend  eine  ihrer  in- 
finitesimalen Transformationen  gestattet.  Hiermit  ist  die  zum  Schluss 
des  §  3  des  Kap.  22  gemachte  Bemerkung  in  etwas  anderer  Weise 
begründet,  als  dort  geschehen. 

Handelt   es    sich    nun  darum ,   eine  vorgelegte  Differentialgleichung  "^'lll^x^^^. 
zweiter  Ordnung  grations- 

^  '"NA  Problems. 

^i^,y,y,y  )  =  o 

zu  integrieren,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen  Uif,   U^f,   U^f  gestattet,  so  bietet  sich  die 
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folgende  Integratiousmethode  dar:  Man  führt  iu  die  Gruppe  solche 
neue  Veränderliehe  ein,  dass  sie  ihre  canonisehe  Form  annimmt.  Dabei 
geht  die  Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  eine  der 
oben  bestimmten  Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  gestattet,  und 
vereinfacht  sich  deshalb  bedeutend,  da  jene  Typen  selbst  sehr  einfache 
Gestalt  haben. 

Die  Integration  wäre  also  geleistet,  wenn  man 

1)  jede  dreigliedrige  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  zurück- 
führen und 

2)  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  jener 
canonischen  Gruppen  gestattet,  integrieren  könnte. 

Mit  dem  ersten  Problem  beschäftigen  wir  uns  in  diesem,  mit 
dem  zweiten  im  nächsten  Kapitel.  Eine  andere  Integrationsmethode, 
nach  der  die  Zurückführung  auf  die  canonischen  Formen  in  den  meisten 
Fällen  vermieden  werden  kann,  soll  zum  Schluss  des  nächsten  Ka- 
pitels entwickelt  werden. 

^Kedurti(fn'         Unsere  Aufgabe  ist  also  jetzt  die,  eine  vorgelegte  dreigliedrige  Gruppe 
'("rui)pe"'auf  f^ /?   ^if}   ^sf  ^^f  ^^***cw   Typus   dtircJi   Benutzung  passender    Variahein 
^^'"''^'^^^"'^■mrüchmf Uhren.     Dabei    bemerken    wir,    dass    dies    Problem    eigentlich 
zwei   einzelne   enthält.     Erstens  nämlich  handelt  es  sich  darum,   über- 
haupt zu  erkennen,  welche  von  den  obigen  13  Gruppen  der  zugehörige 
Typus  ist,  und  ziveitens  darum,  wie  man  die  zur  Überführung  nötigen 
neuen  Variabein  bestimmt.     In  bezug  auf  das  erste  Problem,  das  wir 
deTor^ppe^^'^^   ^^^   Nomiierung  der  Gruppe   nennen,    können    wir  Folgendes   von 
vornherein   aussagen:    Indem   wir  (UilQ,   {üilZ)   und  (C^ZJg)   bilden, 
erkennen  wir,  ob  die  erste  derivierte  Gruppe  3-,  2-,  1-  oder  0-gliedrig 
ist,    d.  h.   ob   der  gesuchte   Typus   in   der  Zusammenstellung  des  §  3 
des  vorigen  Kapitels  unter  A,  B,  G  oder  I)  vorkommt.    Dadurch  wird 
die  Zahl  der  Typen  in  jedem  Fall  erheblich  verringert.     Auch  können 
wir    die   Gruppen    3    und    13   nach   dem   Obigen  von   vornherein   aus- 
schliessen. 

Wie  sich  die  weitere  Normierung  des  Typus,  und  die  Überführung 
in  den  Typus  in  jedem  einzelnen  Falle  gestaltet,  soll  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickelt  werden. 

Dabei  wird  von  einer  einfachen  Bemerkung  mehrfach  Gebrauch 
gemacht,  die  wir  hier  vorausschicken  wollen. 

^e^stin^mung         Bilden    UJ\    ü^f,    U^f  eiuc   dreigliedrige   Gruppe  und    sind    f^//', 
»iffgi.  1.  o,  U^ff    TJ^f  die    einmal    erweiterten    infinitesimalen    Transformationen, 
also  etwa 
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dy' 


wo  g'^ö-4,   öo   küiiuen   wir   nach   den   Differentialglcicliiingeu    erster 


Ordnung 

fragen,  welche    C/, ,   U^  und    U^  gestatten.     Für  diese  müssen 

-     .r  1  ••  ifA        A  1-111  1      ^^^     ^^^ 

sämtlich   vermöge    vY  =  v   verschwinden,   u.  h.   es  muss,   aa  -077,-0 — 

und  T5-7-  nicht  sämtlich  vermöge  W=0  verschwinden  oder  wenigstens 

W=Q  immer  so  geschrieben  werden  kann,  dass  dies  vermieden  wird, 
die  Determinante 


/J  = 


il 

Vi 

Vi 

u 

n-i 

Vt 

ts 

Vfi 

V-6 

=  0 


sein  vermöge  W  =  Q.  Ist  sie  nun  nicht  identisch  Null,  so  muss 
z/ =  0  völlig  die  Gleichung  W=0  ersetzen,  d.  h.  z/ =  0  ist  die 
gesuchte  Ditferentialgleichung  erster  Ordnung. 

Mau  kann  nun  umgekehrt  beweisen,  dass  z/  =  0  immer  die  drei- 
gliedrige Gruppe  UJ',  JJ^f,  Usf  gestattet.  Doch  brauchen  wir  diesen 
Satz  nicht.  Es  genügt,  durch  Nullsetzen  der  Determinante  überhaupt 
ein  Mittel  m  haben,  alle  eventuell  cxlstierende^i  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  m  finden.  Zerrällt  ^  in  einzelne  Factoren, 
so  kann  man  in  einem  concret  vorliegenden  Fall,  wie  dies  unten  ge- 
schehen wird,  immer  verificieren ,  dass  jeder  Factor  gleich  Null  ge- 
setzt eine  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  darstellt, 
vorausgesetzt,  dass  er  y  enthält.  Doch  entgeht  bei  dieser  Ableitung 
unter  Umständen  eine  invariante  Differentialgleichung  der  Aufmerk- 
samkeit, nämlich   die   der  cx)^  Geraden   x  =  Const.  mit  der  Gleichung 

i,  =  0. 

y 

Es  liegt  dies  in  einem  Mangel  des  Cartesischen  Coordinatensystems. 
In  jedem  Fall  ist  also  noch  besonders  zu  untersuchen,  ob  die  Schar 
X  =  Const.  invariant  bleibt.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
die  Incremente  von  x  sämtlich  nur  von  x  abhängen. 


Nor- 
mierung. 
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§  2.     Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  dreigliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  Form. 

Allgenommen,  es  handelt  sich  um  die  gegebene  dreigliedrige 
Gruppe  Ui,  JJ.^,  U^,  deren  erste  derivierte  auch  dreigliedrig  ist,  und 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  sämtlich  dieselben  Bahn- 
curven  haben.  Nach  dem  Früheren  muss  sie  auf  einen  der  Typen 
reducierbar  sein: 

1)  p-\-q,    xp-\-  yq,    x^p  +  y^q\ 

2)  p,     2xp  +  yq,    x^p  +  xyq. 
Um  zu  entscheiden,  auf  welchen,   suchen  wir   die  Anzahl  der  in- 
varianten    Differentialgleichungen    erster    Ordnung.      Zu    dem    Zweck 
bilden   wir   nach   der  Schlussbemerkung   des   vorigen  Paragraphen  die 
Determinante  z/.     Beim  .Typus  1  lautet  sie: 

11  ^1 

X     ij  0  I  =  2(t/  —  xfy. 

x"    \f     2{y  —  x)y    I 
In    der  Thut    ist,    wie    man    verificieren    mag,    y  =  0   eine   invariante 
Differentialgleichung  erster  Ordnung.     Offenbar  ist  auch 

A  =  0 

y 

beim  ersten  Typus  eine  solche.    Beim  Typus  2  lautet  die  Determinante 

10  0         : 

2x    y        —y       j  =  tf. 

x^    xy    y  —  xy    I 
Sie  liefert  also  keine  invariante   Differentialgleichung.     Aber  offenbar 
ist  auch  hier 

1  =  0 

y 

invariant.  Typus  1  und  2  unterscheiden  sich  mithin  dadurch,  dass 
der  erste  zwei,  der  zweite  nur  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung invariant  lässt,  weshalb  sie  auch  wesentlich  verschieden  sind. 

Nun  suchen  wir  in  derselben  Weise  die  bei  U^,  U2,  U^  invarianten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sind  es  zwei,  so  ist  die  vor- 
gelegte Gruppe  auf  die  erste  Form,  ist  es  nur  eine,  so  ist  sie  auf  die 
zweite  Form  reducierbar. 

auf  Tipi^i  Zunächst  mögen  es  zwei  sein,  d.  h.   Uj^,   U^,   C/g   sei   auf  Typus  1 

reducierbar.     Dieser  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 
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wenn  seine  infinitesimalen  Transformationen  mit  V^,  V^,  V^  bezeichnet 
werden.  Wir  bringen  daher  die  gegebene  Gruppe  auf  dieselbe  Zu- 
sammensetzung und  zwar  in  der  allgemeinsten  Weise,  in  der  dies 
möglich  ist.     Zu  dem  Ende  setzen  wir  etwa: 

Ui  =  «1  ?7i  +  »2  U^  -f  %  üs, 

und  bestimmen  die  Constanten  a,  h,  c  in  allgemeinster  Weise  so,  dass 

(ÜJJ,)=Ü„     {üjj,)  =  2%,    {UjJ,)=ü, 
wird.     Dies  ist  offenbar  ein  rein  algebraisches  Problem  und  immer  zu 
erledigen.     Ist  dies  gescbehen  und  ist  etwa: 

so  können  die  |  und  ij  noch  einige  der  Constanteu  a,  b,  c  als  arbiträr 
enthalten.  Es  muss  nun  notwendig  solche  Functionen  x  und  y  von  x 
und  p  geben,  dass  U^  in  V^,  C^  in  V2  und  Us  in  F3,  geschrieben  in 
X  und  y  statt  x  und  «/,  übergeht,  und  zwar,  wie  man  allgemein  be- 
weisen könnte,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  noch  arbiträren  Con- 
stanteu.    Wir  setzen  also  an: 

*i  dx  ^    '1  dy        dx^  dy' 

^^dx'^  ^^  dy~^    dx'^  y    dy' 

<.    (>L  _\         ^ -2  df    ■    -2  df 

^3aa;"l"^3  dy  —  ^    dx'^y    dy' 

Hieraus  Hessen  sich  x  und  y  durch  Integrationen  bestimmen,  denn 
setzen  wir  f^x  oder  ^y,  so  ergeben  sich  jedesmal  Differential- 
gleichungen für  X,  y.  Aber  wir  können  einfacher  verfahren:  Es  sind 
dies  drei  Gleichungen,  welche  das  Verschwinden  der  Determinante 
nach  sich  ziehen: 

liP  +  '^i^     1      1 

^2P  +  %^    ^      y      =0 

IsiP  +  %5     ^^     f 
oder: 

(y  —  x)  (I3JP  +  Tj^q)  +  xy{y—  x)  {^^p  +  i?i g)  —  {f  —  x^)  (I2P  +  ^2(?)  =  0 

oder: 

{kp  +  ^3(z)  +  ^i/i^iP  +  ^is)  —  (^  +  y)  {^2P  -\-V2Q)  =  0. 

Andererseits  besteht  aber  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen die  Relation  (vgl.  §  1  des  7.  Kap.): 
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^iP  +  ViQ     li 

^1 

l2i>  +  %^     I2 

V2 

l3l>  +  ^3?        I3 

Vi 

=  0 


Sicher   besteht   keine   andere  Relation  als  diese  zwischen  ihnen,   denn 

zwischen 

p-^  q,     XP  +  yq,     x^p  +  y^q 

besteht  nur  eine,  und  auf  diese  Gruppe  soll  ja  die  gegebene  reducierbar 
sein.  Wir  fanden  aber  vorher  eine  Relation.  Dieselbe  rauss  sich  also 
mit  der  jetzigen  decken  und  der  Vergleich  giebt: 


xtj 


x-\-  y  = 


ll  ^2    -   ^2  »?1   ' 

iz  Vi  —  ii  Vs 


ll  Vi  —  ^i  Vi 

Also   lassen   sich  x  und  y   rein   algebraisch   als    Functionen   von  x,  y 
bestimmen. 

Damit  ist  die  Reduction  geleistet  und  zwar  in  der   allgemeinsten 
Weise,  in  der  sie  überhaupt  möglich  ist. 


aufa"''*!iT2  Gesetzt  nun,   die   Gruppe    U^,   Uj.,   U^   lasse   nur  eine  Differential- 

gleichung erster  Ordnung   invariant,   sei   also   auf  den   zweiten  Typus 
reducierbar: 

p,    2xp  +  yq,    x^p  +  ^VQ.- 

Wir  schlagen  dann  denselben  Weg  ein  wie  vorher:    Dieser  Typus  hat 
die  Zusammensetzung 

und    wir    bringen    zunächst    die    vorgelegte    Gruppe    in    allgemeinster 
Weise  auf  eine  solche  Form 

Ui  =  ^iP-{-  rji^,      U2=^^p  +  %q,      Ua  —  ^sP-h  VsQ, 
dass    sie    dieselbe    Zusammensetzung    hat.      Dies    erfordert,    wie    wir 
wissen,   nur   algebraische   Operationen.     Alsdann   giebt   es   Functionen 
X  und  y  von  x,  y,  so  dass: 


0) 


wird. 


^1  dx  ^  ^'   dy        dx' 

t    cf    ,         df        ^     df    .    .  df 


dx 

5.3  i^-z  +  n^ 


dy 
df 


=.3     g^  I  'O      ^y 

Also  bestebt  die  Relation: 


0  X 
df 

dx 


dy 


..2  fi     ,    -  -  df 

x^  ^  -\-  xy  ^-1 

^       '       -"  oy 
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i  is^^  +  %?    ^^    ^y 

oder: 

während  doch  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  nur 
die  Relation 

bestehen  kann.     Somit  ist,  wie  der  Vergleich  lehrt: 

^  ^ l.i  Vi  —  li  %      ^2  ^  I2  ^3  —  ii  V2 . 

^i%  — 12^21'  ^iVi  —  liVi 

Diese  Relationen  geben  S,  aber  nicht  y.  Dass  sie  sich  nicht  wider- 
sprechen, ist  von  vornherein  sicher.  Um  auch  y  zu  finden,  benutzen 
wir  die  drei  Gleichungen  (1).  Setzen  wir  darin  fE^x,  so  ergiebt  sich 
keine  Bestiramungsgleichung  für  y,  wohl  aber,  wenn  wir  f^y  setzen. 
Dann  kommt: 

1^  |f  +  ^^  |f  =  0, 

^^  dx    '  oy  ' 

^2  dx  ^  "^2  ^y  —  y, 
c.  ^2/    I       ^y -- 

^^dx  "•"  ^^d'y  —  ^y- 

Die  letzte  Gleichung  muss  sich  natürlich,  wenn  in  ihr  für  x  der  ge- 
fundene  Wert    eingesetzt   wird,    auf  die   vorletzte   reducieren,    kommt 

also   nicht  in   betracht.     Die  beiden  ersten  geben     ^    ^  und  ——-  als 

"  ox  dy 

bekannte  Functionen  und  daher  lg  y,  also  y  selbst  durch  eine  Quadratur. 
Die  Reduction  ist  also  vermittelst  einer  Quadratur  zu  leisten. 

Das  in  beiden  Fällen  zuerst  zu  erledigende  Problem,  die  vor- 
gelegte Gruppe  in  allgemeinster  Weise  auf  die  betreffende  Zusammen- 
setzung zu  bringen,  deckt  sich  wegen  der  in  §  2  des  21.  Kapitels 
gegebenen  geometrischen  Deutung  mit  dem  Problem  der  analytischen 
Geometrie,  als  Grunddreieck  des  homogenen  Coordinatensystems  in  all- 
gemeinster Weise  ein  aus  zwei  Tangenten  jenes  Kegelschnittes  und 
ihrer  Berührsehne  gebildetes  Dreieck  einzuführen.  Doch  wird  man, 
wenn  es  nur  darauf  ankommt,  überhaupt  auf  irgend  eine  Weise  die 
Reduction  zu  leisten,  bequemer  verfahren,  indem  man  versucht,  ob 
nicht  irgend  eine  leichter  zu  findende  speciellere  Auswahl  der  infinite- 
simalen Transformationen   U^,   11.^,   U^  zum  Ziele  führt. 
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^{xy-{-lY-2y. 


Nach   einem   allgemeinen   Satze,    den   wir  jedoch   hier   nicht   ent- 
wickeln, ist  dies  bei  jeder  Annahme  der  Fall. 
Beispiele.  1.  Beispiel.'    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

^^p  +  ü,    —xp  +  yq,  p  +  y'q. 

auf  ihre  canonische  Form  bringen.  Da  ihre  erste  derivierte  drei- 
gliedrig ist,  muss  sie  sich  auf  Typus  1  oder  2  reducieren  lassen.  Die 
Determinante  aus  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 
lautet: 

x^       1      -  2xy' 

A  ^     —  X     y  2y' 

1       y'-        2yy 

Die  Gruppe  lässt  also  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  y  ==  0 
invariant  (wie  noch  verificiert  werden  mag)  und  überdies  offenbar  diese: 

i  =  o, 

y 

im  ganzen  mithin  zwei,  und  sie  ist  daher  auf  Typus  1  zurückzuführen. 
Man  erkennt,  dass  sie  überdies  schon  genau  dieselbe  Zusammensetzung 
wie  dieser  hat.     Versuchen  wir  daher,  direct  anzusetzen: 

^^P-\-fl=P  +  äj 
—  xp-{-y(i  =  xp-\-yq, 

p  +  y^(i  =  ^^p  +  y^a- 

Es  würde  sich  hieraus  ergeben: 

—  xp  +  ya 
p  +  y^a 


1     1 

X      y 

1^     Tß 


0 


oder: 

{y  —  ^)  0>  +  y^i)  +  ^yi3  —  ^)  (^^jp  +  (z)  —  ijf  —  ^)  (—  n^  +  yQ)  =  ^ 

oder  also: 

(P  +  y^Q)  +  xy(x^p  -}-q)  —  (x-^y)  (—  xp  +  yq)  =  0. 
Andererseits  besteht  aber  die  Identität: 

x^p  -\-  q         x^       1 
-  xp  -\-  yq      —  X     y     ^0 

p  +  y'^a     1     y^ 

oder: 

{xhj  -f  x)  (p  4-  y'q)  —  (xif  +  y)  {x^p  +  q)  -  {x^y''  —  'i){—xp-\-  yq)  =  0, 
also: 

(p  +  y^q)  -  l  i^^p  -\-q)  —  -^-^  (-  ^p  +  yq)  =  ö. 

Der  Vergleich  giebt: 
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y 

X1J  =  —   " 
also: 


X 


_    ,    _        xy  —  1 


Wir  können  also  entweder  setzen: 


xy  -\-  l 


^  =  y,   y  =  — 


oder: 


y  =  y- 


In   der  That   führen   beide  Variabeinpaare   die  vorgelegte  Gruppe   auf 
Typus  1  zurück. 

2.  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

p,     sin  X  •  p  -{-  cos  X  •  q,     cos  x  •  2^  —  sin  x  •  q 
auf  ihre   canonische   Form   bringen.     Ihre   erste   derivierte  Gruppe  ist 
dreigliedrig,    sie    ist   also   auf  Typus  1   oder  2   zurückzuführen.     Wir 
bilden  die  Determinante  der  erweiterten  Transformationen.     Sie  ist: 
1  0      *  0 

sin  X  cos  X  —  sin  a;  —  y  cos  x 
cos  X  —  sin  a;  —  cos  x  -{-  y  sin  x 
Daher  lässt  die  Gruppe  nur  die  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung —  =  0  invariant,  die  Gruppe  ist  mithin  auf  Typus  2  zu  redu- 
cieren.  In  §  3  des  21.  Kapitels  haben  wir  schon  dies  Beispiel 
betrachtet.    Danach  nehmen  wir  die  Gruppe  in  der  Form  an: 

Ui^  {1  -\-  cos  x)  ■  2)  —  sin  xq,     C^  ^  2  sin  a;  •  jp  -j-  2  cos  x  ■  q, 

Uq^  (1  —  cos  x)  •  p  -\-  sin  X  •  q. 
Wir  stellen  nun  die  Relation  auf: 


J  = 


—  1. 


oder: 


U^ 

1  +  cos  X 

—  sin  X 

u. 

2  sin  X 

2  cos  X 

u. 

1  —  cos  X 

sin  X 

=  0 


^  (1  -}-  cos  x)U3  -\-  (1  —  cos  x)  Ui  —  sin  xUi  ^  0, 
während  andererseits 

Üs-h^'U,  ~xÜ,  =  0 
sein  soll,  wie  oben  in  der  allgemeinen  Entwickelung.    Somit  haben  wir: 
-  sin  a;  -^         1  —  cos  x 

X   Z       i  .         X       — '    ~       \  ' 

1  -\-  cos  a; '  1  -f-  cos  x 

In    der  That  ist   die   zweite   Gleichung   eine   blosse  Folge   der   ersten. 
Zur  Bestimmung  von  y  haben  wir  nun  die  Gleichungen: 
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(1  +  COS  a;)  77^  —  sin  ic      ^  =  0, 


woraus  folgt: 


2  sin  X  .—  4-  2  cos  X  -K^  =  y , 
ox    '  oy       ^' 

d  Ig  y  sin  x  ^  ^S  y         1 

~8^'  2(1  +~co7^)'     ~~dy~'^2' 

und  eine  Quadratur  giebt: 


also  setzen  wir: 


sin  X 


^  =  1    ■    .^.  ^  >      2/ 


1  -|-  cos  aj '      '^         cos  I  a; 

In  der  Tliat  gehen  Ui,  f^,  U^  durch  Benutzung  dieser  neuen  Variabein 
über  in 

P,     2^i7  +  yq,     x^p  +  xyq, 

womit  die  Reduction  durchgeführt  ist. 

§  3.     Zurüekführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  zweigliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  rorm. 

Es  liege  nunmehr  eine  dreigliedrige  Gruppe  U^,  f^,  fj^  in  x,  y 
vor,  deren  erste  derivierte  zweigliedrig  ist,  und  die  überhaupt  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann.  Dieselbe  muss 
sich  nach  dem  in  §  3  des  22.  Kapitels  gegebenen  Schema  auf  einen 
der  folgenden  Typen  zurückführen  lassen: 

p      q      xp-]r  cyq,  (c=:ro) 

q     xq     (1  —  c)xp  +  VI,        i«-.-^,  -i- 1) 
q     xq     yq, 

q     xq    p-\-yq. 
Der   damals   mit   6   bezeichnete  Typus   ist   hier  in   dem   ersten  Typus 
enthalten,    da    bei    diesem    nur    der    Fall    c  =  0   ausgeschlossen    wird, 
nicht  auch  c  =  1. 

Normierung,  Zunächst  ist  leicht  ZU  entscheiden,  wann  die  vorgelegte  Gruppe 
auf  die  dritte  Form  gebracht  werden  kann,  nämlich  dann  und  nur 
dann,  wenn  ihre  infinitesimalen  Transformationen  sämtlich  dieselben 
Bahncurven  haben.  Vom  dritten  Typus  kann  daher  weiterhin  bei  der 
Normierung  abgesehen  werden. 

Um  nun  zu  unterscheiden,  auf  welchen  der  übrigen  Typen  die 
vorgelegte  Gruppe   reducierbar  ist,   werden   wir  die  ersten  derivierten 
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Gruppen  betrachten.  Sie  siud  die  Gruppen  p,  q  und  q,  xq.  Im  ersten 
und  vierten  Fall  haben  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten 
derivierten  Gruppe  verschiedene,  im  zweiten  und  letzten  Falle  die- 
selben Bahncurven.  Indem  wir  auch  die  erste  derivierte  Gruppe  der 
vorgelegten  Gruppe  U^,  U^,  U^  daraufhin  betrachten,  entscheiden  wir 
sofort,  ob  die  Gruppe  auf  den  1.  oder  4.  oder  aber  auf  den  2.  oder 
5.  Typus  reducierbar  sein  muss,  denn  es  ist  klar,  dass  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  jene  Eigentümlichkeit  nicht  ändert,  wenn  neue  Ver- 
änderliche in  dieselbe  eingeführt  werden. 

Nun  fragen  wir  weiterhin  nach  der  Anzahl  derjenigen  infinitesi- 
malen Transformationen  Vf  der  Typen,  welche  sich  bei  jeder  Klammer- 
operation reproducieren.  Bei  allen  Typen  geben  ja  die  Klamraer- 
operationen  nur  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  derivierten 
Gruppe,  so  z.  B.  beim  ersten  nur  p,  q.  Wir  suchen  daher  z.  B.  bei 
diesem  eine  Transformation  ap  -{-  ßq,  sodass  jedes 

{ap  -\-  ßq,  ^p  +  nq  +  v(xp  -f  cyq)) 

die  Form  Q{ap  -{-  ßq)  hat,  welche  constanten  Werte  auch  A,  /it,  v 
haben  mögen.  Da  die  erste  derivierte  Gruppe  aus  vertauschbaren 
infinitesimalen  Transformationen  besteht  —  wie  auch  bei  den  andern 
Typen  — ,  so  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  verlangen: 

(ap  +  ßq,  xp  -\r  cyq)  =  Qipcp  +  ßq). 

Ausrechnung  giebt: 

ap  -f  ßcq  =  Q{ap  +  ßq), 
d.  h. 

ii-Q)a  =  0,     (c-Q)ß  =  0. 

Ist  c=|=l,  so  liefert  dies  Q  =  l  oder  q  =  c.  Für  ^  =  1  kommt 
ß  =  0,  die  gesuchte  Transformation  ist  also  p.  q  =  c  liefert  a  =  0, 
d.  h.  die  Transformation  q.  Im  Falle  c  4=  1  giebt  es  also  gerade  zwei 
infinitesimale  Transformationen  der  gesuchten  Art.  Wenn  dagegen  c=  l 
ist,  so  ist  9  =  1  (weil  sonst  a  =  ß  =  0  wäre)  und  a  und  ß  sind 
beliebig,  d.  h.  alsdann  sind  alle  unendlich  vielen  Transformationen 
*^JP  "i"  /^9'  solche  der  gewünschten  Art. 

Beim  zweiten  Typus  reproducieren  sich  analog  nur  q  und  xq. 

Beim  vierten  Typus  fordern   wir: 

(ap  -f  ßq,  (x  +  y)p  +  yq)  =  Q{ap  +  ßq). 
Ausrechnung  giebt: 

ocp  +  ß(p -\r  q)  =  Q{ccp -\- ßq), 
d.  h. 

(\-Q)a-{-ß  =  0,     (l-(,)/3  =  0. 

33* 
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Mithin  ist  9=1  und  ß  =  0,  d.  h.  hier  ergiebt  sich  nur  eine  infini- 
tesimale Transformation  der  gewünschten  Art,  nämlich  p. 

Beim  fünften  Typus  endlich  ergiebt  sich  analog  auch  nur  eine, 
nämlich  q. 

Dieselbe  Rechnung  führen  wir  bei  der  gegebenen  Gruppe  durch 
und  entscheiden  dadurch ,  ob  sie  zu  Typus  1  für  c  =[=  1  oder  zu  Typus  2 
oder  aber  zu  Typus  1  für  c  =  1  oder  endlich  zu  Typus  4  oder  5 
gehört,  denn  die  Anzahl  solcher  sich  bei  den  Klammeroperationen 
reproducierender  infinitesimaler  Transformationen  bleibt  unverändert, 
wenn  auch  neue  Variabein  in  die  Gruppe  eingeführt  werden. 

Da  wir  schon  oben  entschieden  haben,  ob  sie  auf  Typus  3  oder 
aber  auf  Typus  1  oder  4  oder  aber  auf  Typus  2  oder  5  reducierbar 
ist,  so  ist  nunmehr  der  Typus,  auf  den  sich  die  vorgelegte  Gruppe 
zurückführen  lassen  muss,  bekannt. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,   die  Reduction  für  die  einzelnen  Möglich- 
keiten wirklich  durchzuführen, 
''^'"uf'den"  Angenommen   sei    also   erstens,    dass   die   Gruppe    Ui,    U^,   U->,   auf 

er8tenTypu8.(3en    TypUS 

_p,     g,     xp  4-  cyq 
zurückführbar  sei,   wo  allerdings  die  Constante  c,  die  sicher  =4^  0  ist, 
noch  unbekannt  ist.     Der  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 

{p,  q)  =  0,     {p,  xp  +  cyq)  =  p,     {q,  xp  -f  cyq)  =  cq. 
Entsprechend    werden    wir    die    infinitesimalen    Transformationen    der 
vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so  auswählen,  dass: 

mÜ,)  =  0,     {UM)=Ü„  mÜ,)EEEConstÜ, 

wird.     Dies   erfordert  nur   algebraische  und  verhältnismässig  einfache 

Überlegungen.     Die  Constante,  die   bei  der  letzten  Klammeroperation 

auftritt,  benutzen  wir  als  die  Grösse  c.  Wenn  nun  etwa: 

((•  =  1,  2,  8) 

ist,  so  giebt  es  sicher  solche  Functionen  x  und  y  von  x,  y,  dass: 

^^dx~^^^dy~~      dy' 

53  37^  i-  %  g^  —  a^  ^5;  -^  C2/  -g_ 

wird.  Zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  besteht 
daher  notwendig  die  Relation 
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ü, 

1 

0 

ü. 

0 

1 

ü. 

X 

cy 

oder: 

U^  —  xÜy  —  cyll^  ==  0, 

Bekanntlich    besteht    aber    zwischen   ihnen   nur  eine   lineare   Relation, 
nämliche  diese: 

Demnach  ist: 


X   =    —    ^*  ^^   ~   ^^  ^^  V   =   —   ^'  ^3    —  ^3  Vi   . 

Die  Reduction  ist  hiernach  rein  algebraisch  durchführbar. 


Nicht    so    im   zweiten  Falle:    Die   vorgelegte   Gruppe    Ui,  ZJg,   U^  Beduc^uon 

zweiten 
Typus. 

q,     xq,     (\—c)xp-\-yq 


sei  auf  den  Typus 


reducierbar.     Wie    vorher  bestimmen  wir  auch  hier  drei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

^'1  —^'  dx^^'  dy 
der   vorgelegten  Gruppe  in   allgemeinster  Weise  so,   dass  sie  dieselbe 
Zusammensetzung  liefern,  wie  der  Typus,  d.  h.  dass: 

{TJ,TJ,)  =  0,     (ÜM)eeeÜ„     (f^Ü;)  eee  Const.  ^, 

wird.     Die    zuletzt    auftretende   Constante    nehmen   wir   als   das  c  an. 
Nun  giebt  es  Functionen  x,  y  von  x,  y,  sodass: 


(2) 


^«  dx  ^  '1  dy        dy' 

'2  ^X  "■"  ^^    ^"  ^    ^"' 


dy 


dy 


^Z"    ,         ^f        /.  .-  df    .    ^  df 


,^dx    '    ''^  dy 


dx 


wird.     Hiernach  besteht  zwischen  den   U  die  lineare  Relation: 
Fl  0  1 


oder 

d,  h.  es  ist: 


U, 


0 


C/3     (1  —  c)x     y 
U2  =  xU^, 


0 
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also: 


^1         Vi 


(Dass  diese  beiden  Werte  dieselben  sind,  ist  von  vornherein  sicher.) 
Um  </  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (2)  f^x,  y.  Die  erste  Annahme 
giebt  für  y  keine  Bestimmungsgleichung,  hat  also  keinen  Zweck. 
Setzen  wir  aber  f^y,  so  kommt: 

^1  dx  ^  ^1  dy  ' 

t   ^1  _J_^   ^y  —  y 

^^dx^^'^  dy~y- 

(Die    zweite  Gleichung   giebt   offenbar  nichts  neues.)     Hieraus  lassen 

sich   ^  und  —  berechnen  als  lineare  Functionen  von  y,  deren  Coeffi- 

ox  dy  ^' 

cienten  von  x,  y  abhängen.  Bekanntlich  erfordert  alsdann  die  Be- 
stimmung von  y  nur  Quadraturen. 

Die  Reduction  verlangt  also  nur  Quadraturen. 

'^auf^'den"  Wcuu   die  vorgclegto   Gruppe    Z/j,    U.^,   U.^   drittens  auf  die  Form 

dritten 

Typus.  q,     Xii,     yq 

gebracht  werden  kann,  so  wählen  wir  wieder  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

^'i  —^'  dx^^'  dy 

(i  =  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so,  dass  die  ü  dieselbe  Zusammensetzung 
haben  wie  der  bekannte  Typus,  dass  also 

{üjj,)  =  o,  {üjj,)=ü„   (uM  =  ü, 

wird.     Alsdann  setzen  wir: 

^1  dx  ^   '1  dy        dy' 

t    ^f  j_       K  —  -  ^ 

'^^dx'^^^  dy~^  dy' 


'3  dx  "^    ^^  dy        y  dy 


Zunächst  ist  hiernach 


U,=  xU„     U,==yÜ\. 

Andererseits  müssen    C^   und   U^   sich   notwendig  in  den  Formen  dar- 
stellen lassen: 

f/jj  =  q{x,  y)l\,     Us  =  o{x,  y) U„ 
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da  die  infinitesimalen  Transformationen  U^,  U.^,  U^  sämtlich  dieselben 
Bahncurveu  haben.     Also  ergiebt  sich  sofort 

Die  Reduction  erfordert  demnach  weder  Integration  noch  Quadraturen. 

Sei  die  vorgelegte  Gruppe    Ui,  C/jj,   f/g  viertens  auf  die  Form         ^aurÜr 

/         I        \  I  vierten 

p,   (L,   (^  +  y)p  +  ya  Typu«. 

reducierbar.     Wir    wählen    zunächst    wieder   drei  von   einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

W^hg  +  n.% 

{i  =  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so  aus,  dass  die    U  dieselbe  Zusammensetzung 
ergeben  wie  der  bekannte  Typus,  d.  h.  dass 

ist.     Darauf  setzen  wir  an: 

s  li:  +  ^  -^i  =  ^ 

^^  dx  ^  '1  dy  dx' 
^^dx  '^'^'^  dy~  ~dy' 
^3  dx  '^  ^-^  dy  ~  ^^  '^  y^  dx  ~^  y  dy' 

Ü,  =  {x^  Tj)Ü,  +  yÜ„ 
während  doch 

Yf  =  03^»        5a  ^3   Yf   _!_  5i^3        53 ''7i    TT 

ist.     Demnach  kommt: 

'"'    ~r    y   £    r,      _  fe    r,     >         y 


Hiernach  ergiebt  sich 


^1^2  — ^2*?i'  iini  —12% 

Die  Reduction  erfordert  also  keinerlei  Quadraturen  oder  Integrationen. 

Endlich  wenden  wir  uns  zum  fünften  Fall:     U^,  Ua,  TJ-,  sei  redu- «ediiction 

'        '  \J        iJ        ä  auf  den 

cierbar  auf  fünften 

+  Typus. 

ya- 

Nachdem  die  infinitesimalen  Transformationen 

(.•  =  1,2  3) 

in    allgemeinster  Weise    aus    der    vorgelegten  Gruppe   so   ausgewählt 
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siud,   dass   sie   auch   die  Zusammensetzung  des  Typus  geben,  nämlich 
diese: 


so  setzen  wir: 

^1  dx  ^   "  dy  dy' 

t  ^    ,         cf  _-  dl 
^^dx'^  ^^  dy~^  dy' 

53  g^  -rnz  ^y—      3--  ~^  y  dy 
und  erhalten  hieraus: 

t    ^f    i         ^f  _      (t    ^f    I         cf\ 
^2  dx  "T"  ^2  g^  —  -^  l?i  äl^  -r  ^1  ay ' 


also: 


^  =  1^  =  ^ 

5i  »/i 


Um  y  zu  finden,  setzen  wir  f^y  und  unsere  drei  obigen  Gleichungen 
geben  (indem  die  zweite  überflüssig  wird): 

^'  dx  ^  ^^  dy  ' 

^^dx  ^^^dy^  y- 

Wie    bekannt,    lässt   sich  hieraus   y   durch    Quadraturen   als  Function 
von  X,  y  berechnen. 

Diese  Reduction  fordert  also  nur  Quadraturen. 

In  allen  füuf  Fällen  kann  mithin  die  Zurückführung  der  vor- 
gelegten Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  durch  algebraische  Opera- 
tionen und  höchstens  einige  Quadraturen  geleistet  werden.  Doch  ist 
in  jedem  Falle  eine  ähnliche  Bemerkung  wie  im  vorigen  Paragraphen 
zu  machen.  Sicher  existiert  jedesmal  eine  Form  C^,  U^^  t/3  der  ge- 
gebenen Gruppe  derart,  dass  U^^,  U^,  TJ^  direct  in  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  des  betrefi"enden  Typus  übergeführt  werden 
können.  Diese  Form  suchten  wir,  indem  wir  in  allgemeinster  Weise 
Ui,  U^f  f/3  so  bestimmten,  dass  sie  dieselbe  Zusammensetzung  liefern, 
wie  der  Typus.  Bei  dieser  Bestimmung  treten  völlig  willkürliche 
Constanten  auf.  Für  gewisse  Zahlenwerte  derselben  muss  die  Über- 
führung zu  leisten  sein.  Dass  sie  für  alle  zu  leisten  ist,  folgt  aus 
allgemeinen  Sätzen,  die  hier  nicht  erörtert  werden  können.  Man  mag 
sich  in  jedem  Beispiele  davon  überzeugen. 
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1.  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe  Beispiele. 

Ui=xp,     U.^  =  ijq,     U^E^xlgx-p  i-tjlgy-q 
auf  ihre  canonische  Form  bringen.     Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  also  zweigliedrig,  nämlich  U^,  U^. 
Ihre  infinitesimalen  Transformationen  haben  verschiedene  Bahncurven. 
Mithin  kann  die  Gruppe  nur  auf  den  ersten  oder  vierten  Typus  redu- 
cierbar  sein.     Da  nun 

ist,  so  giebt  es  unendlich  viele  sich  bei  den  Klammeroperationen 
reproducierende  infinitesimale  Transformationen  oc^U^  -j-  a.^U.^,  die 
Gruppe  ist  demnach  auf  Typus  1  für  c  =  1,  also  auf 

p,     q,     xp  +  yq 

reducierbar.  Um  das  allgemeinste  neue  Veränderlichenpaar  x,  y  zu 
finden,  welches  die  Reduction  vermittelt,  nehmen  wir 

Ü,  =  yiU,  +  y,U,  +  y,U,, 
wo  die  a,  ß,  y  Constanten  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  d.  h. 

j/g  +  0     und     «ijSa  —  a.^ß^  4=  0 
sein  Süllen,  so  an,  dass 

wird.     Dies  liefert  für  die  a,  ß,  y  nur  die  Bestimmungen: 

(1— y3)«i  =  0,     (l-y3)«2  =  (^; 

(1  -  Y,)ßi  =  0,    (1  -  y,)ß,  =  0. 
Also  ist  ^3  ==  1   anzunehmen,  während  die  a,  ß  und  y^,  y^  willkürlich 
sind.     Nun  setzen  wir 

Yf  —  i  ^f 

U^^a^xp  -f-  a.,yq  =  ~^, 

U^  =  ß,xp-\- ß^yq  =  -J^, 

Us  SEE  y,xp  +  y,yq  -{-  x  ]g  x  ■  p  -}-  y  \g  y  ■  q  =  x  ^^-  -\-  y  j^, 
d.  h.: 

{y,x  -{-  x]gx)p-\- (y^y  +  y\gy)q  =  x(a^xp  +  a.^yq)  +  y{ßiXp  +  ß^yq), 
sodass 
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(Ti  4-  lg  a;)a;  =  («jC^  +  ßiy)x, 

sein  inuss.     Dies  giebt: 

-^          1             ri  +  lg^     ^1  I  -  ^^          1  !  «1     ri  +  lg^i 

'viß.-«^.^!     j'g  +  lg^     ^.  i'  ^        «i^.-«.Pi     «2     J'2  +  lg^r 

Die  neuen  Veränderlichen  führen  also    Ui,  U^,  U^  in 

df       dl       ^^_f    i    -  ^I 
dx'      dy'         dx~^  ^  dy 

über.  Dabei  sind  a^,  a./^  ßn  ß^'i  Ti^  7^  ganz  willkürlich.  Nimmt 
man  z.  B.  diese  alle  gleich  Null  an  mit  Ausnahme  von  a^  =  ß,^  =  \^ 
so  kommt: 

5  =  lg  a;,     y  =  \gy. 
In  der  That  wird  dann: 

^  dx       dx    '  dx     dy        dx       ^ ' 

djg  x     df    .        d  lg_^  df  df  - 

^^        ^    dy      dx'^     dy     dy        dy        ^' 

x\gx-2)-j-y\gy-q  =  \gx-i)-j-]gy'q  =  xp-i-yq. 
2.  Beispiel:    Die  Gruppe 

a,   —  q,   ^^p  —  yq 

soll  auf  ihre  canonische  Form  gebracht  werden.     Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  demnach  zweigliedrig:  U1U2  und  die 
infinitesimalen  Transformationen  U^^,  U^  haben  dieselben  Bahncurven, 
nicht  aber  hat  auch  U^  eben  diese  Bahncurven.  Also  ist  die  Gruppe 
auf  den  zweiten  oder  fünften  Typus  reducierbar.  Wir  fragen  nach 
der  Anzahl  der  infinitesimalen  Transformationen  a^V^  +  /^2^2>  welche 
sich  bei  den  Klammeroperationen  reproducieren: 

{aU,-{-ßU,,U,)  =  Q{aU,-\-ßR;). 
Es  kommt  hier: 

-  c^ü,  +  ß{U,  -   f/,)  =  Q{al\  +  ßü,), 
also 

(9+l)a  +  ^  =  0,     /3(9  +  l)  =  0. 

Wäre  ()  =1=  —  1,  so  käme  a  =  /3  =  0.  Also  ist  p  =  —  1  und  ß  =  0, 
d.  h.  es  giebt  nur  eine  infinitesimale  Transformation  der  gesuchten 
Art,  nämlich   f/j;  die  Gruppe  ist  sonach  auf  den  letzten  Typus 

q,     xq,    J)  +  yq 
zurückiuhrbar.     Zunächst  setzen  wir  nun  allgemein  an: 
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und  nehmen  au,  dass  y-i  ^  0  und  a^ß.^  —  a.^ß^=^0  sei.  Die  f^  sind 
so  zu  bestimmen,  dass 

wird.     Dies  giebt  für  die  cc,  ß,  y  die  Bedingungen: 

-  ßiy-6  +  ß2y-ö  =  ßi-  c<i.    -  ß,y,  =  ß^,-a^. 

Wäre  ;/3  4=  —  1,  so  käme  a.^  =  0,  d.  li.  a^  =  0,  was  auszuschliessen 
ist.  yomit  ist  y.^  =  —  l  zu  setzen,  d'  b.  «^j  =  0,  ß.^  =  a^.  Also 
haben  wir  die  Relationen  aufzustellen: 

■    TT   —  ^f 

u.^{ß.+:-),=^^%, 

Demnach  ist: 

x  =  ^^  +  ^, 
während  f^y  liefert: 

Es  ist  daher  y  zunächst  von  der  Form: 

also  nach  der  zweiten  Gleichunsr 

(''^  +  1  +  ?');^— 1j  =  f  +  ^- 

da;  x'^    '    Va;^     '    a;V  «^  ' 


d.   h. 
daher 


«1         '    or,      a;     '  ' 


wo  c  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  sodass  also 


X  a 
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die    neuen    Veränderlichen    sind,    welclie    die    Transformation    in    die 
canonische  Form  leisten.     In  der  That  ist  wegen: 


1 


^  —  dx        dx' dx^  dx'  dy  x'^^'^K      a,x'        ^x^^' 

cy       cy    dx    '    dy    dy       a^  ^ 
auch 

c^^(^.  +  "i)?  =  (|  +  l)g  =  ^-g, 

Natürlich    kann    man    die    Constanten    specialisieren,    z.  B.    a^  ==  1, 
ßi  =  yi  =  y^  =  c  =  0  setzen,  sodass 

1 

X  = 

wird 


^  =  -;   v'=y 


§  4.     Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  eingliedrig  ist,  auf  ihre  canonisehe  Form. 

Eine  dreigliedrige  Gruppe  Ui,  Z/g,  t/g  in  x,  y,  deren  erste  deri- 
vierte Gruppe  eingliedrig  ist,  lässt  sich  nach  dem  Schema  in  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  drei  folgenden  canonischen  Formen  zurück- 
führen: 

P,      a,      xp-, 

q,     xq,     xp  4-  yq; 

q,  p,  xq. 
Normierung.  In  allen  drei  Fällen  stellt  die  erste  infinitesimale  Transformation 
die  erste  derivierte  Gruppe  dar,  also  im  ersten  p,  in  den  beiden 
anderen  q.  Im  dritten  Falle  ist  q  mit  p  und  xq  vertauschbar,  im 
ersten  und  zweiten  Fall  ist  die  erste  infinitesimale  Transformation 
nicht  mit  allen  übrigen  vertauschbar.  Ferner  besteht  im  ersten  Falle 
zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  die  Relation: 

{xp)  —  x(p)  =  0, 


im  zweiten  diese: 
und  es  ist  im  ersten 
im  zweiten 


(xq)  —  x{q)  =  0 
{p,xp)=p, 
{q,xq)=0. 
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Um  also  für  U^,  U^,  U^  den  zugehörigen  Typus  zu  bestimmen, 
bilden  wir  (JJiU^,  (^i^^X  (f^^s)  ^^"^  erhalten  dadurch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  ersten  deri vierten  Gruppe.  Sie  sei  etwa  l\. 
Alsdann  untersuchen  wir,  ob  sie  mit  allen  Transformationen  dor 
Gruppe  vertauschbar  ist  oder  nicht.  Ist  sie  es,  so  ist  die  Gruppe  auf 
Typus  3  reducierbar.  Ist  sie  es  nicht,  so  kommen  nur  die  beiden 
ersten  Typen  in  Frage.  Dann  bilden  wir  die  sicher  bestehende  Relation 
von  der  Form: 

«1  ^^1  +  «2  ^2  +  «3  U-i  —  cp{x,  y)Ü^=0, 
wo   cp   eine    wirkliche    Function,    nicht   aber,   wie    a^,  a^,  a^,   nur  eine 
Constante  sein  soll.     Ist  dann 

so  ist  die  Gruppe  auf  Typus  2  zurückzuführen,  andernfalls  auf  Typus  1. 

Sei    —    nach   Beendigung    dieser  Normierung  —    die    vorgelegte  Re<iuction 
Gruppe  auf  den  ersten  Typus  ^  ersten 

Typus. 

p,     q,     xp 

reducierbar.  Auch  sei  U^  die  erste  derivierte  Gruppe.  Sicher  lassen 
sich  dann  in  allgemeinster  Weise  U^  und  U^  so  aus  der  Gruppe  aus- 
wählen, dass  sie  von  U^  und  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass 
sie  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Typus  geben: 

Ist  etwa: 

üif=^ip-{-  riiq 

(i  =  1,  2,  3), 

so  können  wir  dann  x,  y  so  als  Functionen  von  a;,  y  bestimmen,  dass 
wird.     Zunächst  kommt  hiernach  sofort: 

5i  Vi 

Indem  wir  f^y  setzen,  kommt  ferner: 


93 


1^  +  ^2  -^' 

da;    '     '^  oy 
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woraus  sich  y  durch  eine  Quadratur  bestimmt.  Die  Reduction  erfor- 
dert also  eine  Quadratur. 

Reduction         jg^  zweUms 

aui  den 

zweiten  (1        XQ,       Xp  -\-  tJCI 

Typus. 

der  Typus,  auf  den  die  vorgelegte  Gruppe  reducierbar  sein  muss,  und 
U^  ihre  erste  derivierte  Gruppe,  so  wählen  wir  wieder  in  allgemeinster 
Weise  U^,  U^  so,  dass  die  Zusammensetzung  der  vorgelegten  Gruppe 
in  der  neuen  Form  genau  die  des  Typus,  d.  h. 

ist.     Ist  etwa 

Vi  =  iip  +  ^iq 

(/  =  1,  2,  3), 

so  kommt  das  Gleichungensystem: 

fc        I  -df 


Daraus  folgt: 
und  f  ^y  giebt: 


k        I  -  cf    .    ^  cf 


^^dx^^^dy^y- 

Hieraus  bestimmt  sich  bekanntlich  y  durch  Quadraturen. 

^au'f'dtn"  ^^^  kommen   zum   letzten  Fall,   in   dem    TJ^,  U^,  U^  auf  die  ca- 

Typus"    no^ische  Form 

q,    p,     xq 

zurückgeführt  werden  kann.  Nachdem  wir  wieder  U^,  U2,  U^  in  all- 
gemeinster Weise  so  aus  der  gegebenen  Gruppe  ausgewählt  haben, 
dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  sie  dieselbe  Zusam- 
mensetzung wie  der  Typus  haben,  also : 

ist,  setzen  wir,  wenn 

Ui  =  ^ip  +  rjiq 
(1  =  1, 2, 3) 

ist:  ^ 


Hiernach  wird  : 
uad  f^E^y  liefert: 
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y        .  -  df 

^1  Vi 

woraus  y  durch  eiue  Quadratur  berechnet  wird. 

In  jedem  Falle  reichen  also  auch  jetzt  algebraische  Operationen 
und  höchstens  Quadraturen  zur  Reduction  der  vorgelegten  Gruppe 
aus.  Es  ist  hierbei,  wie  in  §  2  und  §  3,  zu  bemerken,  dass  die  ü 
noch  völlig  willkürliche  Constanten  enthalten,  demnach  auch  in  den 
Werten  von  x  und  y  solche  auftreten.  Sicherlich  giebt  es  gewisse 
Werte  der  Constanten,  für  die  x,  y  in  der  That  diejenigen  neuen  Ver- 
änderlichen sind,  welche  die  Reduction  leisten.  Man  würde  sie  in 
jedem  Falle  durch  wirkliche  Einsetzung  von  x  und  y  in  die  U  rein 
algebraisch  bestimmen  können.  Aber  man  kann  beweisen,  dass  diese 
Constanten  in  der  That  gänzlich  willkürlich  gewählt  werden  dürfen. 
Doch  gehen  wir  darauf  nicht  ein. 

Beisjpkl:     Die  Gruppe  Btispiei. 

p,   yp,   ya 

soll  in  allgemeinster  Weise  auf  ihre  canonische  Form  zurückgeführt 
werden.     Hier  ist: 

U^  ^  yp  also  stellt  die  erste  derivierte  Gruppe  dar.  Da  C/g  nicht 
mit  TJ^  und  ZZ,  vertauschbar  ist,  so  ist  der  zugehörige  Typus  sicher 
nicht  der  dritte.  Nun  besteht  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  nur  die  folgende  Relation 

C/i  —  -  ?72  =  0 

1  y  2 

und  es  ist  {U^U^'^O.     Daher  ist  die  Gruppe  auf  den  zweiten  Typus 

q,     xq,     xp  -f  yq 
reducierbar.     Wir  haben  nun  zu  setzen: 
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Üs  =  y,U,+y,U,-i-y,U, 
und  die  Constanten  a,  ß,  y  so  zu  bestimmen,  dass 

«  +  0,     ßxY,-ßz7,^0 
und  ausserdem 

wird.     Dies  liefert 

d.  h.  /3y  =  0,  ferner: 

—  ay.^  =  a, 
d.  h.  7^3  =  —  1,  und  endlich 

d,  h.  ß.^  =  0,  sodass  sich  ergiebt  und  zu  setzen  ist: 

Ü,=ß,U,  =  ß,p=-x^,      * 
Ü,  =  y,U,+y,U,-U,= 

=  ivi  +  r2y)p  —  yQ  =  ^^  J-  +  2/  g|- 

Hiernach  ist: 
während  f^^y  liefert: 

also  zunächst 

und,  wenn  dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  wird: 

{Vi  +  Y^y)  —  —  co'{y)y  =  «, 

woraus  sich  durch  Quadratur  ergiebt: 

03  =  ^1.  1  lg  ^iZi 

sodass  die  neuen  Veränderlichen  diese  sind: 


a         y     ^^   a 

Wirklich  wird  bei  Einführung  dieser  neuen  Variabein: 


ay  '      -^  ay      '      a         y 
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u^  =  {Vi-\-r^2y)p  —  y(i  =  iYi  +  Yiy)—/i  — 

ay  ^      '     Xuy    *     a      y  a/-' 

=  ^p  +  m- 

§  5.  Reduction  der  dreigliedrigen  Gruppen,  welche  keine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  auf  ihre  canonische  Form. 

Wir  haben  von  vornherein  in  den  drei  letzten  Paragraphen  die- 
jenigen Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Betrachtung  ausgeschlossen,  welche  bei  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nicht  vor- 
kommen. (Vgl.  §  1.)  Da  aber  das  in  den  §§  2,  3,  4  behandelte 
Problem  unabhängig  von  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
eine  gewisse  Bedeutung  in  der  Gruppentheorie  hat,  so  wollen  wir  uns 
nun  noch  fragen,  wann  eine  Gruppe  Uj^f,  U^f,  U^f  in  x,  y  auf  einen 
der  ausgeschlosseneu  Typen,  d.  h.  nach  dem  Schema  des  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  beiden  Formen 

(1  yi   y\, 

q     xq     X{x)q 

reducibel  und  wie  diese  Reduction  auszuführen  ist. 

Die  Gruppe  Z7,,  U^,  U^  ist  dann  und  nur  dann  auf  einen  dieser 
Typen  zurückführbar ,  wenn  TLt,  und  U^  sich  nur  um  von  einander 
abhängige  Factoren  von  C/j  unterscheiden.  Insbesondere  ist  sie  auf 
den  ersten  oder  zweiten  Typus  reducibel,  je  nachdem  ihre  erste  deri- 
vierte  Gruppe  3-  oder  0-gliedrig  ist. 

Sie   sei   zunächst  3-gliedrig,   d.  h.   U,,   TL,    Uo   sei   auf  den   ersfe«  Kea.ictiou 

Typus  ersten 

•^  '  9  Typus. 

(z,   yu,   y  a 

reducibel.  Dann  wählen  wir  f/j,  U^y  U^  so  von  einander  unabhängig 
in  allgemeinster  Weise  aus  der  vorgelegten  Gruppe  aus,  dass  sie  die 
Zusammensetzung  des  Typus  ergeben,  also 

Lie,  Difffirentialgleichwngen.  ?4 
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wird.     Ist  etwa 
und  ist  demnacli 

lp  +  m  =  Tr 


so  wird  angesetzt 


Hiernach  ist 


y  =  Q 


dy 

6 


Q  ' 
während  x  die  Differentialgleichung 

<7ic    '     '  oy 
erfüllen  muss,  d.  h.  als  Integral  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 


dx        cly 

hestimmt  wird. 

T  ""  T 

Wenn  zweitens : 

Rediiction 
auf  deu  __  ,    . 

zweiten  Q,       Xq,       X{X)q 

Typus. 

der  Typus  der  Gruppe  ist,  in  dem  allerdings  X  noch  unbekannt  ist, 
so  wählen  wir  C/^ ,  U^,  U^  irgendwie  von  einander  unabhängig  aus 
der  vorgelegten  Gruppe  aus.  Es  ist  dann  jedes  {UjUk)  ^0.  Wenn 
wieder: 

Ui  =  ^p  +  VQ} 


wird,  so  setzen  wir 


Hieraus  folgt: 

und 

Avährend  sich  y  aus 


X  =  Q 

X{x)  =  ö, 
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a  ^  _i_  ,.  ^  =  1 
^  dx    ^     '  dy 

berechnet.      Bekanntlich    erfordert    letzteres    die    Integration    der    ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx dy 

T  ~  T 

und  eine  Quadratur. 

Das  Gresamtergebnis  der  §§  2  bis  5  ist  dieses:  ^fassTÜ?«'^' 

Theorem  47:  Die  Zurüclcführung  einer  dreigliedrigen  Grtippe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene,  welche  nicht 
sämtlich  dieselben  Bahncnrven  haben,  auf  ihre  canonische  Form 
erfordert  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige 
Quadraturen.  Haben  jedoch  alle  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  dieselben  Bahncurven,  so  verlangt  die 
Zurüclcführung  unter  Umständen  auch  die  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei 
Veränderlichen. 


Kapitel    24. 

Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnnng 

in  Xf  y,   welche   eine  hekannte  dreigliedrige  Ornppe  von  inflnite- 

simalen  Transformationen  gestattet. 

In  §  1  des  vorigen  Kapitels  skizzierten  wir  den  Weg,  auf  welchem 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
gestattet,  integriert  werden  kann:  Zunächst  bringen  wir  die  dreiglie- 
drige Gruppe,  welche  eine  der  in  §§  2,  3,  4  des  vorigen  Kapitels  be- 
trachteten ist,  auf  ihre  canonische  Form.  Die  Bestimmung  der  dazu 
nötigen  neuen  Veränderlichen  verlangt  nach  Theorem  47  (§  5  des 
23.  Kap.)  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige  Quadraturen. 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  geht  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  bei  einer  der  typischen 
dreigliedrigen  Gruppen  invariant  bleibt.  Es  fragt  sich  demnach  nur 
noch,  wie  man  diejenigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Veränderlichen  integriert,  welche  einen  der  Typen  von  dreiglie- 
drigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

Wir  werden  daher  die  bei  jedem  der  Typen  invarianten  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  aufstellen  und  zu  'integrieren  suchen. 

34* 
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Noch  bemerken  wij-,  dass  wir  nachher,  in  §  3,  diejenige  Inte- 
grationsmethode entwickeln,  nach  der  die  Zurückführung  auf  die  cano- 
nischen  Formen  in  den  meisten  Fällen  nicht  nötig  ist^  und  auf  welche 
wir  schon  im  vorigen  Kapitel  hindeuteten. 

§   1.      Die    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter    Ordnung, 
welche    eine    dreigliedrige   Gruppe   vom   Typus  1   oder  2   gestatten. 

Typus  1.  Der  Typus  1  des   in  §  3  des  22.  Kap.  angegebenen  Schemas  hat 

die  Form: 

Wir  fragen  nach   denjenigen  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung: 

y"—  G){x,y,y')  =  0, 
welche    diese    drei    infinitesimalen   Transformationen    gestatten.     Dazu 
benutzen  wir  das  Theorem  35  des  §  3,  16.  Kap. 

Soll  die  Gleichung  ij"  —  ö  ==  0  die  infinitesimale  Transformation 
p -\- q  gestatten,  so  muss  cj  danach  diese  Bedingung  erfüllen: 

d(ü  j_  0(0  ^ 

d  x"*    dy  ' 

d.  h.  ra  hat  die  Form: 

03  =  ö  (a;  ~  ?/>  y')- 
Soll    sie    auch    xp  +  yo.    gestatten,    so    muss    dies    to   ferner    der 

Gleichung  genügen: 

,       d(o    .       dca       f. 
a  -\-  X  ^     +  w  -TT-  =  ü. 
'        ex    '    •^  cy 

Bezeichnen  wir  x  —  y  für  den  Augenblick  mit  w,  so  ist: 

dto  dfo         dca  dco 

dx        du^     'dy  du^ 

die  Bedingung  geht  also  über  in: 

sodass  o  die  Form  hat: 

u 
Nun  soll  y"  —  (o  =  0  auch  x^p  -{■  y^q  gestatten,  und  daraus  folgt 
die  letzte  Bedingung: 

2y^  -  2y'  +  {2y  -^x)a>-  2y  (y  -  ^)  1^  ~ 


dx        ^    dy 
Da 

do3  /"       dco 

dy         u '     dx 

f 

doa 

d~y- 

f 

ist,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 
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2y'-2y-?>f+2yf\y)  =  0. 
Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  f  und  y, 
deren  Integration  in  bekannter  Weise  liefert: 

f=-2y-2ayVy'-2y'\ 
sodass  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lautet: 


y 


X  —  y 
a  ist  darin  eine  beliebige  Constante. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  diese  gefundene  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  integriert.  Dazu  verwerthen  wir  die  Thatsache, 
dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe 

p-\-  q,     xp-\-yq 
gestattet,  wo  {p  -\-  q,  xp-\-yq)^p-\-q  ist.     Nach  §  4  des  20.  Ka- 
pitels fangen  wir  die  Integration  also  so  an.     Wir  bilden: 

Äf=p-{-yq-^(oq      [q  = -^) 

und  erweiteren  unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

üyf  =  p-\-q, 
U2f=xp-\-  yq. 

Durch   Erweiterung  tritt   kein   Glied    mit  q'   hinzu.      Ein   erstes  Inte- 
gral ist  daher: 


dx  dy  dy 
1  y'  m 
110 
y  (0 
1         0 


1 

1 

X      y 


_-    /y^  _| (1  —  y')dy' \ 

J  \  "  2(2/'  +  ay'V^  +  y'')J 


Die  Ausführung  der  Quadratur  liefert  das  Integral 

lg  (^  —  y)  +  2- 1^'  2/'  —  lg  (1  +  «  Vy  +  y) 

oder  also  das  Integral: 

^_     (x  -  yyVy 
i  +  aVy'  +  y' 
Man  kann  nun  fernerhin  die  Gleichung 

{x  —  y)  Yy 


qp  = 


_         =  Const.  =  ^7 


integrieren.     Bezeichnet    man    nämlich  -^^ — ~ mit  v,    so  kommt 

durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y: 
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y  =  2v'  +  2v  Yv'  -  1  -  1, 


also,  da 
ist: 
sodass 
oder  also: 


/ 


—  hx  =  Const. 


b 
dv 


1  —  ü*  —  V  Yv'^  —  1 
1 

bx  =  c 


die    gesuchte    vollständige    Iiitegralgleichuug    unserer    Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  ist.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

2v  =  -. — , \-  hx  4-  c 

oder  da 

b(x  —  y)  —  a 

iät: 

-j-  hy  -{-  c  -{-  a  =  0. 


bx  -\-  c 

Wenn  also  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
vom  Typus  1  gestattet,  so  wird  ihre  Integration  dadurch  geleistet, 
dass  man  durch  ausführbare  Operationen  (siehe  §  2  des  23.  Kap.) 
canonische  Veränderliche  x,  y  einführt.  Sie  wird  dadurch  auf  die 
soeben  integrierte  Form  gebracht. 

Tjpus  2.  Wir  suchen  nun  die  beim  Typus  2: 

p,     2xp  +  yq,     x^p  +  xyq 
invarianten  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  genau  derselben 
Weise.      Nach    Theorem  35    (§  3    des    16.  Kap.)    ist   die    Differential- 
gleichung 

y'—  (o{x,y,y)  =  0 

nur    dann    bei    allen    drei    infinitesimalen   Transformationen    invariant, 
wenn  co  die  Bedingungen  erfüllt: 

1^  =  0. 
ox  ' 

o         ,       I  d(o  .^      CIO  Cm         f. 

oy  0  x  oy  ' 

3^0,  +  {y-xy)  j-.  +  ^^  a^.  +  ^^  ^^  =  ^- 


Gew.  DifFglgn.  zweiter  Ord.,  welche  Typus  1  oder  2  gestatten.  535 

Nach   der  ersten   enthält   w   nur  y  und  y\   sodass   sich   die  zweite  re- 
duciert  auf: 

.  '    •^.    cy  ^      dy 

Diese  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dy  dy  '       d\g  m 

das  die  beiden  Integrale  yy    und  [-Tai  besitzt,   sodass  a  die  Form  hat: 

(o=y^  f{yy). 
Sonach  giebt  die  dritte  Bedingung 

^f{yy)  +  yyf\yy)  =  o, 
d.  h. 

^ a 

Die   gesuchte   Differentialgleichung  zweiter  Ordnung   lautet  daher   so: 

n  (^  f\ 

'■>-¥  =  "■ 

Wir  könnten  diese  Differentialgleichung  mit  Benutzung  des  Um- 
standes,  dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe  p,  2xp  -f-  yq  gestattet, 
nach  unserer  allgemeinen  Theorie  integrieren.  Aber  die  Integration 
ist  auch  ohne  diese  sehr  einfach.   Die  Gleichunj:;  lässt  sich  so  schreiben: 


und  liefert  integriert; 
Es  kommt  also: 


^!/v"  -  '-^  =  0 


d.  h.: 


J 


r-\- 

11 
y' 

=  Const.  =  h. 

y 

'    yäy 

Vby'-a 

y      ' 

-  X  =  Const.  = 

als  vollständige  Integralgleichung.    Die  Ausführung  der  Quadratur  giebt: 

-%:  V^y^  ~  ^  —  X  =  c 

oder 

hy^  =  })\x  +  cf  +  a. 

Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vor, 
die  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  vom  Typus  2  ge- 
stattet, so  integrieren  wir  sie  also  dadurch,  dass  wir  canonische  Ver- 
änderliche einführen,  wozu  einige  Quadraturen  hinreichen  (vgl.  §  2 
des  23.  Kap.),  denn  alsdann  nimmt  sie  die  eben  betrachtete  integrabele 
Form  au. 
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§  2.      Die    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter    Ordnung, 

welche   eine   dreigliedrige  Gruppe   gestatten,   deren   erste  derivierte 

weniger  als  dreigliedrig  ist. 

In  ähnlicher  Weise  wie  wir  im  §  1  die  Typen  1  und  2  erledigten, 
führen  wir  nun  die  Rechnungen  für  die  übrigen  Typen  durch.  Wir 
geben  die  einzelnen  Schritte  nur  noch  schematisch  an,  da  sich  doch 
immer  dieselben  Bemerkungen  wiederholen  würden. 

4.,  6.  und  10.  Typus: 

p,     ([,     xp  +  cyq. 

xp  +  cyq)  {c  —  2)cj  -  y  {c  —  1)  |^  =  0, 
d.  h. 

C—  2 

0?  ^  Const.  y'°~^  \ 
also  lautet  die  Differentialgleichung: 

c  —  2 

y"  —  ay'''~^  =  0. 
Sie  kann   offenbar  ohne   weiteres   integriert  werden.     Wenn  insbeson- 
dere c  =  1  ist,  so  kommt  o  ^  0  und  die  Differentialgleichung  lautet 
einfach : 

0.,  7.  und  11.  Typus: 

q,     xq,     (1  ~  c)xp-\-  yq. 

^    dm  ..  ^    dm  ^ 

2)^  =  0,     Xq)-^,^0, 

(1  _  c)  xp  +  yq)  (2c  -  1)«  +  (c  -  l)x  ^  =  0, 
d.  h. 


a  ^  Const.  rC-^i  , 

1  — 2ü 

y"  —  ax"-^   =0, 
Die  Integration   ist  sofort  zu  leisten.     Für  c  =  1  jedoch  folgt  cn  =  0 
und  die  Differentialgleichung  lautet: 

y"=0. 
8.  Typus,    der   nach   Vertauschung    von    x  mit  y   die    bequemere 
Form  annimmt: 

p,     q,     xp+{x-\-  y)q. 

P)  ^-  =  ^^ ,    ü)  --  =  0, 
^^  OX  cy  ' 


Die  übrigen  Diffgln.,  Zusammenfassung,  Vermeidung  der  Reduction.      537 

xp  +  (a?  +  ij)a)  «  +  ^  =  0, 
d.   h. 

if—  ae-y'  =  0. 
Die  Integration  macht  keine  Schwierigkeiten. 

9.  Typus: 

q,     xq,     p  +  yq. 

q)  ^  =  0,     xq)  ^  =  0, 

p-i-yq)     «-^^  =  0, 
d.  h. 

y"  —  a<f  =  0. 
Diese  Differentialgleichung  ist  sofort  integrierbar. 
12.  Typus: 


p,     q,     xq 
d.  h. 


P)  J^  =  0,      q)   -^-=0,     xq)  J^>-0, 


C3  ^  Const.  =.a, 
y" —  a  =  0. 
Auch  diese  Gleichung  lässt  sich  ohne  weiteres  integrieren. 

§  3.    Zusammenfassung  der  Ergebnisse.    Vermeidung  der  Keduction 
auf  canonische  Formen. 

Nunmehr  können  wir  die  Ergebnisse   dieses  Kapitels  offenbar  in  ^^usammen- 

°  ^  fassuug. 

diesem  Theorem  "«usammenfassen: 

Theorem  48:  Gestattet  eine  vorgelegte  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  inx,y  einehelcannte  dreigliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Punlcttransformationen,  so  ver- 
langt ihre  Integration  ausser  ausführbaren  Operationen  nur 
noch  in  einzelnen  Fällen  einige  Quadraty,ren. 

Denn  nach  Theorem  47  (§  5  des  23.  Kap.)  verlangt  die  Reduction 
der  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  höchstens  einige  Quadraturen. 
Nach  der  Reduction  aber  ist  die  Differentialgleichung  ohne  weiteres 
integrabel. 

Nachstehend  stellen  wir  die  Ergebnisse  in  Form  einer  Tabelle 
übersichtlich  zusammen : 
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p  +  Q    ^p  -i-yq    x^p  +  y^q 

l 

p     2xp  +  yq     x^p  +  xyq 

p     q     xp-^cyq     c  4=  1 

p     q     xp-\-yq 

q     xq     (1  —  c)xp  -^yq     c  =|=  1 

"I  2  y'  +  ^y'Vy  +y'  ^  q 


X  ~  y 

y  -,3  =  0. 


y  —  (ly 


T  =  0. 


q     xq     yq 


p     q     xp  -]-  {x  ^y)q 


q     xq    p  +  yq 


y"=o. 

1  —  2c 

y"  —  ax"—'^  =  0. 

y"=  0. 

y"—  at-y'  =  0. 

y"—  ae  =  0. 


2J     q     xq 


y 


a  =  0. 


Unter  den  angegebenen  Typen  der  Difterentialgleicliungen  zweiter 
Ordnung,  welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestatten,  sind,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  findet, 
vier  enthalten,  welche  nicht  mehr  als  drei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  zulassen.  Es  ist  dies  der  erste,  zweite, 
dritte  und  siebente.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  in  denselben  a  =}=  0 
angenommen  wird.  Alle  übrigen  aber  bleiben  bei  mehr  als  drei,  näm- 
lich bei  acht  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen invariant  und  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Variabein 
auf  die  Form  y"  =  0  bringen,  da  sie  sämtlich  die  Form  y" —  (p{x)  =^0 
haben.  Bekanntlich  gestattet  y"  ==  0  die  acht  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  projectiven  Transformationen. 

Vermeidung         SchliessHch    wollcu    wir   noch    hervorheben,   dass   die   Integration 
tion  auf  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  he- 
Foruicu.   kannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestattet, 
in  den  meisten  Fällen  die  Hcduction  der  Gruppe  und  der  Differential- 
gleichung auf  ihre  canonische  Form  nicht  verlangt.    Wenn  nämlich  die 
Gleichung 

y"  —  Gi{x,y,y')  =  0 

die  dreigliedrige  Gruppe   UJ\   U^f,   U^f  gestattet,  so  gestattet  die  zu- 
gehörige lineare  partielle  Differentialgleichung 
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'        dx    '    ^   cy    ^         cy 
die    drei    einmal    erweiterten    infinitesimalen    Transformationen    U^f, 
V-if,   U^'f-    (Vgl.  Satz  7,  §  3  des  16.  Kap.)    Es  besteht  aber  zwischen 
vier   Symbolen    in    drei  Veränderlichen,   wie  hier  zwischen   Af,    [///j 
U^f,   U-^f  immer  eine  lineare  Relation,  etwa  diese: 

wo  sich  %,  «fg  ^^^  ^  ^^^  Functionen  von  x,  y,  y  auf  algebraischem 
Wege  berechnen  lassen.  Nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  sind 
alsdann,  vorausgesetzt,  dass  nicht  schon  zwischen  U^f,  U^f  und  Af 
eine  lineare  Relation  besteht,  die  Coefficienten  u^  und  u^  Lösungen 
von  Af  =  0.  Um  zu  erkennen,  ob  dieselben  in  den  einzelnen  Fällen 
auch  unabhängig  von  einander  sind,  nehmen  wir  jetzt  vorerst  die 
Gruppe   f/j/',   TJ^f   U^f  in  ihrer  canonischen  Form  an. 

Ist  dies  die  Gruppe  p  -j-  q,  xp  -\-  yq,  x^p  -j-  y'^q,  so  ist  nach  dem 
Obigen : 


also: 


X  —  y 


Ai=p-\-yq-2  '-^^-^^^  -     q  , 

Vif  =  p  +  q, 
U^'f=xp-i-yq, 

U^f=x'p  +  y^q+  2{y  —  x)ijq, 
wo  q^^i  sein  soll.    Hier  besteht  zwischen  Af,  Ui  f  und  U-^f  keine 

lineare  Relation,  wohl  aber  lässt  sich  U^'f  linear  durch  diese  aus- 
drücken. •  Berechnen  wir  nämlich  aus  den  ersten  drei  Gleichungen 
p,  q  und  q'  und  setzen  die  gefundenen  Werte  in   Uc^'f  ein,  so  kommt: 

U,'f=-  [xy  +  ^(y-xy)}ü:f+  {^ +  !/  + ^  (1 -2/'))  ^.7 - 

-  2  ^''-y^y  Af. 

CD  ' 

Hierin  sind  die  Coefficienten  von  U^  f  und  U.2  f  wegen  des  obigen 
Wertes  von  co  von  einander  unabhängig  und  sie  stellen  also  gleich 
Const.  gesetzt  die  Integralgleichungen  von  y" —  «  =  0  dar,  aus  denen 
man  durch  Elimination  von  y  die  gewünschte  Gleichung  zwischen 
X,  y  und  zwei  Constanten  erhält. 

Sobald   also   die  Gruppe    UJ',   U^f,   U^f  zum   soeben  betrachteten 
Typus  gehört,  giebt  die  Relation: 

u.:f=u,u;f-\-u,u.;f-\-vAf 
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stets  vou  einander  imabhängige  Lösungen  Mj   und  k,^.     Diese  Relation 
aber  kann  man  immer  aufstellen,  ohne  die  Gruppe  auf  ihre  canonische 
Form  gebracht  zu  haben.   Ähnliches  gilt  in  den  meisten  anderen  Fällen. 
Wenn  nämlich  zweitens  die  Gruppe  auf  die  Form 

p,     2xp  4-  yq,     x^p  +  xyq 

gebracht  werden  kann,  so  wird  zugleich  nach  der  obigen  Tabelle 

a 
0,  __ 

Hier  haben  wir  also: 

u;f=p, 

U^f  =  2xp  +  yq  —  yq, 

Usf  =  x^p  +  xyq  +  (i/  —  xy')q. 

Hier    besteht   zwischen    Af,    Uif  und    C/g'/"  ebenfalls  keine    Relation, 
dagegen  drückt  sich   U^'f  durch  diese  aus.     Es  kommt  ja: 


oder: 


Af  1  y 

U,'f  1  0 

U^f  2x  y 

u,y  x' 


a 

0 


—  y 

xy    y  —  xy 


=  0 


v;f 


2/     +  — , 

y 


+ 


'2     I        " 


Af. 


Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von   TJ^f  und   U^f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af  =  0. 

Im  dritten  Fall  p,  q,  xp  -\-  cyq  ist  ca  ^  (^y",  wo  n  =  --_^-,  und 

c  =f=  1  ist.     Hier  besteht  auch  nur  die  eine  Relation: 

Af     1      y  ay'^ 

v;f   1    0  0 

V^f    0      1  0 

C/gY    X    cy     (c  —  l)y' 


oder: 


U^f=  {x  -  ^„-^)  U;f  -f  {cy  -  -^  ;^)  U^f  +  ^,^  Af 

^  ay        '  ^  ay        ■'  ay 
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und  folglich  geben  auch  hier  die  Coeffieienten  von  U^f  und  U^f  zwei 
von  einander  unabhängige  Lösungen  von  Äf=0,  sobald  a  =}=  0  ist. 
Wenn  aber  a  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  nur  diese  Relation: 

ü,'f=-yU,'f+Äf, 
die  nur  eine  Lösung  y    von  Äf  ==  0  liefert. 

Ln  Fall  p,  q,  xp  -\-  yq  ist  «  ^  0  und  es  besteht  schon  zwischen 
Af=p  +  y'q, 
U,'f  =  p, 

u;f=q    - 

eine  lineare  Relation: 

U,'f=--yU;f+Äf, 
worin   der  Coefficient  y    von   U^famc  Lösung   von  Af=0  darstellt. 

Ferner  ist  hier 

Us'f=xp-{-yq 
und  also 

ü,'f={y-xy')U,r+xÄf, 

sodass  der  Coefficient  y  —  xy',  der  von  y  unabhängig  ist,  eine  zweite 
Lösung  von  Äf  =  0  liefert. 

Liegt  eine  Gruppe  vom  Typus  q,  xq,  (1  —  c^xp  -\-  yq  vor,  so  ist 

oj  ^  arr",  wo  n  =  — —~:r-  und  c  =|=  1  ist.     Zwischen  Af  und   den   U' f 

besteht  dann  nur  diese  Relation: 

U^f=  [y  +  {l-c)ax-+^-xy]ü;f  -\-  [cy  -  {\-c)ax-+']U.;  f-\- 

+  (1  -  e)xAf 
und  hier   sind   die  Coeffieienten   von   TJ^f  und    TJ^f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=0. 

Im  nächsten  Falle  q,  xq,  yq  ist  ca  ^  0  und  die  einzige  Relation 
ist  diese: 

U,'f^{y-xy)U,'f-\-yü,r, 

in  der  y  —  xy'  und  y  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
Af=  0  sind. 

Ist  die  Gruppe  vom  Typus  p,  q,  xp  -{-  (x  -\-  y)q,  bei  dem  G)^ae~y 
ist,  so  besteht  nur  diese  Relation: 

U,'f=  {x  -  ^)  ü,'f+  {x  +  y-y  ^')  C/,Y+  '^  Af, 

in  welcher  wiederum  die  Coeffieienten  von  U^'f  und  U^'f  von  einander 
unabhängig  sind,  sobald  a  =j=  0  ist.     Für  a  =  0  dagegen  kommt: 

U;f=-yU,'f+Af 

Diese  Gleichung  aber  liefert  nur  eine  Lösung  y^  von  Af=0. 
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Beim  Typus  q,  xq,  p  -\-  yq  ist  ca  -^z  ac^  und  die  einzige  Relation 
lautet: 

C4Y=  {y  +  o.xe  -y-  xy)  U;f  +  {y'  -  ae)  U,'f  +  Af. 

Sie    giebt    zwei    von    einander    unabhängige    Lösungen ,    auch    wenn 
a  =  0  ist. 

Endlich  beim  letzten  Typus  p,  q,  xq  ist  o  ^  a  und  es  existiert 
nur  diese  Relation : 

i's7^-ip.Y-(:--^)f/;/+;,-i/-. 

Sie  ergiebt  nur  eine  Lösung x   von   Äf  =  0,   sobald   a  =|=  0  ist. 

Für  a  =  0  haben  wir 

U,'f=-yU,'f-{-Af 

und  so  ergiebt  sich  auch  dann  mir  eine  Lösung  von  Af=0. 

Wir  sehen  also:  Nur  in  wenigen  Ausnahmefällen  liefern  die 
Relationen  zwischen  Af  und  den  U'f  nicht  zwei  von  einander  unab- 
hängige Lösungen.  Sehen  wir  von  diesen  Ausnahmefällen  ab,  so  folgt, 
dass  wir,  ohne  die  canoniscJien  Varidbeln  einzuführen,  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung durch  rein  algebraische  Processe  integrieren  Mnncn, 
denn  die  Relationen,  welche  zwischen  Af  und  U^'f}  U</f,  U^f  be- 
stehen, lassen  sich  stets  aufstellen,  ohne  dass  man  nötig  hat,  zu  den 
typischen  Formen  seine  Zuflucht  zu  nehmen. 

Li  den  bezeichneten  Ausnahmefällen  werden  wir  dagegen  nur 
eine  Lösung  der  Gleichung  Af  =  0  auf  rein  algebraischem  Wege 
finden,  während  sich  eine  zweite  nach  unseren  früheren  Theorien  durch 
Quadratur  bestimmen  lässt. 


Kapitel  25. 

Lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  vier  Veränderlichen  nnd 
gewöhnliche  Differentialgleichnngen  dritter  Ordnnng  in  jc^  y. 

Vom  16.  Kapitel  an  haben  wir  uns  mit  der  Integration  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschäftigt, 
indem  wir  voraussetzten,  dass  sie  eine  bekannte  eingliedrige  (16.  Kap.) 
oder  eine  bekannte  zweigliedrige  (18.  bis  20.  Kap.)  oder  endlich  eine 
bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
(24.  Kap.)  gestatten  sollten.  In  ähnlicher  Weise  könnten  wir  fort- 
fahren. Wir  wollen  uns  jedoch  statt  dessen  in  diesem  Kapitel  mit 
den    gewöhnlichen   Differentialgleichungen    dritter   Ordnung   und    ihrer 
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Integration  beschäftigen  für  den  Fall ,  dass  sie  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Dies 
erfordert  einige  Vorbereitungen  in  den  folgenden  §§  1  und  2. 

§  1.  Über  das  Problem  der  Integration  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen  dritter   Ordnung   mit   bekannter    dreigliedriger   Gruppe. 

Zunächst    fragt   es   sich,    was   es   überhaupt  heisst,    dass  eine  ^c- ^,\ff ^efn  ° 
wohnliche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  "estatte^t 

y"—  (o{x,y,y',y")  =  0 
eine  infinitesimale  PunJcttransformation  TJfEEi  i,p  -\-  riq  gestattet.  Sie 
gestattet  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  oo^  Integralcurven 
unter  einander  vertauscht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
die  dreimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Uf  der  linken  Seite 
der  Differentialgleichung  ein  Increment  erteilt  von  der  Form: 

Q{y"'—a)8t, 
wo  Q  irgend  ein  offenbar  von  y"  freier  Factor  ist.  Natürlich  bedarf 
es  eigentlich  eines  Beweises,  dass  diese  beiden  Thatsachen  sich  mit 
einander  decken,  aber  wir  verzichten  darauf.  Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  Beweise,  die  wir  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gaben.  Wir  werden  überhaupt  noch  einige  unbewiesene  Sätze 
in  diesem  Kapitel  benutzen.  Die  Entwickelungen  dieses  Kapitels 
sollen  eben  nur  dem  Leser  einige  Einblicke  in  weitere  Theorien  ge- 
währen und  ihn  zu  tiefergehenden  Studien  vorbereiten. 

Es   lässt  sich  nun   zweitens   darthun,  dass,  wenn  die  Differential- 
gleichung 

y" -  co(x,y,y,y')  =  0 

die  infinitesimale  Transformation 

üf=  ip  -f  rjq 

gestattet,  alsdann  auch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  vier 

Veränderlichen  x,  y,  y ,  y": 

.j. df    .      f  df    ,      „  df    ,         df         ^ 

'         ox    '    '^    cy        '      dy     '         öy  ' 

die  der  Gleichung  y" —  w  =  0  äquivalent  ist,  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

U'Yee  ip-jr  VQ  +  ni  +  n'4' 

gestattet,  tvelche  aus  Uf  durch  xiveimalige  Enveiterung  hervorgeht,  und 
umgekehrt.  Auch  diesen  ziemlich  selbstverständlichen  Satz  geben  wir 
ohne  Beweis  an. 

Wir   wollen   uns  das  Problem   stellen,  eine  vorgelegte  geivöhnliche 
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'^dff'eine^'  DifferentiolyleicJiung  dritter  Ordnung  in  x,  y  m  integrieren,  welcJie  eine 

^^eitlttft   ^^^(^^^^  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  TimMtransformationen 

Ulf,   U^f,   TJ^f  zulässt.     Nach   dem   Obigen   lässt  sich   dieses   Problem 

auch  so  aussprechen:    Es  soll  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  X,  y,  y,  tj" : 

integriert    werden,    welche    eine    bekannte    dreigliedrige    Gruppe    von 
infinitesimalen  Transformationen  U"f,  U^'f,  U^'f  gestattet.     Erweitert    * 
mau  nämlich   U^,  U^,  U^  zweimal,  so  bilden  auch  die  hervorgehenden 
infinitesimalen  Transformationen  ^7/',  C/g",  C/g"  in  den  vier   Veränder- 
lichen X,  y,  y,  y"  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  wegen: 

(vgl.  Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.)  folgt  aus 


4 


dass  auch  ^ 

ist,  d.  h.   die   XI"  eine  Gruppe  von   infinitesimalen   Transformationen 
bilden. 
Lin  part  Hierdufch    werden    wir    zu    dem   folgenden  allgemeinen   Problem 

Diffgl.  in  4  O  o 

g  y*^^^"*^  geführt:    ^ine    vorgelegte    lineare  partielle   Biffermtialgleielmng    in   x^, 
rTg,  3^3,  x^: 

Af=  ui{xi  •  •  •  ^4)  g^  +  «2(^1  •  •  •  ^4)  ä^  +  «3(^1  •  •  •  ^4)  g^;  + 

+  «4(^l---a^4)^  =  0 

ZU  integrieren,  welche  eine  hehanntc  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesi- 
malen Transformationen  in  den  vier  Veränderlichen  x^,  x^,  x^,  x^. 

Uk  =  i,ki{xi  •  •  •  ^4)  ^  +  lk2{xi  •  •  •  ^4)  ä^  +  ^*3(^i  •  •  •  ^4)  g^  + 

(k  =  1,  2,  3) 

gestattet,  d.  h.  für  welche  jedes  {TJkÄ)  die  Form  hat: 

{UkÄ)  =  Xk{xi-"X,)-Af 
(siehe  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.). 

Das  Verfahren,  welches  wir  einschlagen  werden,  um  dies  Problem 
zu   erledigen,   ist  analog  dem  in  §  2  des  20.  Kapitels  gegebenen,  wo 
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es  sich  darum  handelte,  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 
drei  Veränderlichen  mit  bekannter  zweigliedriger  Gruppe  zu  inte- 
grieren. Wie  wir  dort  den  Begriff  eines  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems  in  drei  Veränderlichen  benutzten,  so  werden  wir  in  der  Folge 
von  dem  Begriff  eines  dreigliedrigen  vollständigen  Systems  in  vier  Ver-  yoiiftänd* 
änderlichen  Gebrauch  machen  müssen.  Daher  wollen  wir  ihn  hier  ^■>^*'""- 
kurz  auseinandersetzen,  auf  nähere  Begründung  verzichtend. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Äf  =  0  in  vier  Ver- 
änderlichen besitzt  bekanntlich  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen, 
und  jede  Function  derselben  ist  eine  Lösung.  Untersucht  man,  wann 
drei  von  einander  unabhängige  (vgl.  §  2  des  10.  Kap.)  lineare  par- 
tielle Differentialgleichungen 

ÄJ=0,    Ä,f=0,     A,f=0     . 

in  vier  Veränderlichen  mindestens  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen, 
so  findet  man,  dass  dazu  notwendig  und  hinreichend  ist,  dass  die 
(ÄiÄ/c)  =  0  nur  Folgen  der  drei  Gleichungen  sind,  d.  h.  die  {ÄjAi) 
sich  linear  mit  von  x^  •••  x^^  abhängigen  Coefficienten  durch  Ä^f,  A^f,  Ä^f 
ausdrücken  lassen.  Alsdann  besitzen  sie  auch  nur  eine  gemeinsame 
Lösung,  d.  h.  keine  von  ihr  unabhängige  ausserdem,  und  werden  ein 
dreigliedriges  vollständiges  System  in  vier  Veränderlichen  genannt.  Zur 
Auffindung  ihrer  gemeinsamen  Lösung  verfährt  man  ganz  ebenso  wie 
bei  den  zweigliedrigen  vollständigen  Systemen  in  drei  Veränderlichen 
(vgl.  §  3  des  10.  Kap.). 

Auf  die  Beweise  gehen  wir,  wie  gesagt,  nicht  näher  ein,  sie  sind 
analog  denen  des  10.  Kapitels. 

§  2.    Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af=0 

in   vier  Veränderlichen,   welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 

von  infinitesimalen  Transformationen  zulässt. 

Wir  wollen  also  nunmehr  annehmen,  es  sei  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung 

Af=  «iPi   +  «2^2  +  «3^3  +  «4^4  =  ^ 

vorgelegt,  in  der 

ist  und  die  a  gegebene  Functionen  der  vier  Veränderlichen  x^,  x.^,  x.^,  x^^ 
bedeuten.  Ferner  sei  vorausgesetzt,  diese  Differentialgleichung  gestatte 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen in  den  Xi  •  •  •  x^. 

Lie,  Differentialgleichunpton.  36 
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Zerleilung 

de»  Pro- 

blema. 


Wir  haben  im  21.  Kapitel  alle  möglichen  Zusammensetzungen 
von  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  be- 
trachtet, und  zwar  waren  unsere  damaligen  Überlegungen,  wie  be- 
sonders hervorgehoben  wurde,  völlig  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Veränderlichen.  Demgemäss  können  wir  aus  dem  21.  Kapitel  ent- 
nehmen, dass  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen in  Xi,  0^2,  x^,  x^  durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen,  die  wir  jetzt  mit  X^/",  Xg/",  X.^f  bezeichnen  wollen, 
so  geschrieben  werden  kann,  dass  die  Zusammensetzung  eine  der  fol- 
genden Formen  hat  (vgl.  §  3  des  21.  Kapitels): 

{X,X,)  =  X,     {X,X,)  =  2X,     {X,X,)  =  X, 

{X,X,)  =  0       (X,X,)  =  X, 

{X,X,)  =  0       (X,X,)^X, 

iX,X,)  =  0       iX,X,)  =  X, 

{X,X,)EE:0       {X,X,)  =  0 

{X,X,)  =  0       (X,X,)EE^O 

Wir  haben  nun  nacheinander  diese  sechs  Möglichkeiten  ins  Auge  zu 
fassen. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen 

Xk  ^  iklPi  +  ^k2P2  +  ^ksPa  +  hilh 
(i  =  1,  2,  3) 

sollen  natürlich  wesentliche  für  die  Gleichung  Af  =  0  sein,  und  über- 
dies soll  keine  lineare  Relation  zwischen  ihnen  und  Af  bestehen  (vgl. 
§  3  des  15.  Kap.),  mit  anderen  Worten,  es  soll  die  Determinante 


1) 
^) 
3) 
4) 
5) 
6) 


{X^X^)  =  cX.^    (c=;=o) 

(^2  ^3)  ^  ^1  +  X2 
(Z2X3)  =  0 

(^2^3)  ^  ^1 


"1 
621 

^31 


913 


»33 


■^4 

514 

924 
»34 


eIeO 


sein. 


Den  Fall  der  Zusammensetzung    1  wollen  wir,   da  er  Besonderes 
darbietet,    erst    zum    Schluss    behandeln    und    also    beginnen    mit    der 
zns&mmen- Zusammensetzung  2: 

setzaug  2. 

(X,X,)  =  0    {X,X,)  =  X,    {X,X,)  =  cX,      ic^=o). 
Bestehen  diese  Relationen  zwischen  den  Xk,  so  bilden 

Af=0,     XJ=0,     XJ=0 
ein  vollständiges  dreigliedriges  System,  denn  es  ist  ja  jedes 

{xa)^hAf 
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und  (Xf  X2)  ^  0.  Es  existiert  daher  eine  Lösung  tp  desselben,  die 
natürlich  eine  Lösung  von  Af  =  0  ist.     Da: 

{X,Ä)  =  X,Af 
oder  ausführlieh  geschrieben: 

ist  und  hieraus  für  f^^(p  wegen  Aq)^0  folgt: 

A{X,<p)~0, 
ebenso  wegen  {XiX^)^Xi,  (X^X^^cX^  und  X^tp^O,  X^cp^O: 

X,{X,cp)E^O,     X,{X,<p)  =  0, 
so   ist  Xg^o   eine  Lösung  jenes  vollständigen   Systems,   d.  h.,   da   dies 
nur  eine  Lösung  (p  besitzt,  eine  Function  von  cp  allein: 

X2(p  =  Si((p). 
Sicher  ist  sie  nicht  Null,  da  zi  =|e  0  ist,  also  dann 

d(p   dtp   gqp  gqp  ^ 

dx^      '  dx^        dx<f        dx^ 

sein  müsste.  Wir  können  sie  daher  durch  Einführung  einer  Function 
^{cp)  als  neues  q)  gleich  1  gemacht  denken.  Demnach  existiert  also 
eine  Function  qp,  für  welche: 


A  ^9        I 


gqp 

8x, 


+  cc. 


dcp 


dtp 


3     dx,   +  "4    dx^ 


^i9'  =  liiH^  +  ^1 


X^(p 


j.      Öcp 

dxi 

dcp 

dx^ 
dcp 


+  i 


Xs(p  =  1.31  ?rr  +  ^: 


8x^ 

dcp 

^^  cx^ 

dcp 


dcp  ,  y  ^<P  1  fc 


dcp 


dcp 


0, 
0, 


^   ^23  dx,   ^   ^^4  dx,  —  ^' 


+ 


dcp 


+  1 


dcp  


ist,  während  ausserdem  die  Identität  besteht: 


'^^  dx, 
dcp  _ 


dg). 


Diese   fünf  Gleichungen  ziehen  das  Verschwinden  ihrer  Determinante 

nach  sich: 

«j      «2      «3      «^      0 

5x1        5i2        §13        &14       ^ 

S2I         b22         523         521        '-^  ^=  '-'' 

§31         632         §33         §34        ■'■ 

dx^    dx^   dx^   dx^   d(p 

sodass  sich  dcp  hieraus  (wegen  /d  eje  0)  berechnet  und  eine  Quadratur 

giebt: 

35* 
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<P 


Hiermit  ist  eine  Lösung  von  Af=0  gefunden.  Diese  wird  nun  von 
dreien  der  Veränderlichen  x^,  x^,  x^,  x^,  etwa  von  x^,  x^,  x.^,  un- 
abhängig sein.  Wir  können  dann  a;^,  x^,  x^  und  (p  als  neue  Ver- 
änderliche benutzen.  Da  Acp  ^0,  X^gj  ^  0,  Xgqo  ^  0  ist,  so  Averden 
die    neuen   Af^  X^f,   X^f,    die   mit  Af,   X^f,   X^f  bezeichnet  werden 

mögen,  frei  von  einem  Gliede  in  ^^    sein,  also  die  Form  haben: 

^      '  ccp  ' 

"7/. -     df     ,    -     df    .    -     df        p. 

^1/  —  Sil  g.^;  ^  5i2  g^^  -r  ?i3  ^^^ , 

^21  —  521    g,^^   -t-  «22    g^^   -t-   523   S^^  • 

Die  a  und  |  sind  genau  die  früheren  mit  der  einzigen  Änderung,  dass 
x^  vermöge  g)  ==  q)(Xi,  x^,  x^,  x^  aus  ihnen  eliminiert  und  dafür  cp 
eingeführt  worden  ist.     Nach  wie  vor  ist  jetzt: 

(x,Ä)^\2f,   (x,Ä)-^x,Äf,   (x,x,)  =  o. 

Unser  jetziges  Problem  ist  also  dies:  Es  sollen  zwei  von  einander 
unabhängige  Lösungen  der  Gleichung  Af  =  0  gefunden  werden,  welche 
die  mit  einander  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  Xj,  Xg 
gestattet.  Af  =  0  enthält  nur  drei  Grössen  als  eigentliche  Variabein, 
nämlich  x^,  X2,  x^,.  (p  spielt  in  Af  =  0,  wie  in  X^,  Xg,  da  es  nicht 
transformiert  wird,  nur  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten.  Schliess- 
lich ist  noch  die  Determinante  aus  Af,  X^f,  X^f  nicht  identisch  Null. 

Da  wir  uns  jetzt  im  Gebiet  dreier  Variabein  x^,  x^,  x^  befinden, 
recurrieren  wir  auf  §  2  des  20.  Kapitels  und  entnehmen  daraus,  dass 
zwei  Lösungen  il)  und  %  von  Af  =  0  durch  je  eine  Quadratur  ge- 
funden werden,  die  von  einander  unabhängig  sind.  Schliesslich  ist  in 
ip  und  X  für  (p  wieder  die  früher  gefundene  Function  von  x^,  x^,  x^,  x^ 
einzusetzen,  wodurch  dieselben  in  von  einander  und  von  (p  unab- 
hängige Lösungen  von  Af  =  0  übergehen. 

Die  Litegration  von  Af  =  0  erfordert  also  zunächst  eine  Qua- 
dratur und  darauf  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 
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Wir  wollen  ffleich  hier  die  Zusammensets iing  4  zusammen- 

o  -^  Setzung  4. 

(X,X,)  =  0,     {X,X,)  =  X„     {X,X,)  =  0, 

die  mit  dem  Falle  c  ==  0  in  Zusammensetzung  2  identisch  ist,  erledigen. 

Wenn  die  dreigliedrige  Gruppe  diese  Zusammensetzung  hat,  so  bilden 

wie  vorher 

Äf==0,     XJ=0,     X,f=0 

ein  dreigliedriges  System  in  vier  Veränderlichen,  deren  Lösung  q)  so 
angenommen  werden  kann,  dass  X^q)  ^  1  wird,  gj  wird  dann  wie 
oben  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Es  bilden  aber  auch 

Äf=0,     XJ=0,     X,f'===0 

ein  vollständiges  System,  dessen  Lösung  ij;  sicher  unabhängig  von  (p 
ist,  da  sonst  auch  Xa^  e^  0  wäre.  Analog  dem  Obigen  ergiebt  sich 
hier,  dass  —  was  im  Falle  c  =(=  0  wegen  {X^X.^^cX^J'  nicht  so 
gewesen  Aväre  —  X^t/>  eine  Function  von  '^  allein  ist,  d.  h.  ip  so  ge- 
wählt gedacht  werden  kann,  dass  X^^  ^  1  wird.  Demnach  geht  ip  ganz 
analog  dem  (p  durch  eine  Quadratur  hervor: 


i> 


In 


äx^ 

dx^ 

dx^ 

«2 

«3 

«4 

fel2 

1.3 

§14 

§32 

§33 

'ki 

Diese  Quadratur  ist  von  der  vorigen  unabhängig.  Nun  sind  cp  und  ^ 
etwa  zusammen  mit  x^,  x^  von  einander  unabhängig.  Alsdann  werden 
sie  als  neue  Veränderliche  eingeführt.  Da  Ä(p  ^  Aip^'^O  und  auch 
X^<p  ^^  X^ip  ^  0  ist,  so  werden  die  neuen  Af  und  X^f  (p  und  '^  nicht 
transformieren,  also  von  der  Form  sein: 

^1/  -~  5u  g^^  i-  Si2  g^^  • 

Hier  sind  die  a  und  ^  aus  den  früheren  «  und  |  dadurch  gebildet, 
dass  3:3  und  x^  vermöge  (p  =  (p{x^  •  •  •  x^),  t^  =  ^(a;^  •  •  •  x^  eliminiert 
werden.  Af=0  gestattet  X^f.  Beide  enthalten  nur  zwei  wirklich 
als  Variabein  auftretende  Grössen,  nämlich  x^,  x^.  Die  Lösung  von 
Af  =  0  ergiebt  sich  also  nach  §  1  des  6.  Kap.  durch  eine  Quadratur. 
Indem  man  in  dieselbe  für  cp  und  ^  wieder  die  gefundenen  Functionen 
von  Xj^  ■  ■  •  X4^  substituiert,  geht  aus  ihr  die  gesuchte  dritte  Lösung  % 
von   Af  =  0  hervor.     Die  Integration   von   Af  =  0  erfordert   mithin 
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insgesamt  drei  Quadraturen,  zuerst  zwei  vou  einander  unabhängige 
und  nach  diesen  eine  dritte. 

Zusammen-  "yy^^  kommeu  zur  Zusammensetmnq  3: 

Setzung  6.  ^ 

Jetzt  bilden  wir  das  vollständige  System 

^/•=o,   x/==o,  x,/-=o, 

dessen  Lösung  <p  sich  durch  Quadratur  bestimmt.  Es  ist  nämlich 
leicht  einzusehen,  dass  Xg^p  ebenfalls  Lösungr,  d.  h.  eine  Function  von 
ff  allein  ist,  die  bei  passender  Wahl  von  ff  gleich  1  gemacht  werden 
kann.     Da  also 

-4q0  ^  0,     X^gj^O,     Xg^D  ^  0,     Xg^)  ^  1 
ist,  so  giebt   eine  Quadratur  ^)  genau   so   wie  früher.     Nun    werden 
etwa   x^^  X2,  x^   und   q)   als    neue   Veränderliche   benutzt.     Dann   sind 

die  neuen  Af,   X^jT,  Xg/*  frei  von  0— ,  enthalten  also  nur  drei  Grössen 

x^,  x^,  x^  als  wirkliche  Veränderliche.  Äf  =  0  gestattet  X^f  und  X^/' 
und  es  ist  (X^Xg)  ^  0,  während  keine  Relation  zwischen  Af,  X^f,  X^f 
besteht.  Nach  §  2  des  20.  Kap.  lassen  sich  also  zwei  Lösungen  ip 
und  X  von  Af  ==  0  durch  je  eine  Quadratur  finden.  Diese  beiden  (Qua- 
draturen sind  von  einander  unabhängig.  Die  Integration  von  Af  =  0 
erfordert  also  im  vorliegenden  Falle  drei  Quadraturen  wie  im  ersten  Fall. 

^etz^i^gT  Haben  die  Xjc  die  Zusammensetzung  5: 

(X,X,)  =  0,    (X,X3)-0,     (X,X3)  =  X„ 
so  giebt  es  eine  Lösung  cp  des  vollständigen  Systems 
Af=0,    X/=0,     X/=0, 

für  die  wegen  A  (Xg  gj)  ^  0 ,  Xj  (Xg  cp)  ^0  ,  Xg  (Xg  9)  ^  0  auch 
X^(p^Sl(<p)  ist.     Wir  dürfen  daher  annehmen: 

Ag)^0,     X^cp^O,     Xg^D^O,     Xgqp^l 
und  bestimmen  cp  durch  eine  Quadratur  in  bekannter  Weise.    Analog 
bilden 

Af=0,     XJ=0,     XJ=0 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  ^  auch  Xgi/'^l  an- 
genommen werden  darf.  Daher  ergiebt  sich  ip  durch  eine  von  der 
vorigen  unabhängige  Quadratur  genau  so  wie  bei  der  Zusammen- 
setzung 4.  ^', ,  x.^,  g),  i)  etwa  werden  darauf  als  neue  Veränderliche 
eingeführt;    die  dritte  Lösung  %  bestimmt  sich  dann  gerade  so  wie  in 
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dem  eben  angegebenen  Falle.  Af=0  wird  somit  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  und  eine  dritte  darauffolgende  Quadratur  integriert. 

Wenn  schliesslich  die  Xk  die  Zusammensetzung  6  haben:  -     ^etTi^gT 

(X,X,)eeeO      {X,X,)  =  0      {X,X,)  =  Q, 
so  bilden 

Af^O,     XJ'=0,     XJ^O 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  cp  auch  X^(p  e^  1  an- 
genommen werden  darf,  cp  bestimmt  sich  also  durch  Quadratur. 
Analog  bestimmen  sich  die  Lösungen  ^  und  %  der  beiden  vollständigen 

Systeme 

Af=0,     XJ=0,     X,f=0     (woX,^  =  l) 
und 

Af=0,     X,f^O,     X,f=0    (woX,^=l) 

durch  je  eine  Quadratur.  Af=0  wird  also  in  diesem  Falle  durch 
drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  integriert. 

Nunmehr  bleibt  nur  noch  der  oben  ausgeschlossene  Fall  zu  unter- 
suchen, in  welchem  die  Xk  die  Zusammensetzung  1  haben:  ^"tTi^'^T 

(Xl  Xg)    ^     Xj  (Xl  Xg)    ^    2  XjJ  (Xg  Xg)    ^    Xg  . 

Wir  behaupten,  dass  es  in  diesem  Falle  eine  Lösung  (p  von  Af=0 
giebt,  für  welche 

Atp^O,     Xi9D=l,     X.^(pE^rp,     Xg^pEEEgo^ 

wird.  Ist  nämlich  cp  eine  Function  von  ic, ,  iCg,  x^,  x^,  die  durch  die 
Gleichung 

f{x^ ,  X^,  X^,  X^,  (p)  =  C       (c  =  Const.) 

definiert  sei,  so  bilden  wir  die  vier  Gleichungen: 

^^f=X^f-^  <P^  =  i21  ^--  +  ^22  g^  +  I23  ä^  +  ^24  g^  +  9^  -^  =  0, 
^3/'  =  ^3/"+9''g^  =  I3I    g^   H-   ^32   g^^   +   ^33   ^^  +  l84   ^aJ^  +  ^'g^^^" 

Es  sind  dies  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  fünf  Veränder- 
lichen x^,  x.^,  x.^,  x^^,  (p,  und  es  ist: 
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(AX,)EEE  iÄX,)  =  L,Äf=X,Af, 
{fKX,)=  (ÄX,)  =  l,Af=X,Af, 

(X,X,)  =  (X,Z,)  +  (|/,   q^l^)  =  XJ, 
(X,X3)  =  (X,X3)  +  (1^,  9)^  1^)  =  2X,/, 

(X, X,)  =  (X,X,)  +  (9. 1^ ,  9^^  1^)  ^  X3/: 

Die  Klammerausdrücke  geben  also,  gleich  Null  gesetzt,  keine  neuen 
Differentialgleichungen.     Daher  bilden 

A/  =  0,     Xi/  =  0,     X,f=0,     X,f=0 

ein  sogenanntes  viergliedriges  vollständiges  System  in  fünf  Veränderlichen 
x^,  X2,  x.^,  x,^,  cp,  das,  wie  man  allgemein  beweisen  kann,  eine  Lösung/" 
besitzt.     Sei  diese  Lösung 

t  =  t  \^\  >  ^2 '  ^3 '  ^4  >  9'); 
so  setzen  wir  sie  gleich  einer  Constanten  c.     Indem  wir   dann  cp  aus 

f{XifX2,X.^,X^l,(p)  =  C 

berechnen,  erhalten  wir  eine  Function  q){Xi,  x^,  x.^,  x,y),  für  die  wegen 
A/"^0  offenbar  Äcp^^O,  wegen  X^f^O  offenbar  X^^deeeI  etc.  ist, 
denn  es  ist: 

IL 
!?-  =  _  IfL 

dXf^  g/         —  '  '  '    ' 

dcp 

also : 

A     d(p    I          cw     ,         dw    ,         dcp 

u.  s.  w.     Mithin  existiert  in  der  That  eine  Function  qo,  für  welche 

^9)  =  0,     Xi(3P=l,     X29DEE9P,     Xy^j^gj- 
ist. 

Es  fragt  sich   nun,   wie  diese  Function  praktisch  gefunden  wird. 

Aus  den  vier  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  die  ^  berechnen 

in  der  Form: 

^  =  Qk{x^  ■  ■  ■  a^'i)  +  <^k{x^  ■  •  ■  ^d^  +  ^i(^i  ■  •  ••^1)9'^ 

(A-  =  1,  2,  3,  1). 


Integration  einer  linearen  part.  Difforentialgl.  Af  =  0  in  vier  Veränderl.     553 

Um  hieraus  (p  zu  berechnen,  verfahren  wir  nach  Dubois-liey  mond's 
Methode  so.     Wir  setzen: 

Xi  =  Cl-.Xj      iCg  =  (l^  <^ )      X'^  —  Wg  X  j      X^  —  0^4  X 

und   drücken   also   qp   als   Function  von  x   allein    und   arbiträren  Con- 
stanten a  aus,  sodass  in  dieser  Form 

^  =  a   ^  A-  a   ^4-a    —  4-  a    ^^ 

wird.     Setzen  wir  hierin  die  obigen  Werte  der  partiellen  DiflFerential- 
quotienten  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gloichunj^  von  der  Form 

Es   ist   dies   eine   liiccatische   Gleidmmj.     Haben    wir    ihre   allgemeine, 
eine  Coustante  c  enthaltende  Lösung 

qp  =  (p(x,  a^'  •  ■  a^,  c) 

bestimmt,  so  setzen  wir  wieder  rückwärts 

•V»  /y»  ^y>  /V» 

»A/ 1  xAja  %AJ'i  *^A 

^1  =  -r ,     «2  ==  'i  ,     «3  =  ^ ,     c-i  =  -^  • 

Dadurch   fällt  notwendig  x  aus  (p  heraus  und  es  bleibt  eine  Function 
von  der  Form 

(p^EE:(p{x^,X.2,X.^,X^,C). 

Hiermit  wäre  eine  Function  (p  gefunden,  für  die  ^qo^Oist. 
Diese  Function  enthält  nun  noch  eine  arbiträre  Constante  c.  Geben 
wir  dieser  Constanten  c  drei  Zahlenwerte,  so  ergeben  sich  drei  Functionen 
*Pn  9^2)  9^3»  fü^*  ^^®  sicher  A(p^^  Afp.^"^  A(p^^O  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  (p^,  cp^j  9^3  "^^n  einander  unabhängig  sind. 
Denn  alle  drei  erfüllen  die  Gleichungen: 


Wäre  also  etwa: 
so  würde  aus 

folcren: 


g^  =  Pa-  +  ^k(p  +  tkcp' 

{k  =  1,  2,  3,  1). 

ni<Pt,(P2,(Pi)  =  o, 
^  =  0     —  =  0     ^^  - 

dx^  '     dx^  '      dx^  ~ 


(i  =  1,  2,  3,  4) 

oder,  anders  geordnet: 
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Qk 


;|.^)+-(|-ii)+^'(i-^i:?) 


a-  =  1,  2, 3, 1). 
Nim  sind  nicht  alle  Determinanten  der  Matrix 

9i     ^i     ^1 


92 


(S.> 


identisch  Null,  da  sonst  zwischen 


'1     «-4: 


drp 


drp 


l9        

dxi'    8x^'    dx^'    dXi 
lineare    Relation    bestände    (da    doch    nur  ^9)  ^  0  ist) 
notwendig,  dass  einzeln: 


mehr  als  eine 
,     Also   foljjte 


dn  .         dn 

an_ 

dn  .         dn  ,         dn      ^ 

»  dn  ,      0  dn  ,      c,  d n      ^ 

d,  h.  dass  die  Determinante: 

1        1        1 

<Pi       9P2      fPs 

=  0 

oder  also 

^1     W    93' 

(^'l   —  <P2)  (SPi  —  <P3)  iSP'i  —  9^1)  =  ^> 

d.  h.  zwei  der  qp,  identis 

ch  wären. 

Wir  sehen  also:  Indem  wir  in  der  Lösung  9)  (a?i  •  •  •  x^,  c)  der 
Constanten  c  drei  Zahlenwerte  geben  derart,  dass  nicht  zwei  Zahlen- 
werte dieselbe  Function  liefern,  was  immer  möglich  ist,  so  erhalten 
wir  drei  von  einander  unabhängige  Functionen  qp^,  qpg?  9^3  ^^^  Lösungen 
von  Äf  =  0. 

Somit  ist  in  diesem  Fall  die  Integration  von  Af  ==  0  auf  die 
einer  Riccati'schen  Gleichung  reduciert*). 


*)  In  Bd.  25  der  Math.  Annalen  zeigte  Sophus  Lie,  dass  die  Gleichung 
Af  =  0  im  vorliegenden  Fall  auf  eine  Riccati'sche  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kann.  Alsdann  machte  Vessiot  die  äusserst  wichtige  Bemerkung,  dasa 
man  direct  durch  die  im  Text  gegebene  Methode  eine  Lösung  von  Af  =  0  durch 
eine  Riccati'sche  Gleichung  bestimmen  kann.  Endlich  bemerkte  Lie,  dass  dann 
die  gefundene  Lösung  eine  arbiträre  Constaute  derart  enthält,  dass  drei  ver- 
schiedene Werte  derselben  drei  von  einander  unabhängige  Lösungeu  von  Af  =  0 
iefern.     Die  Methode  des  Textes  ist  einer  Verallgemeinerung  fähig  auf  beliebige 
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Fassen  wir  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  zusammen  in  dem 

Theorem  49*):  Gestattet  eine  vorgelegte  lineare  partielle 
Differentialgleichung  Af=0  in  vier  Veränderlichen  eine  he- 
Icannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen, deren  erste  derivierte  Gruppe  iveniger  als  dreigliedrig 
ist,  so  verlangt  ihre  Integration  drei  Quadraturen,  von  denen 
entiveder  die  heiden  ersten  oder  die  beiden  letzten  von  einander 
unabhängig  sind. 

Ist  dagegen  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig, 
so  verlangt  die  Integration  von  Äf  =  0  die  einer  lUccati' sehen 
Differentialgleichung. 

In  heiden  Fällen  ist  vorausgesetzt,  dass  zivischen  Af  und 
den  drei  infinitesimalen  Transformationen  keine  lineare  lie- 
lation  bestehe. 

§  3.     Integration    einer    gewöhnliehen    Differentialgleichung    dritter 

Ordnung  in  x,  y,   welche   eine   bekannte   dreigliedrige   Gruppe   von 

infinitesimalen  Transformationen  gestattet. 

Die  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  wenden  wir  nunmehr  auf 
die  lutegration  einer  geivöhnlichen  Differentialgleichung  an: 

y'"-  C3{x,g,y',y")  =  0, 
von   der   wir  voraussetzen,  dass   sie  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen 

ükf  =  hp  +  i?i-  g        (*  =  1,  2,  3) 

in  X,  y  gestatte. 

Es    bedarf  diese   Anwendung  kaum   noch   einer  besonderen   Aus- Integration 

...  I       it    durch  Ver- 

einaudersetzung.   Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y  ,y  :  Wertung  d. 

"  -^  "  w/^/.^/c'        vorliergeh. 

..  df,        ,df     .        „    df      ,  i  ,      „N     df  ^  Theorien. 

Af=-^^^y-^^^-\-y    g_,  +  o)(^,2/,y,^)g^  =  0, 

welche  jener  gewöhnlichen  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  gestattet 
die  durch  zweimalige  Erweiterung  der  JJh  gewonnenen  infinitesimalen 
Transformationen: 


r-gliedrige  vollständige  Systeme  in  w  Veränderlichen  mit  bekannter  (w-}-)-gliedriger 
einfacher  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen. 

*)  Dieses  Theorem  wurde  von  Lie  in  Bd.  11  und  25  der  Math.  Annalen 
aufgestellt  in  den  Abhandlungen:  „Allg.  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung"  und  „Allg.  Untersuchungen  über  Differentialglei- 
chungen, die  eine  continuierliche  endliche  Gruppe  gestatten".  Diesa  Arbeiten 
enthalten  eine  durchgefühlte  Integratioubtheorie  der  vollständigen  Systeme  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen. 
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Die  letzteren  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.     Denn  es  ist  ja   (nach 
Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.) 

Da  aber  nach  Voraussetzung  etwa: 


3 


und  auch: 
ist,  so  folgt: 


1 
(2:  Const.  U:)"  =  E  Const.  f//' 


1 

d.  h.  TJ^',  U2",  Uq"  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen. 

Die  Anwendung  der  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  lehrt  nun 
unmittelbar,  indem  die  U"f  an  die  Stelle  der  dortigen  Xf  treten, 
dass  die  Integration  von  Äf=0,  also  auch  von  y'"  —  o?  =  0 
in  allen  Fällen  bis  auf  einen  nur  drei  Quadraturen  erfordert.  Nur 
wenn  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  würde  nach 
jenen  Theorien  auch  die  Integration  einer  Riccati'sehen  Differential- 
gleichung erforderlich  sein.  Gewisse  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  allerdings  entziehen  sich  dieser  Methode,  diejenigen  nämlich, 
für  welche  die  Determinante  von  Äf,  U/'f,  TJ^'f,  U^'f  identisch  ver- 
schwindet, 

luteRiation  j]jjjg  audcrc  Intcgrationsmethode  unserer  Differentialgleichung 

durch  J"iiuf.  O  00 

variabeiu.  V    —  (o{x,  y,  y ,  y  )  =  0 

besteht  darin,  dass  man  die  dreigliedrige  Gruppe  Ui,  U2,  U^  auf  ihre 
canonische  Form  bringt.  Dies  erfordert,  wie  wir  in  den  §§  2  bis  5 
des  23.  Kapitels  erkannten,  nur  eine  Reihe  von  Quadraturen  oder  aber 
noch  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y. 
Durch  diese  Reductiou  wird  die  vorliegende  Differentialgleichung  auf 
eine  einfachere  Form  gebracht,  und  es  handelt  sich  alsdann  darum, 
sie  in  dieser  Form  zu  integrieren.  Unter  Umständen  verlangt  diese 
Methode  einfachere  Operationen  als  die  obige,  sich  an  den  vorigen  Pa- 
ragraphen anschliessende. 

füLruu''"in  "^^  mögc  die  Differentialgleichung  z.  B.  eine  dreigliedrige  Gruppe 

einem  i.e-  zulasscu,  dic  zum  Typus 

sond.    i  alle.  '  •'  '• 

gehört,     Die  Auffindung  der  zugehörigen   canonischen  Veränderlichen 
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ic,  y  erfordert  nach  §  4  des  23.  Kapitels  nur  eine  Quadratur.  Die 
Differentialgleichung  nimmt  durch  Einführung  der  canonischen  Va- 
riabein eine  Form 

y'"—  co{x,y,y\y")  =  0 

an,  in  der  sie  die  Gruppe  p,  q,  xp  gestattet.  Um  diese  Form  zu 
finden,  werden   wir  so  verfahren: 

Wir  bedenken,  dass  die  Gleichung  y"  —  o  =  0  bei  den  drei  drei- 
mal erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 

■  Urf=  ^  1^  -  !/'  IC  -  2y"  |4  -  3y"  #4 
•*  ex      "^   cy  vy  (^y 

invariant  bleiben  muss,  hierin  x,  y,  y,  y" ,  y"  als  Variahcln  betrachtet. 

Sie  ergiebt  sich  daher  in  allgemeinster  Weise  dadurch,   dass  man  die 

allgemeinste  Lösung  des  dreigliedrigen   vollständigen  Systems 

u;"f=o,   u,"'f=o,    urr-o 

in  X,  y,  y ,  y",  y"  einer  Constauten  gleich  setzt.  Dieses  vollständige 
System  in  fünf  Veränderlichen  wird  in  dieser  Weise  integriert:  Zu- 
nächst hat  JJ^"f  =  0  die  vier  von  einander  unabhängigen  L()sungen 
V}  y }  y" 7  y"j  ^^^^  ^Is  allgemeinste  Lösung  eine  Function  f  von 
y>  y')  y'\  y"-  Soll  sie  auch  Lösung  von  U^"f=0  sein,  so  darf  sie 
offenbar  y  nicht  enthalten.  Soll  sie  endlich  noch  Lösung  von  U^"f=  0 
sein,  so  muss  diese  Function  f{y,  y'\  y")  die  Gleichung 

y  ä?  +  ^y  w  +  ^y  dy-  =  ^ 

erfüllen.  Diese  aber  hat  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Lö- 
sungen 

^        und        ~, 

sodass  also 

die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  und  demnach 

ij(|i;,  |;;)=const. 

oder,  nach  y"  aufgelöst: 

y--y'hv{f)=0 

die  allgemeinste  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ist,  welche  die 
Gruppe  p^  q,  xp  gestattet. 
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Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  DiflFerentialgleichung  dritter  Ordnung 
zu  integrieren  ist.     Wenn  wir 


setzen,  so  wird 


y' 

2 

du 

U 

y"' 

dx 
dy 
dx 

+  2u' 

== 

dy    ^            ' 

sodass  dann  die  Diflferentialgleichüng  lautet: 


J  w 


Eine  Quadratur: 

du  ^^ 

ui{u)  —  2u-     '    "^ 

liefert  n  als  Function   von   y  und  der  Integrationsconstanten  a.     Wir 
finden  also  etwa: 

oder 

^    dy'  ,        ^ 

--.-4  =  9^(2/,«), 

d.  h. 

Ist  diese  Quadratur  beendet,  also  etwa  gefunden: 

^' =  !/;(«/,  a,&) 
so  folgt  durch  eine  letzte  Quadratur: 

dy 


A 


X  ==  c 


die  vollständige  Integralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung. 

Im  ganzen  sind  hier  also  vier  successive  Quadraturen  erforderlich, 
eine  erste  zur  Bestimmung  der  canonischen  Veränderlichen  x,  y  und 
drei  folgende  zur  Integration  der  Differentialgleichung  in  ihrer  neuen 
Gestalt. 

^ni^ch'*der"  7^^^  Vergleich  wollen  wir  die  Differentialgleichung 

ersten  /    /'\ 

Methode.  y'"  _  y'  3^  ^  ?/ _ j  =  Q 

nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen   integrieren.     Wir  setzen: 
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Af  =~  -\-  y   5-  +  ?/    V  ,  +  y  '^w  ^y,  =  0 

'         ox    ^    ^    öy  cy         "^         oy 


und 


"*  '  öx        ^   oy  ^ 


dy" 


und  bilden  die  Determinante 

y     y 
1    0     0 


y"'\v 

0 

0 


-  2y"^  +  yUv. 


0      1        0 

X     0      —y'     ~  2y"  , 
Sie  ist,  sobald 

ist,  nicht  identisch  Null.     Das  vollständige  System 
Af=^0,     U,"f=0,     ü,"f==0 
besitzt  eine  Lösung  cp,  für  die  wegen 

{U,"A)  =  ^.A,    m'U,")=U,",    (U,"U,")  =  0 

auch  etwa 

U,"cp  =  -  1 

angenommen  werden  kann.     Es  kommt  also: 

dx     dy     dy  dy" 

1       y       y"  y"'^w 
10       0         0 

0       10  0 


^ 


y*y'^tv(ly'  —y"dy" 
y'*w  —  2i/"* 


oder,  wenn  wieder 
gesetzt  wird: 


_  _    r{'^y'  udu    \ ,       ,  r   udu 

Ferner  hat  das  vollständige  System 

Af=0,     t//r=0,     U,"f=0 
eine  Losung  il),  für  die 

U,"t  =  1 
angenommen  werden  darf.     Demnach  kommt: 
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t  = 


(hj" 
0 


_.  f\y'*w  —  ^y"^)dy  -\-  y'{2y"dy' 
~J  "       y''w-2y"^' 


—  y'dy") 


w  —  2ir 
Durch  diese  zwei  Quadraturen  hat  sieh  also  etwa  ergeben: 

^{y\  y")  =  «j 
^(«/;  y\  y")  =  ^>- 

Eliminiert  man  hieraus  ?/",  so  kommt  eine  Relation 

/  =  x{y, «;  ?0 

deren  Integration: 

dy 


/-. 


X  -\-  c 


die  vollständige  Integralgleichung  liefert. 

Diese  Methode  erfordert  also  nur  drei  Quadraturen,  von  denen 
sogar  die  beiden  ersten  von  einander  unabhängig  sind.  Allerdings 
haben  vs^ir  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  canonischen  Veränderlichen, 
deren  Bestimmung  ja  eine  Quadratur  erfordert,  schon  eingeführt  seien. 
Aber  diese  Voraussetzung  ist  offenbar  unnötig,  wir  hätten  dieses 
zweite  Integrationsverfahren  auch  für  beliebige  Veränderliche  genau 
ebenso  durchführen  können. 

Wir    werden    nun    auf   die   Behandlung    der    übrigen   Fälle    nicht 

weiter   eingehen,   ihre   Durchführung   vielmehr   dem    Leser   überlassen. 

Doch  sollen  zwei  Beispiele  zu  unseren  Theorien  hier  Platz  finden. 

Beispiele.  2.  Bcispicl:     Vorgelegt  sei  die  allgemeine   lineare  Differentialglei- 

jHffgu     chung  dritter  Ordnung 

dritter 
Ordnung.    (1)  y'"  -  X,f  -  X,y    -    X„^  -   X  =  0, 

in  der  X,  X^,,  X^,  X^  gegebene  Functionen  von  x  allein  bedeuten. 
Bekanntlich  nennt  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zwischen  z  und  x: 

(2)  /"—  X,J'—  X,  z  —  X„0  =  0 

ihre  verkürzte  Gleichung.  Hat  man  diese  integriert,  so  kann  man 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  erstere  ebenfalls 
integrieren.  Es  seien  nämlich  z^,  z.^,  %  drei  particulare  Lösungen  z 
der  verkürzten  Gleichung,  also  drei  Functionen  von  x,  für  die 
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(3)  0/"-  X.,zr-  X^z!—  X^Si  =  0 

(/  =  1,  2,  3) 

ist.     Insbesondere   können  sie   stets,  wie   man   leicht   einsieht,  so  ge- 
wählt  werden,  dass  die  Determinante 


eIeO 


ist.  Nun  gestattet  die  nicht  verkürzte  Differentialgleichung  (1)  die 
drei  infinitesimalen  Transformationen: 

Ui  =  z^q,     U^  =  z^q,     C/3  EEE  %g, 

denn  mit  y  ist  auch  y  -\-  Const.  z^^  -f-  Const.  z.^  +  Const.  z^  eine  Lö- 
sung von  (1)  und  bei  C/^ ,  U2 ,  C/g  erfährt  y  eben  die  Tncreraente 
z^dtj  z^dt,  z^dt,  während  x  ungeändert  bleibt.  Dass  die  unverkürzte 
Differentialgleichung  die  Uif  gestattet,  kann  man  übrigens  auch  so 
einsehen:     Die  Differentialgleichung  ist  äquivalent: 

^f^  li  +  y'%  +  y"  %  +  (^  +  x«y  +  x-y+  ^^f)  U^  =  0, 


dy' 
und  die   Ui  geben  zweimal  erweitert: 


ur 


Sf    ,       .  df    ,       „  df 


sodass 


dy 


dy' 


dy" 


(urA)  =  (.,x„ + z/x, + zrx,)  ff,  +  ^/  f|  + 


df 


oder  wegen  (3) 
ist. 


'  Sf  ,.   df 

^'    dy  -  ^'-    ä/ 


Zi 


„df^ 

dy" 


0 


{JJ-Ä) 
Nunmehr  bilden 

^/■=o,    c^/=o,    IM=^ 


ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  a;,  ?/,  y\  y",  dessen  Lösung  (p 
so  angenommen  werden  kann,  dass 

wird.     Die  Vi  bilden  nämlich  eine  dreigliedrige  Gruppe  mit  vertausch- 
baren Transformationen. 
Sonach  ist: 

Lie,  Differentialgleichungen.  3ß 
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dx    dy     dy 


(p  = 


oder 


dy" 
X  -\-  X,y  +  X,y'  +  X,y" 

z<," 


X -\-  X,y  +  X,y  +  X,y" 


dx 

dy 

dy 

dy" 

1 

y 

y" 

X  +  Xo?/  +  ^^1  y  +  x,jf 

0 

^1 

K 

<' 

0 

^■> 

r 
^9. 

< 

ein  Integral  von  Af  =  0.  Durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  bei  den  z  ergeben  sich  noch  zwei  Integrale. 

2.  Beispiel:  Gesucht  wird  eine  Curve  in  der  Ebene  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  ihre  Bogenlänge  s,  von  einer  Anfangsstelle  aus  ge- 
rechnet, eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Bogenlänge  ö  der 
Evolute  der  Curve  ist.  Wenn  (>„  der  Krümmungsradius  der  Anfangs- 
stelle, Q  der  Krümmungsradius  der  Stelle  mit  Bogenlänge  s  auf  der 
gesuchten  Curve  ist,  so  ist 

6  =  Q  —  Qo 

und  wir  verlangen 

s  =  SI(q  -  ^o). 

Da  sich  die  Bogenlänge  .9  durch  ein  Integral  ausdrückt,  so  ist  dies 
noch  keine  Differentialgleichung.  Wir  haben  vielmehr  noch  zu  dif- 
ferenzieren: 

ds  =  ß'  (()  —  Qq)  dQ. 
Es  ist: 


ds  =  ]/l  +  y'^^dx, 


9  = 


(1  +  y'  *) 
v" 


Die  Bedingung  nimmt  also  die  Form  an: 


wo 


+  2/' 


y 


ist.     Führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 
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r^^'2    (3«/'  —  «<^)  =  CD, 

SO  lautet  die  Differentialgleichung: 

y     —  o  =  ü. 

Um  sie  zu  integrieren,  beachten  wir,  dass  die  gesuchte  Curve  in  eine 
ebensolche  übergeht,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  verschiebt  oder 
dreht.     Die  Differentialgleichung  gestattet  daher  die  Translationen: 

UJ  =  p,     U^f=q 
und  die  Rotation: 

UsfEE  —  yp-{-  xq, 

die  zusammen  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  y"  —  03  =  0 
ist  der  linearen  partiellen  äquivalent: 

'      dx  '  ^  ^2/  ^y'         ^y"        ' 

welche  die  zweimal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  zulässt: 


1   '         ox' 

dl 


U,"f: 


1 

y 

y" 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

—  y 

X 

1  +  y" 

,"  2  .   .y, 

3j/'</"'-(l +  !/'')<» 


die    eine    dreigliedrige   Gruppe    bilden,    deren   erste   derivierte   Gruppe 
zweigliedrig  ist.     Es  ist  die  Determinante  von  Äf  und  den   U" f: 

CO 

0 

0 

3/2/" 

=  y 

Sobald   wir  w  e|e  0  annehmen,  was  wir   thun  wollen,  ist  z/  e|e  0,   und 
wir  können  die  Integration  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen 
durch  drei  Quadraturen  ermöglichen. 
Es  ist: 

während  jedes  (U/' Ä)  ^  ki  Af  ist.     Die  drei  Gleichungen: 

Äf=o,   ü,"f=o,   u,y=o 

36* 
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bilden  also  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  x,y,y,y",  dessen 
Lösung  93  so  gewählt  gedacht  werden  kann,  dass 


ist.     Es  ist  somit: 


9^ 


dx     dy     dy  dy" 

1       y       y"  G) 

10        0  0 

0       10  0 


oder  wenn  wir 
setzen : 


Jy^v  (r+1/-  ^^y  -  ''W  -  y'äy") 

:-arctgy'+j(^^^^^-^^) 


(1  -|-  y"^)'  ^  u,     also 


9  = 


Die  Ausführung  dieser  Quadratur  giebt  etwa: 
^>=  —  arctg^'  +  ^(~) 

=  -arctg^'+  ^^^1-^' 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y,  y ,  cp  als  Veränderliche.     Dadurch  gehen 
Af  und   t//',   U2"  über  in: 


Af 


—  df 


/  ^f 


df 


dx~^  '^    dy    '    "^     dy  ' 


WO  in  Af  das  y"  vermöge  der  Beziehung  zwischen  9p,  y,  y"  durch 
^)  und  y  ausdrückbar  ist.  y"  ist  also  als  bekannte  Function  von  9) 
und  y   zu  betrachteu.     Nun  bilden: 

J/  =  0,       VJ=i) 

ein  vollständiges  System  in  x,  y,  y  (93  tritt  darin  als  arbiträrer  Para- 
meter auf)  und  seine  Lösung  ^  erfüllt,  wie  wir  wegen 
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{U,Ä)  = 

-:k,A,     (U,U,)  =  0 

aunehmeii  dürfen,  die  Gleichung 

Ü^^  =  1. 

Die  Determinante  von  Af^   ÜJ',   Ü.J  lautet: 

1   y    y" 

J  = 

1     0     0 
0     1      0 

=  y 

und  es  kommt: 

^-Jf 

dx 
1 
1 

dy    dy 

y     y" 

0       0 

=  y  — 

e 

J    y" 


Hierin  ist,  wie   bemerkt,  y"   als  Function   von   y    und   (p  aufzufassen 
vermöge 

9,  =  -arctg^'  +  0(^'+,yl^). 

Bezeichnen  wir  die  zu   CD  inverse  Function  mit   O,   so  kommt: 

(1  +  y'  ^)^ 

also 


y 


y  =~ 


0{(p  +  arctg^'), 


*  (qp  +  arc  tg  y') 
Demnach  wird: 

i^  =  y  —   I  — ^-L  0{(p  -\-  arc  tg  y') 

J  (14-2/'^)-^ 


wenn  nämlich 


^  !/  +  /  ^  (9^  +  äi'c  cos  3)dz , 


gesetzt  wird.    Bei  der  Ausführung  der  Quadratur  ist  9)  wie  eine  Con- 
stante  zu  behandeln.     Man  findet  etwa: 


worin  noch 


(p^  —  arc  t\fy'-\-0 


zu  setzen  ist. 

Nunmehr  werden  x,  y,  cp  und  ^  als  Veränderliche  benutzt.    Dann 
geht  Af  =  0  über  in: 


Af 


of 


cf 


ex    ^    ^   dy         ' 
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wo  y    als  Function   von  y,  (p  und  ip   aufgefasst  werden  muss.     Diese 
Gleichung  gestattet: 

und  hat  daher  das  Integral: 

dx    dy 


X 


•J 


y 


-^+rf' 


wo   y    durch   y,   (p   und  il)   ausdrückbar  ist   und   bei   der  Quadratur  (p 
und  tlf  als  Constanten  zu  behandeln  sind. 

Diese  dritte  Quadratur  ist  von  der  zweiten  abhängig.  Wir  könnten 
aber  auch  die  dritte  unabhängig  von  der  zweiten  ausführen,  denn  be- 
nutzt man  x,  y,  y    und  q)  als  Veränderliche,  so  bilden  auch: 


"7/.  ^f     I        '    ^/      1 

Af=^  +  y  jy  +  y 


df 


UJ  = 


dx 

dl 

dy 


dy 


7  =  0, 


ein    zweigliedriges   vollständiges   System   und   die  Lösung  %   desselben 
erfüllt,  wie  angenommen  werden  darf,  die  Gleichung 


sodass 


?7iit=l, 


dx 
1 
0 


dy 

y 

1 


dy 

y" 

0 


J  y" 


\   ^     y     y 

I    0       1      0 

I    1       0      0 

wird.    Hierin  ist  y"  durch  y    und  qp  ausdrückbar,  und  darauf  muss  so 
integriert  werden,  als  ob  gj  eine  Constante  wäre.     Schliesslich  ist  für 
tp  sein  obiger  Wert  einzusetzen. 
Eliminiert  man  endlich  aus 

95  =  «,     ^  =  &,     1=^0 
die  Grössen  y  ,  y" ,   so  erhält  man  die  gesuchte  vollständige  Integral- 
gleichung 

k{x,  y,  a,  h,  c) 


0. 
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Schlusswort. 

Wir  wollen  nunmehr  mit  einigen  Bemerkungen  übe)'  die  Bedeu- 
tung der  vorgetragenen  Theorie  dieses  Werk  beschliessen. 

Nehmen  wir  an,  es  liege  —  um  gleich  allgemein  zu  reden  — 
ein  System  von  Dijfferentialgleichungen  vor,  welches  integriert  werden 
soll  und  von  dem  man  weiss,  dass  seine  allgemeinen  Lösungen  nur 
arbiträre  Constanten,  keine  arbiträren  Functionen,  enthalten.  Alsdann 
kann  man  sich  fragen,  ob  dasselbe  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet. Lässt  sie  solche  zu  und  zwar  eine  begrenzte  Anzahl  von  ein- 
ander unabhängiger,  so  ist  es  immer  möglich,  die  Bestimmung  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  zurückzuführen  auf  das  Problem,  ein 
gewisses  vollständiges  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zu  integrieren,  welches  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen gestattet.  Wird  dieses  vollständige  System  integriert,  so 
findet  man  die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre 
Verwertung  ermöglicht  alsdann  gewisse  Vereinfachungen  des  Inte- 
grationsproblemes.  Das  dann  noch  zu  erledigende  Integrationsgeschäft 
lässt  sich  nämlich  wiederum  auf  die  Integration  eines  vollständigen 
Systems  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
zurückführen. 

Wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen  vorliegt,  so  kann 
man  sich  ferner  die  aus  vielen  Gesichtspunkten  wichtige  Frage  vor- 
legen, ob  dasselbe  auf  eine  gegebene  typische  Form  reduciert  werden  kann. 
Die  Frage  der  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  lässt  sich  immer 
durch  die  allgemeine  Theorie  der  Diflferentialinvarianten  entscheiden. 
Ist  die  Reduction  möglich,  und  gestattet  dabei  die  typische  Form  eine 
endliche  Gruppe  .von  infinitesimalen  Transformationen,  so  kann  man 
die  wirkliche  Überführung  leisten,  sobald  man  ein  gewisses  vollstän- 
diges System  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen integriert  hat.  Wieder  also  tritt  das  letztere  Problem  auch 
hier  in  den  Vordergrund. 

Schon  diese  Bemerkungen  genügen,  die  hervorragende  Wichtigkeit 
des  Problems  zu  zeigen,  ein  vorgelegtes  vollständiges  System  mit  be- 
kannter  Gruppe   von  infinitesimalen   Transformationen   zu   integrieren. 

Eine  Begründung  der  obigen  Bemerkungen  kann  freilich  hier 
nicht  gegeben  werden,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  voraus*). 

*)  Eine  ziemlich  eingehende  Integrationstheorie  eines  vollständigen  Systems 
mit  bekannter  Gruppe  findet  sich,    wie    schon    gelegentlich   bemerkt  v/urde,    in 
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Schliesslich  sei  noch  Eines  hervorgehoben:  Bei  der  Ausführung 
der  von  uns  verwerteten  Integrationstheorien  spielten  die  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  Differentialinvarianten  eine  wesentliche  Rolle.  Man 
wird  durch  ihre  Benutzung  zu  solchen  lutegrationstheorien  geführt, 
welche  mit  der  Galois' sehen  Behandlung  der  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen  durchgehende  Analogien  darbieten.  Allerdings  müssen 
wir  uns  darauf  beschränken,  auch  dies  hier  nur  angedeutet  zu  haben. 
Eine  Begründung  dieser  Bemerkung  ist  hier  nicht  am  Platze. 


ßd.  25  der  Math.  Annale«.  Es  mag  aber  hier  erwähnt  werden,  dass  die  dortige 
Darstellung  an  einer  Stelle  eine  kleine  Lücke  hat  und  an  einer  anderen  Stelle  einen 
Satz  verwertet,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  allerdings  zweifelhaft  ist.  In  den 
Berichten  der  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wiss.  vom  .Jahre  1889  ist  jedoch  die  genannte 
Lücke  ausgefüllt  und  der  fragliche  Satz  eliminiert  worden.  Die  früher  citierte 
Bemerkung  des  Herrn  Vessiot  ermöglicht  es  überdies,  die  Hauptresultate  jener 
Abhandlung  in  einfacherer  Weise  abzuleiten. 
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